Berechnungen am Kreis

1. Der Minutenzeiger einer Kirchturmuhr ist 0,95m und der Stundenzeiger 0,45 m
lang.
(a) Berechne den Weg, den die Spitze des Minutenzeigers in 3 Stunden zuriicklegt.

(b) Berechne den Weg, den die Spitze des Stundenzeigers in der selben Zeit zuriick-

legt.

Losung: (a) ca. 17,91m
(b) ca. 0,71m

Berechne auf Grund der Skizze die Léange der Strecke x in Abhéngigkeit vom Radius

T.

Lésung: x=1,24r

8 cm




Gegeben ist das Quadrat mit 8 cm Seitenléinge und die sechs Halbkreise. Berechne
den Flacheninhalt der hellen Flache.

Losung: Der Flicheninhalt betrigt 44,33 cm?.
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Benin ist ein Land in Afrika. Seine Flagge ist oben abgebildet. Alle drei Rechtecke
im Inneren sind kongruent. Auerdem gilt: AB = 6 cm.

Zusétzlich ist noch ein Kreis eingezeichnet, dessen Mittelpunkt M der Mittelpunkt
des Rechtecks ABCD ist.

(a) Begriinde: Es muss AD = 4 cm gelten. Zeichne dann die obige Figur.

(b) Berechne jeweils den Anteil der drei Rechtecke im Inneren an der Kreisflache
in Prozent. Runde auf zwei Stellen nach dem Komma.

Lisung:
(a) Weil alle Rechtecke im Inneren kongruent sind, muss BF = FC = AE = 2cm =
Kreisradius r gelten. = BC = AD =4cm.
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(b) Wir berechnen zunéchst den Flicheninhalt A(1) des Kreissegmentes (1): (Der Flidchen-
inhalt des Kreises wird spéter mit Ag abgekiirzt.)
Wegen PM = 1cm und MQ = 2cm ist das Dreieck PMQ ein halbes gleichseitiges
Dreieck. = <@QMR =120°
Das Dreieck RM @ ist dann genauso grofl wie ein gleichseitiges Dreieck mit einer Sei-
tenldnge von 2cm.

120° 22
A(l) = (3600 -2227r - 3) cm? &~ 2,46 cm?

A




Ap = 2% em?® ~ 12,57 cm?

A(l) _ 2,46 cm?

~ ~ 19,57
Az 12,57cm? ST

Und weiter gilt: % = % ~ (100% — 19,57%) : 2 =~ 40, 22%

5. Im Rechteck ABCD gilt: AB = 8cm und BC = 3cm. Die Punkte A und B sind
Kreismittelpunkte.

Lésung:

A B

(a) Zeichne die skizzierte Figur geméfl den obigen Angaben.

(b) Berechne den Inhalt der grauen Fliche.

(a)

Zeichne zuerst den Kreisbogen um den Punkt A mit dem Radius 3 cm. Dadurch
erhéltst du den Punkt P.
Zeichne dann den zweiten Kreisbogen um den Punkt B mit dem Radius BP. So
erhiltst du den Punkt Q.

D 0 C
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Neben dem Kreissektor APD mit dem Fldcheninhalt A; erzeugt die Hilfslinie [BQ)]
den Kreissektor BQP mit dem Flicheninhalt As und dazu das Dreieck QBC mit
dem Fliacheninhalt As.
Es muss gelten: AP = 3cm und damit BP = BQ = 5cm.

90°
- 360°

1 -32-7Tcm2¢u7,07cm2

ABCQ : cosp = g = p=&53,13° = 1) =~36,87°
~36,87°
277360
Z.B. PYTHAGORAS im AQBC: QC? +3’cm? =52cm? = QC = 4cm.
Az = 3 -4cm - 3em = 6cm?
Das Rechteck ABCD hat einen Flicheninhalt von 24 cm?.

Fiir den gesuchten Flicheninhalt A gilt dann: A = Aspop — A1 — Ay — Aj
A= (24—7,07—-8,04 —6)cm? A 5 2,89 cm?.

52 . rem? &~ 8,040m2




Im rechtwinkligen Dreieck ABC' gilt: AB = 8cm und 8 = 35°. Die Punkte B und
C sind Kreismittelpunkte.

(a) Zeichne die Figur geméf den obigen Angaben.

(b) Berechne den Inhalt der grauen Fliche.

Lésung: (a) e Zeichne die Strecke [AB].
e Trage den rechten Winkel in A, und den Winkel mit dem Maf} 35° in B an.
e Der Schnittpunkt der freien Schenkel der beiden Winkel ist C.

(b)

A B
Es gilt: v = 90° — 35° = 55° und tan 35° =

= CA=~5,60cm.

Fiir den Inhalt A der grauen Fliche AQP ergibt sich:

Aagp = Aaasc — Ay — Ag)- (%)

Weiter gilt: A1) = Aaac — Asekior(3s0) und Aoy = Aaapc — Agektor(550)
Mit (*) ergibt sich:

Anasc — (AaaBo — Asertor(352)) — (AaaBc — Asektor(55°))

Aagpr = AnaBc — AnaBC + Asektor(350) — AnaBo + Asektor(550)

AaQpr = Asektor(350) + Asertor(s50) — Anapc (**)

Hinweise:

cm



Lésung:

e Natiirlich kann man auch die Inhalte der Teilflichen A(;) und A(y) gleich aus-
rechnen und diese dann vom Flacheninhalt des Dreiecks ABC subtrahieren.

e Wie konntest du die obige Gleichung (**) geometrisch deuten?

35°
Agektor(350) = 360° .82 . mem? ~ 19, 55 cm?

55°
Asektor(s5°) ~ 355 D 602 - 7 cm? ~ 15,05 cm?

1
Aape ~ 5 - 8em 5,60 cm = 22,40 cm?

SchlieBlich ergibt sich: Aagp ~ (19,55 + 15,05 — 22,40) cm?
=  Aagp ~ 12,20 cm?

B

Der Mittelpunkt des Quadrates ABCD ist der Punkt M. Die Punkte P, @, R und
S sind die Mittelpunkte der jeweiligen Quadratseiten.

Die Mittelpunkte der vier Kreisbogen, welche die grau geténte Figur im Inneren des
Quadrates ABC'D begrenzen, sind die Punkte A, C' und M.

(a) Zeichne die Figur fiir die Diagonalenlinge AC = 6 cm.

(b) Fritz behauptet: , Der Inhalt der grauen Fléche ist halb so grofl wie der Fléichen-
inhalt des Quadrates ABC'D.“
Maria meint: ,Der Inhalt der grauen Flache kleiner als die Halfte des Quadra-
tes. Das sieht man doch!*
Wer hat Recht? Begriinde deine Antwort.

(a) e In jedem Quadrat stehen die beiden Diagonalen aufeinander senkrecht und sie
halbieren sich.
Damit kann man das Quadrat ABC' D zeichnen.
e Der Punkt M erzeugt die beiden Kreisbégen oben und unten; die Punkte A und
C erzeugen die beiden Kreisbé')g? links und rechts.



B

Das Viereck PQRS ist ein Quadrat. Mit Hilfe seiner Diagonalen erkennst du, dass das
Quadrat PQRS halb so grofl wie das Quadrat ABCD ist. Die vier grauen Kreisseg-
mente sind alle kongruent, da sie von kongruenten Kreissektoren mit gleichem Radius
und gleichem Offnungswinkel (90°) stammen.

Zwei dieser Segmente wurden links und rechts aus dem Quadrat PQRS herausge-
schnitten, zwei wurden oben und unten an dieses Quadrat angefiigt. Somit hat die
grau eingefirbte Figur in der Aufgabe den gleichen Flicheninhalt wie das Quadrat
PQRS; die Figur ist also halb so grof§ wie das Quadrat ABCD. Fritz hat Recht.

8. Das regelméflige Sechseck ABC'DEF besitzt den Mittelpunkt M und die Symme-
trieachse s.
Der Mittelpunkt des Inkreises dieses regelméfligen Sechsecks ist M . D und E sind
die Mittelpunkte der Kreisbogen, die sich in G beriihren.



Lésung:

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 4 cm.

(b) Berechne fiir AB = 4 cm den Flicheninhalt des grau eingefirbten Ringes.

(a)

Am einfachsten erhéltst du ein regelméfliges Sechseck mit einer Seitenlédnge von 4 cm,
indem du auf einer Kreislinie £ den Radius von 4 cm sechsmal abtréigst. Damit dieses
Sechseck aber mit zwei gegeniiber liegenden Seiten (hier: [ED] und [AB]) waagrecht
liegt, zeichnest du erst die Symmetrieachse s ein und dann wieder durch den Punkt M
eine zweite Symmetrieachse, die auf s senkrecht steht. Diese schneidet die Kreislinie
k in den Punkten F' und C.

Zwei weitere Kreise Radius von 4cm um F' und C schneiden die Kreislinie &k in den
Punkten £ und A bzw. B und D.



A B

Der direkteste Weg der Flachenberechnung fithrt iber den Kreisbogen PQ), so dass
ein geschlossener Kreisring entsteht, dem lediglich noch das (grau eingefiirbte) Kreis-
bogendreieck QPG entnommen werden muss.

Jedes regelméflige Sechseck lésst sich in 6 kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Der grofie Radius R des Ringes ist so lang wie eine Hohe [MG] des gleichseitigen

Dreiecks MDE: R = %\/gcm =2V3cm.

Der kleine Radius r des Ringes ist halb so lang wie die Seitenldnge des gleichseitigen
Dreiecks MDE: r = 2cm.

Damit ergibt sich fiir den Flicheninhalt Ag;,, des geschlossenen Kreisrings:

ARing = [(2\/§)2 — 22 . 7T] cm2

Der Flacheninhalt Ag,eisdreicck des Kreisbogendreiecks QPG bleibt iibrig, wenn man
aus dem gleichseitigen Dreieck M DE die drei kongruenten Sektoren EQG, M PQ
und DGP mit einem Mittelpunktswinkel von jeweils 60° entfernt:

42 60° ) 1 )
AKTeisdreieck - Z . \/g -3 360° -] cm© = 4\/§ — 57‘(‘ cm

Damit ergibt sich der gesuchte Fliacheninhalt:

A= (871 — 43+ %7‘(’) cm? = w cem? &~ 19, 78 cm?

Hinweis:

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den Flacheninhalt des offenen Kreisrings
aulerhalb des Dreiecks M DE zu berechnen und dann die beiden ,Enden®, die im
gleichseitigen Dreieck M DE liegen, anzufiigen. Doch dies ist offensichtlich wesentlich
miithsamer auszurechnen.



A

Das Viereck ABC'D ist aus einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck und einem
gleichseitigen Dreieck zusammengefiigt. Die Mittelpunkte der Kreisbogen sind die
Punkte B, D und A.

(a) Zeichne die Figur fiir BD = 6 cm.
(b) Berechne den Inhalt der grauen Fliche.

Lésung: (a) e Zeichne die Dreiecke DBC und ABD.
e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius BC schneidet die Seite
[BD] im Punkt @ und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt D und dem Radius
DC schneidet die Seite [BD] im Punkt P.
e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt D und dem Radius D@ schneidet die Seite
[AD] im Punkt R und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius
BP schneidet die Seite [AB] im Punkt S.

(b)



A

Ay = AADBC — ASektorBCQ = A2

Ar = Aappc — (A1 + A2) = Aapsc — 2 - (AaDpBC — ASektorBCQ)
A =2 AsektorBCQ — AADBC

Wie kannst du dieses Ergebnis geometrisch deuten?

Es wird zuniichst nur mit MaBzahlen gerechnet: BC' = 3v/2

45°
- (3V2)*r = 2.257

AapBC = 3 6-3=9; AgektorBCQ =

9
Also: Ay =45m—-9 = Ar= (g —9) em? (~5,14cm?)

Was spielt sich nun unterhalb der Strecke [DB] ab?
DQ=BP=6-3V2

60° 1
Ag = Ay = 3600(6—3\/5)2-77: 6(36—36\/§+18)-7T

Az =A;=(9-6V2) -7 (=1,62cm?)
AR =AS =6— (6 —3V2) =32
60° 18
As = BV2)? o ="— = ~ 9,42 cm?
5= 3500 (3v2)? - 5T 3r (= 9,42cm?)

2
A”ZGZ 3-1[2-(9—-6V2)m+ 37]

Arr = 9V3 — (187 — 12271 + 37)
Arr=9v3 — (21 —122)r (=~ 2,93 cm?)

Fiir die Gesamtfliche A des ,,Fisches“ ergibt sich:

A=A+ A= [(97” - 9> +9v3 — (21 — 12\/5)77} cm?
A= [9(\/3—1)—77- <21—12\/§—g>} cm?
A= [9(\/§ -1+ gw(8\/§ - 11)} cm?  (~ 8,07 cm?)

10



10.

Lésung:

A M B

In das Rechteckeck ABC'D ist ein gleichseitiges Dreieck ABF' einbeschrieben.
Die Mittelpunkte der sieben Kreisbogen sind die Punkte A, B und F.

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 6 cm.
(b) Berechne den Inhalt der grauen Fliche.

(a)

Zeichne das gleichseitige Dreieck ABF'. Die Hohe [F'M| dieses Dreiecks ist genau
so lang wie die Rechtecksseiten [AD] und[BC].

Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt A und dem Radius AD schneidet die Seite
[AF| im Punkt P und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius
BC schneidet die Seite [BF] im Punkt R.

Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt F und dem Radius F'P schneidet die Seite
[BF| im Punkt R.

Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt F und dem Radius FD = 3 cm schneidet
die Seite [AF] im Punkt S, wobei ebenfalls F'S = 3cm gilt.

Nun musst du noch den Kreisbogen um den Punkt A mit dem Radius AS zeich-
nen. Dieser Kreisbogen trifft auf den Punkt M.

Weil die Mittelpunkte F' und A der beiden Kreisbdgen, die sich im Punkt S tref-
fen, zusammen mit dem Punkt S auf einer Geraden liegen, gehen sie ohne Knick
ineinander iiber.

Die entsprechenden Schritte fithren rechts der Symmetrieachse M F' vom Punkt
C iber den Punkt 7' zum Punkt M.

11
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Wir rechnen meist nur mit Mafizahlen:
Aapep =6-3V3=18V3 (~31,18cm?)

1 9 ,
Aaarp = - Aapcp = 5 - V3 (= 7,79cm?)

AsektorAPD = ASektorBCR = S (3V3)2m == 7r (~ 7,07 cm?)

360°
9 9

Ay = Ay = AparD — ASektorAPD = 2 3— e (=~ 0,73 cm?)

Weiter gilt: FP =6 — 3v/3.

60° (6 — 3v3)? 36 —36V3+27 21123
. —_ T = m = s
360° 6 2

3 =

As :—7'('—6\/—7'(' (= 0,34 cm?)

9 60° 9 -~ 3
Ay = A = 2 _ .32 . =232 ~ 3,08 cm?
1 =45 =5V3 - g B m=gVa-gm (3,080m)

60°
360°

Ar = Apr = Aparp — A1 — Ay

3
Ag = A7 = -32-7T:§7T (=~ 4,71 cm?)

Arrr = Aaapr — As — (Ag + A7), wobei Ag = A7 gilt.

3 27 9
Arrr = 9vV3 — —7T—6\/_7T —2-57729\/3—7774—6\/377 (~ 5,83 cm?)
Damit ergibt sich als Flicheninhalt A der grau getonten Figur:

1 2
A=2-Ar+ A =2- (45 —g\/§>+<9\/§—;ﬂ'+6\/§ﬂ'>
12



A =67(v/3—1)em? ~ 13,80 cm?

11. In der Abbildung gilt: AB = 3 cm.
Der Punkt M und die Punkte A, B, C, D, F, und F sind Kreismittelpunkte.

Die Punkte P und @ sind die Mittelpunkte der Kreisbogen AF und C B, die sich in
das Innere des Kreises mit dem Mittelpunkt M wdlben.

(a) Begriinde: Das Sechseck ABCDEF ist regelméfig.

(b) Berechne den Inhalt der grauen Fliche.
Hinweis: Zeichne ausgehend von Punkt M geeignete Hilfslinien ein.

Losung: (a) Die Strecken [AB], [BC], ..., [F'A] sind jeweils 3cm lang. Also sind die Dreiecke
ABM, BCM, ..., FAM gleichseitig und kongruent. Daher haben die Winkel BAF,
CBA,..., EFA alle das Maf} 120°. Also ist das Sechseck ABCDFEF regelméfig.

(b)

13
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Das Viereck FM DE ist aus den beiden kongruenten gleichseitigen Dreiecken FME
und M DFE zusammengefiigt. Also ist das Viereck FFM DFE eine Raute, deren Diago-
nalen [F'D] und [EM] im Punkt H aufeinander senkrecht stehen.

Im Dreieck M DE liegt die Strecke [M G] auf einer Winkelhalbierenden. Der Punkt G
ist gleichzeitig der Schwerpunkt in diesem Dreieck, der alle Seitenhalbierenden (hier:
[EC] und [DF]) und damit alle Hohen im Verhéltnis 2:1 teilt.

— 2 3
Also gilt : MG = 33 3cm =+v3em (~1,73cm).
_ 1
Wegen FC = 6cm gilt: Aarcag = 3 6-v3cem? = 3\/§cm2(z 5,2Ocm2)

Die Dreiecke FAM, ABM und BC'M sind gleichseitig und kongruent:

2
AnABM = 3Z 3em? = Z\/gch(:u 3,900m2).
Von den beiden Dreiecken FAM und BCM musst du jeweils noch das nach innen
gewdlbte Kreissegment unter der Sehne [AF] bzw. [BC] subtrahieren.

Diese beiden Segmente sind aus Symmetriegriinden zu ihrem jeweils dariiber liegen-
den Kreissegment kongruent.

Somit ergibt sich z.B: ASegment[AF] = ASektorMFA — AAMFA.

Alle folgenden Berechnungen erfolgen in der Einheit cm?.

60° o 3 3.9 5
ASegment(AF) = 360° -3t — z\/g = 577' - Z\/g (% 0,82 cm )

Fiir das Fliachenstiick A*, das durch die Strecken [M F] und [M A] sowie durch den
nach innen gewdlbten Kreisbogen AF begrenzt wird, ergibt sich:

14




32

. 3 9 9 3 N 5
A* = 1 3—27T+4\/§—2\/§—27T (=~ 3,08 cm?)

Fiir den Inhalt A des grauen Fliachenstiickes ergibt sich damit:

A:3\/§+%\/§+2-<g\/§—gw> = <3+%+9>\/§—3w.

A= <5Z7\/§—37T> em? (= 15,26 cm?)

12.

Die Punkte D und F sind zwei Seitenmittelpunkte des gleichseitigen Dreiecks ABC
mit der Seitenldnge a.

Die Punkte S, D, C' und E sind die Mittelpunkte der Kreisbogen ki, ks, ks und ky,
welche die eiférmige Figur bilden. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Umkreises
k, dieser Eilinie.

(a) e Beschreibe, wie du diese Figur zeichnest.

e Zeichne die Figur fiir a = 6 cm.
(b) Begriinde: Neben der Symmetrieachse PQ besitzt die Eilinie keine weitere.
(c) Wie viel Prozent der Fliaches des Umkreises k, bedeckt die eiférmige Flidche?

Lésung: (a) e Zeichne das gleichseitige Dreieck ABC'. Verlingere dabei die Strecken [AC] und
[BC] jeweils iiber C' hinaus.
[AF] N [BD] = {5}
Zeichne den Kreisbogen k1(S;r = SA).
kQ(D;T’Q :ﬁ) N [AC = {F} l%})d k’g(E;’l“g :ﬂ)ﬂ [BC: {G}



Zeichne den Kreisbogen k4(C;ry = CF).
Die Gerade P(Q ist die Symmetrieachse der Figur.
Der Mittelpunkt der Strecke [PQ)] ist M.

Zwar sind die beiden Kreisbogen ko und k4 kongruent, aber die beiden Kreisbogen k;
(Radius SQ) und k3 (Radius C'P) sind es nicht. Also ist die Senkrechte zur Geraden
PQ durch den Punkt M keine Symmetrieachse der Figur. Andere Geraden, die eben-
falls durch M verlaufen, kommen aus dem gleichen Grund nicht als Symmetrieachsen
in Betracht.

(c¢) Der Schnittpunkt S ist auch der Schvlvgrpunkt des Dreiecks ABC, der die Schwerlinien



im Verhéltnis 2 : 1 teilt.

Es seien 71 = SA, 7o = DB und r3 = CF.

Die drei Kreisbogen ki, ko und ks schlieflen die Kreisteile Ay, Ay, As und A4 aufler-
halb des gleichseitigen Dreiecks ABC' ein, dessen Flicheninhalt kurz Aa heiflen soll.

2 a a a
Tl—gi—g\/g N T2—5\/§—T4
1 /a ~\2 1 1 1
A:—-(— ) CCAn=catr—-A
1=3°(3V8) m-34a=gaT—34a
1 /a ~\2 1 3 1
A __.<_ ) AN = 2 — A=A
:=7(3V8) ~m-gda=ga'T— A = A
a a a
r=Svi-2=2(v3
1 ra 2 1 1
3= 5 |3 V3 T 50T 12a\/§7r
1, 1 9 1, 2
Agi = §a7T—§AA—|——(Z7T—AA+Ea7T——(Z\/§7T—|—AA
1 3 1 1 a?
= 2 2+ ) 2.3
C“T<9+8+6> 34
8 +27+12 147
_ o 8t2r+12 5 o 14w
= a1 72 a\/g 12
47 3
= 5“2”‘%‘12'“”)
(12 2
Ap; = 5-(477?—6\/3—6%\/3) ~ 52,31 cm fiir a = 6cm

Fiir den Durchmesser d,, des Umkreises k,, gilt: d, = 2 - 71 + r3.

17



1 1.2 1 1
= Ty = 3 (2r1 +1r3) = §(§a\/§+ §ax/§— 5(1)
1 1 1
Ty = ga\/g—i— Za\/g_ Za
7 1
- o(5vE-3)
1
Ty = Ea(?x/g—?)) ~ 4,56 cm fiir a = 6 cm
2 a’ \/_
= —(156 —42
rs 144( 56 3)
Fiir den Fléacheninhalt A, des Unkreises ergibt sich dann:
2
a
Ay = — (156 — 42V/3) -
u= (156 V3)-m

2

Aps % - (477 — 6V/3 — 67V/3)

e 5 =0,7999561666 ... ~ 0,8 = 80%
Au C (156 — 42V/3)

144 "

Der Verdacht liegt nahe, dass es genau 80% sind. Aber Z#hler und Nenner stehen
leider im irrationalen Verhéltnis (man sagt, ,,Z&hler und Nenner sind inkommensura-
bel.“). Das liegt z.B. daran, dass sich die Zahl 7 nicht herauskiirzt.

A

Der Kreisbogen b von B nach D im Quadrat ABCD mit der Diagonalenldnge 2a

besitzt den Mittelpunkt A.
In der Figur ist eine Moglichkeit dargestellt, wie die Mittelpunkte M; und M, der

beiden einbeschriebenen Kreise k; und k; mit den Radien R bzw. r konstruiert

den ko .
werden konnen 18



(a)

(b)

e Beschreibe die einzelnen Konstruktionsschritte in der richtigen Reihenfol-

ge.
e Konstruiere die Figur mit den einbeschriebenen Kreisen k; und ko fiir
a = 6cm.

Berechne die Kreisradien R und r in Abhéngigkeit von a. Bestétige damit, dass
diese Konstruktion der einbeschriebenen Kreise korrekt ist.
Tipp: Zeichne die Beriihrradien der Kreisline ks an die Seiten [BC| und [DC]

€111.

— Zeichne Das Quadrat ABC'D mit seinen Diagonalen und dem Kreisbogen b

- bN[AC] ={T}

— Zeichne die Tangente ¢ an diesen Kreisbogen im Punkt T

— tN[DC] ={P} und tN[BC| ={Q}

— Die Senkrechten auf die Seiten [AC] und [BC] im Punkt P bzw. @) schneiden
sich im Mittelpunkt M-

— Der Kreis um den Punkt M; mit dem Radius M;@Q schneidet die Diagonale
[AC] im Kreismittelpunkt Mo

— R=M{T und r = M>T

e Konstruktion: Die Diagonalen sind 2a = 12 cm lang, sie stehen aufeinander senk-
recht und sie halbieren sich. Die restlichen Konstruktionsschritte sind oben an-
gefiihrt.

19



14.

2a

A

Das Dreieck PQC' ist gleichschenklig-rechtwinklig.
Dort gilt: TC' = AC — AT = 2a — av/2.

Das Viereck M1QCP ist ein Quadrat. Also gilt dort:
MT=TC =2a—av2=R.

MQ = MMy = PC =TC - V2 = (2a — av/2)V/2 = 2aV/2 — 2a.
r = MyT = M{My — M\T = My My —TC = 2a+/2 — 2a — (2a — a\/2)
r=3av2 - 4a

Die beiden Beriihrradien r erzeugen das Quadrat Mo RC'S. Dann miisste aber gelten:
MsC =rv/2.

Nun ist MyC = M;C — MMy =2-TC — M, M,

= MC =2 (2a—aVv2) — (2aV2 — 2a) = 4a — 2aV/2 — 2a/2 +2a = MyC =
6a — da\/2 = (3a\/§ —4a) - V2 =7 -+/2, was zu zeigen war.

Analog miisste nun gelten: M;A = Rv/2:
MA=AC —~CM, =2a—2-TC =2a—2-(2a — av/?2) = 2a\/2 — 2a
MiA = (2a — a\/i)\/i = RV/2, was zu zeigen war.
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2 zm .

Das ist die Planfigur fiir den oberen Teil eines Kirchenfensters.

Das gleichseitige Hilfsdreieck PQ R beriihrt die Kreisbégen von B nach S und von S
nach A in den Punkten L bzw. F'. Die Punkte P und @ sind die beiden Mittelpunkte
dieser Kreisbogen.

Die Punkte F'und L sind gleichzeitig die Beriihrpunkte des einbeschriebenen Kreises
mit den beiden Kreishégen.

(a) e Zeige: PQ = (a+ay/3)m; dh. 2 = % + g\/g

e zm ——]
e am —

U

Der Mittelpunkt der Strecke [PQ)] bzw. der Strecke [AB] ist H. Das Dreieck
HU B ist gleichseitig. -
Begriinde: Diese Konstruktion ergibt H(Q) = PH = x m.

(b) Die Breite AB des Kirchenfensters soll 2m betragen. Konstruiere die vollsténdi-
ge Figur im Mafistab 1:25.

(c) Wie viele Quadratdezimeter rotes Glas werden fiir die Rosette ungefihr ge-
braucht?

(d) Wie hoch wird dieser Teil des Kirchenfensters?

Lésung: (a) e Die Seitenliéinge des gleichseitigen Dreiecks betrigt 2z m. Die Strecke [PL] stellt
eine der Hohen in diesem Dreieck dar.
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—_— = 2
Dann gilt PL = PB = (;\/g)m:(a:—i-a)m & xv3m=(r+a)m

a V3+1 a a a
& o= : =—.(V3+1) ==+ =3
V3-1 V3+1 2 ( ) 2 2

e Der Punkt 7T ist der Mittelpunkt der Seite [HB], die am lang ist. Die Strecke
[TU] ist eine Hohe in dem gleichseitgen Dreieck HU B mit der Seitenlédnge am.
TU = %\/§m=m = HQ=HT+TQ= (%+%\/§)m=mm.
(b) Die Breite des Fensters betrigt 2m = 200 cm. Im Mafitab 1:25 bedeutet das fiir deine
Zeichnung AB = 200cm : 25 = 8 cm.

F
, . -

e
Konstruiere z fiir a = 4cm geméf der Darstellung in der Aufgabe (a)

— Konstruiere das Dreieck PQR

— Der Punkt M ist sowohl der Mittelpunkt des Inkreises dieses Dreiecks als auch
der Rosettenmittelpunkt

R

am ————

— Die Spitzen der Rosette sind die Eckpunkte eines regelméfligen Sechsecks

(c¢) In diesem Ausschnitt erkennst du im Zusammenhang mit der vorangegangenen Kon-
struktion:
Die Punkte E und M teilen die Dreieckshohe [RH]| in drei gleich grofie Teile. Das
Dreieck M LE ist gleichseitig.
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15.

M
Fiir den Inkreisradius ¢ = M E gilt:

o=y G om g () g (1)

Die beiden Kreissegmente an der Sehne [M E| sind kongruent. Fiir den Flicheninhalt
Ap eines Blattes der Rosette gilt dann:

o1y @\ o V3B @ V3 [(r 3
An=2- (Gon = Gv) =0 (5‘7) -7 (“?) (5‘7)
Fiir @ = 1 ist dann Ar ~ 0,112cm? = 11,2 dm?
und Ages = 6- Ag ~ 67, 2dm?.
Es werden etwa 70 dm? rotes Glas fiir die Rosette bendtigt.
Es gilt: PS=PL=a2zv3m.
APHS: HS? = PS? — 22m? = (322 — 2%) m? = 222 m?.
= HS=2zv2m.
Die Fensterhohe H S ist genauso lang wie die Seite des Quadrates mit der Seitenléinge
xm (was eine andere Konstruktionsmoglichkeit der Figur eréffnen wiirde).

Mit z = g <\/§+ 1) ergibt sich: HS = 2v/2m = g (\/6+ \/5) m.

Fiir a = 1 ergibt sich: HS ~ 1,93 m.




Das ist das Bild eines Fensters, das sich in der Zisterzienserabtei Hauterive in Fri-
bourg (Schweiz) befindet.

Der Radius des Umkreises dieser Figur sei R cm. Der Radius der kleinen Kreishogen
sei jeweils r cm.

Die gestrichelten Linien erzeugen im Inneren ein Quadrat und ein gleichseitiges
Dreieck.

(a) Konstruiere die Figur fir R = 5cm.

S R
b) e Zeige: MS =0=————
(®) g (V3+1)cm
R R
Zeige: =—V3——
® Zeige: zem = 5 5
(c) Hier ist eine recht umsténdlichere Moglichkeit dargestellt, die Figur zu kon-
struieren:
T
D

Der Mittelpunkt der Strecke [MT] ist der Punkt G. Das Dreieck PQG ist
gleichseitig und es besitzt die Seitenlinge R cm.

SRR — R R
Begriinde: Diese Konstruktion ergibt MEF = MS = xcm = Bl 3 — 7

Lésung: (a)
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16.

()

Es gilt ME = EG — MG————

Zeichne einen Kreis um M mit dem Radius R = 5cm
Zeichne die vier Symmetrieachsen der Figur ein; = Punkt T
Trage am Punkt 7" links und rechts einen 30°-Winkel mit dem Schenkel [T'M an

Die freien Schenkel dieser Winkel schneiden die im 45°-Winkel stehenden Sym-
metrieachsen im Punkt D bzw. C. Das Dreieck DCT ist dann gleichseitig.

Die Punkte D, C' und T sind jeweils die Mittelpunkte der drei Kreishogen
Der Rest kommt durch Punkt- oder Achsenspiegelung zustande

Das Dreieck M CD ist gleichschenklig-rechtwinklig.

= SM=SD=SC=zcmund CD = SC = 2z cm.
Das Dreieck DCT ist gleichseitig.

Also gilt fiir dessen Hohe ST = 2 - g\/g cm = zv3cm.

= (x+m\/§)1(%:m=x(1+\/§)cm=R

- p___t
(vV3+1)cm
R V3-1 RV3-R RV3 R
3+1 V3-1 2 2 2
RV3 R

I cm =

2
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Die Punkte A und B sind die Mittelpunkte der beiden Kreisbégen, welche die beiden
Halbkreise mit den Mittelpunkten M; und M, (Radius r) sowie den Kreis um M;
mit dem Radius R beriihren.

Der Kreis um Mj; mit dem Radius R beriihrt den Kreisbogen von B nach C im
Punkt E.

(a) Zeige: R =1,2r.
(b) Um wie viel Prozent ist der Flécheninhalt Ap des Kreises um M; grofer als

der Flacheninhalt A, der beiden Halbkreise zusammen?

Liosung: (a) AMz = AE — M3E = 4r — R
Wende in den beiden Dreiecken AM M3 und M7 M M3 den Satz des PYTHAGORAS

an:
AAMMs3: 22 = (4 —R)?—(2r)?
x? = 16r2 —8rR+ R? — 412
z2 = 12r2 — &R+ R? (1)
AM; M Ms: x? = (T‘ + R)2 —r?
x? = r’4+2rR+ R%? —1?
z? = R’+4+2rR (2)
(1)=(2): 1272 —8&R+R* = R*+2rR
& 12r2 — 10Rr = 0
& 2r(6r — 5R) = 0 = R=1,2r

(b) Fléchenunterschied:
AA = AR — A, = R*r —r?m = (1,2r)%m — r?7 = r2n(1,44 — 1) = 0,447%7

% B 0,44r%m
A, rim

= 0,44 = 44%

17.
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A B

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig-rechtwinklig mit AC = BC' = 5cm. Das Vier-
eck ABDEF ist ein Rechteck. Die Punkte A, C' und B sind die Mittelpunkte der
drei Kreisbogen, die sich zu der geschwungenen Linie von F iiber () und P nach D
zusammenfiigen.

(a) Zeichne die Figur.
(b) Zeige: BP =2,5-+/5cm.

(c) Berechne den Inhalt der Fldche, die von der geschwungenen Linie und der
oberen Rechtecksseite [E'D] umrandet wird.

Lésung: (a)
E C D
q J
(3) Q P (1)
A B
(b) Das Dreieck BDC ist ein halbes Quadrat mit der Diagonalenlinge BC = 5cm.
— 5 5.2 5
Dann ist die Seitenlinge BD = — c¢m = cm = —\/§cm, also 2,5-v2cm ~
s DD = B = A V2
3,54 cm lang.
(c) A _1 (i)z cm? = 6,25 cm?
ACBD — 2 \/5 - Y
45° 2 2 2
A(l)%w-&M smem” & 4,92cm” = A

Ay = A = 6, 25cm? — 4,92cm? = 1,33 cm?

90°
Ap) ~ 607 (5—3,54)? - mem? ~ 1,67 cm?

Agesamt =2 A(]) + A(g) ~2- 1,3301112 + 1, 67cm2 = 4, 33 cm2

18.
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7 3 *B

Die Eckpunkte A und C' des rechtwinkligen Dreiecks ABC sind die Mittelpunkte
der Kreisbogen von E nach D bzw. von A nach D. Die Radien der Kreisbogen sind
gleich lang.

(a) Zeichne die Figur fiir AC' = 6 cm.

(b) Berechne den Inhalt der getonten Fléiche.

Lésung: (a)
C
Y
D
(1)
ko
o o)

. . B .
A E B

e Zeichne die Strecke AC' = 6cm. Trage am Punkt A einen rechten Winkel an.

e Zeichne um den Punkt C einen Kreisbogen k; mit Radius 6 cm. Zeichne um den
Punkt A einen Kreisbogen ko mit Radius 6 cm.

e k1 Nky={D}. Das Dreieck ADC' ist somit gleichseitig mit der Seitenlénge 6 cm.
ko N {freier Schenkel des rechten Winkels mit dem Scheitel A} = {E}.

e [CDN[AE = {B}.
(b) Weil das Dreieck ADC' gleichseitig ist, folgt v = 60°. Weil das Dreieck ABC' recht-
winklig ist, folgt 5 = 30°.

Der Fliacheninhalt A des Dreiecks ABC' betriagt somit
1
A= 3 6-6v3cm? = 18v3cm? (~ 31,18cm?).

Berechne dann den Flécheninhalt des Kreissektors (1) mit dem Mittelpunkt C' und
dem Kreisbogen von A nach D:

60°
1) = 3600 2= 6rem?  (~18,85cm?)

Den Inhalt Ay der Fliche (2), die durch die Strecken [EB] und [BD] sowie durch
den Keisbogen von E nach D begreg@t wird, berechnest du, indem du den Inhalt des

627 cm




19.

Lésung:

Kreissektors mit dem Mittelpunkt A und dem Radius 6 cm vom Flédcheninhalt des
Dreiecks ABD subtrahierst.

Das Dreieck ABC ist ein halbes gleichseitiges Dreieck. Weil CD = 6 cm gilt, ist der
Punkt D damit der Mittelpunkt der Hypotenuse [BC], die ja 12cm lang sein muss.
Deshalb ist der Flidcheninhalt des Dreiecks ABD halb so grofl wie der des Dreiecks
ABC:

Aaapp = 0,5-18v/3cm? = 9v/3cm? (= 15,59 cm?).

30°
= Ao = <9f— 360°

Den Inhalt A der getonten Fliche erhéltst du, indem du die beiden Flicheninhalte
A1y und A(z) vom Flécheninhalt des Dreiecks ABC subtrahierst:

A =183 — [67 + (9v3 — 3m)] cm?® = (9v3 — 37) cm? = Ay !

Das bedeutet z.B. auch, dass der Kreisbogen von F nach D die Flache halbiert, die
von den Strecken [AB] und[BD] sowie vom Kreisbogen von A nach D begrenzt wird.

. 6271') em? = (9v/3 — 3m)em? (= 6,16 cm?).

Das ist der Entwurf eines Logos fiir die Firma ,,Sun & Brown“. Es besteht aus einem
Quadrat, das aus drei kongruenten Streifen blau (b) und griin (g) zusammengesetzt
ist. AuBerdem ist dem Quadrat ein Halbkreis einbeschrieben.

(a) Zeichne die Figur, so dass die Quadratseite 6 cm lang ist.
(b) Berechne den Inhalt der blauen Fldche im Halbkreis.
(c) Wie viel Prozent der Halbkreisfliche sind griin eingeférbt?

(a)
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20.

(b)

ava

A s O P B

Um den Inhalt der blauen Teilfliche PBQP zu berechnen, musst du von der Fléche
des Sektors OB die des Dreiecks O P(@Q subtrahieren:

Im rechtwinkligen Dreieck OPQ gilt: OP = 1cm und OQ = 3cm.

1
Also: cosa = 3 = a=70,53°.

70, 53°

3600 32 . rem? & 5,54 cm?

ASektor ~

Apopg ~0,5-1- 3cm? ~ 1,41 cm?
Appop ~ 5,54cm? — 1,41 cm? = 4,13 cm?
Geamte blaue Fliche: A ~ 2-4,13cm? = 8,26 cm?.

1
Halbkreis: Agg = 3 32. 7w~ 14,14 cm?

Agrin _ 14,14 cm? — 8,26 cm?
Ak 14,14 cm?

~ 0,4158 = 41,58%

Knapp 42% der Halbkreisfliche sind griin eingefirbt.
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Lésung:

Die Punkte A, B, C, D, E und F sind die Eckpunkte eines regelméfiigen Sechsecks
mit der Seitenléinge a cm. Diese Punkte sind auch die Mittelpunkte der Kreisbogen
im Inneren.

(a) Zeichne die Figur fiir a = 6.

(b) Berechne den Flécheninhalt der geténten Figur in deiner Zeichnung.

(a) Zeichne zundchst den Umkreis der Figur mit dem Radiua a = 6cm. Trage dann
den Radius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne dabei mit einem der ,, waagrechten*
Punkte C' oder F'. Zeichne dann die 6 Kreisbogen ein.

(b)

M

Die Ausgangsfigur (AF) enthilt drei Kreisbogendreiecke (K BD). Eines davon ist
jetzt herausgezeichnet.

Es setzt sich aus einem gleichseitigen Dreieck (D) und drei kongruenten Segmenten
(Sg) zusammen.

Den Fldcheninhalt der Ausgangsfigur (AF') kannst du berechnen, indem du vom
Fliacheninhalt des Umkreises (k) der Ausgangsfigur den der drei Kreisbogendreiecke
(K BD) subtrahiertst:

Aarp = A —3- AxBD-

Weiter gilt also: Axpp = Ap + 3 - é‘ig und ASg = AsertorMAB — AD.



21.

Lésung:

= Agpp = Ap + 3 (Asektorman — Ap).

60
=  AxBp = 3 ASektormaB —2-Ap = [3- catr—2- azx/g cm?

1 1
= AgBp = [ia%— §a2\/§] cm?

1 1
Asp = a?mem? — 3 - [§a27r - §a2\/§} cm?

3 3 §
App = |:a27T - §a27r + 5(12\/3} cm? = %(3\/5 — ) cm?

Fiir a = 6 ergibt sich: Asr ~ 36,98 cm?.

Die Punkte A, B, C', D, E und F sind die Eckpunkte eines regelméfliigen Sechsecks
mit der Seitenldnge a cm. Diese Punkte sind auch die Mittelpunkte der Kreisbogen
im Inneren. Die Strecken [AB], [CD] und [E'F] sind jeweils die Durchmesser der
drei Halbkreise im Inneren.

(a) Zeichne die Figur fiir a = 6.
(b) Berechne den Flécheninhalt der geténten Figur in deiner Zeichnung.
(a) Zeichne zunichst den Umkreis der Figur mit dem Radiua a = 6cm. Trage dann

den Radius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne dabei mit einem der , waagrechten*
Punkte C' oder F'. Zeichne dann die 6 Kreisbogen und die 3 Halbkreise ein.

(b)
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22.

60°

A acm B

Die Figur stellt eines der drei kongruenten Elemente der Ausgangsfigur (AF') dar:
An den Schenkeln [M A] und [M B] des gleichseitigen Dreiecks ABC' liegen zwei kon-
gruente Segmente (Seg), die zum Flicheninhalt des gleichseitigen Dreiecks addiert
werden. Davon wird dann der Flidcheninhalt des Halbkreises (Hk) subtrahiert. Das
Ergebnis wird schliefilich noch mit 3 multipliziert.

Aar =3 (Aapc +2- Aseqg — Amr) = 3 - [Aapc + 2 - (Asektor — AaBc) — Amkl

Apr =6 Agertor —3 - Aapc — 3 - Amr)

[ 60° a® 1 /a\2

Asr = |6- it —3- — 3_3._.<_> 2
AP =P 5600 T V3=35(g) | em

[ 5 3 9 3 5 2
Aup = |a?7m — 2a®V3 — Zar| ecm

i 4 8

[5 3 2
Aap = | 2?7 — Za®V3| em? = a. <57T—6\/§> cm?

| 8 4 8
Fiir a = 6 ergibt sich: Aqr ~ 23,92 cm?
Anmerkung:

5 3 225° 2

Es gilt Aap = [g a’m — ZaQ\/ﬂ cm? = [3600 ca’r —3- azx/g] cm?.

Das bedeutet: Die Ausgangsfigur hat den gleichen Fliacheninhalt wie ein Kreissektor
mit dem Mittelpunktswinkel 225° und dem Radius acm, dem man 3 gleichseitige
Dreiecke mit einer Seitenldnge von jeweils a cm entnommen hat.
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60°

A B

Der gefarbte Kreis mit dem Mittelpunkt M ist dem Kreissektor ABC mit dem
Mittelpunkt A und einem Offnungswinkel von 60° einbeschrieben.

(a) Zeichne die Figur fiir den Sektorradius AB = a = 6 cm.
Tipp: Die beiden Kreislinien beriihren sich in einem Punkt 7. Durch diesen
Punkt verlauft die gemeinsame Tangente an die beiden Kreislinien. Zeichne
diesen Punkt 7" und die Tangente ein.

(b) Welchen Bruchteil der Sektorfliche nimmt der Kreis ein?

Lésung: (a)

(b) Die Gerade [AT] ist eine Symmetrieachse des gleichseitigen Dreiecks ABC und des
Dreiecks ADE. Also ist dieses Dreieck ADE ebenfalls gleichseitig. Die Strecke [MT]
stellt den Radius des Kreises k dar.

Die a = 6 cm lange Strecke [AT] ist eine Hohe im gleichseitigen Dreieck ADE. Der
Kreis k ist der Inkreis des Dreiecks ADE. = [AT] N [EF] = M. Somit stellt die
Strecke [MT] den Radius des Kreises k dar.

Weil im gleichseitigen Dreieck die Winkelhalbierenden gleichzeitig die Schwerlinien
sind, teilt der Mittelpunkt M die Strecke [MT] im Verhéltnis 2 : 1.

1 2
1 AKreis <§ ‘ a) m 1 1 2
= r=-a4 = = ) ==z 5
3 Asektor ﬂ P 9 6 3
360°
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23.

In den Kreis £ mit dem Radius r ist das Quadrat ABC'D und in seinen Halbkreis
ist das Quadrat PQRS einbeschrieben.

(a) Zeichne die Figur fiir r = 4 cm.
(b) Berechne das Verhéltnis der Flicheninhalte der beiden Quadrate.

Lésung: (a)
S’ R’
) A s
NS R/
|
|
D SN C
1 B
2 " / |
| / \
I / I
I // |
| 7 }
|
A 45° i
P z Q
T T
k
A Y B

Zeichne zunéchst den Kreis mit dem Mittelpunkt M und seinem waagrecht liegenden
Durchmesser. Zeichne dann zwei Geraden ein, die jeweils einen 45°-Winkel mit dieser
Waagrechten bilden und sich im Punkt M schneiden. Die Schnittpunkte dieser beiden
Geraden mit der Kreislinie k& sind die Eckpunkte des Quadrates ABCD.

Um das Quadrat PQRS zu erhalten, zeichnest du am besten erst ein (hier gestrichelt
eingezeichnetes) Probequadrat mit den Eckpunkten R’ und S’ ein. Dann folgt:
[MR']Nk={R}und [MS']Nk :3%5'}.



24.

Lisung:

Die Lote der Eckpunkte R und S auf die Waagrechte liefern die restlichen Quadrat-

Eckpunkte @) und P.

Fiir die Berechnung kannst du den Radius r verwenden. Es geht jedoch auch, wenn

du fiir 7 4 cm einsetzt.

Es gilt: AB =y und M P = z, dann ist PS = 2z (siehe Zeichnung).

Das Dreieck ABM ist gleichschenklig-rechtwinklig und damit ein halbes Quadrat mit

der Diagonalenlinge y = 7v/2. =  Aapcp = y> = 212,

PYTHAGORAS im Dreieck PMS: 22 + (2m)2 = r?

2r 4
& P=r2 & =X = A — (20)2 = = 42
T r T 7 PQRS = (2) 57’
4 4
Apgrs 5" 4
Aapep 272 10 %

Das Quadrat ABCD ist um 60% groer als das Quadrat PQRS.

(a) Zeichne die Figur fiir z = 2.
(b) Berechne fiir x = 2 den Fldcheninhalt des Halbkreisringes.

6 cm —

In dem Bild eines Firmenlogos wird der Kreis mit dem Mittelpunkt M und dem
Radius zcm (x < 3) in einen dunkel gefirbten Halbkreisring eingebettet, dessen
duBerer Durchmesser 6 cm betrégt (siche Abbildung oben rechts).

(c) Berechne z so, dass der Inhalt der Kreisfliche genauso groff wie der des Hal-

kreisringes ist.

(d) Berechne x so, dass der Halbkreisring den doppelten Umfang wie der Vollkreis

(a)

besitzt.
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fe— 3cm —*

Beginne am besten mit dem Vollkreis.

1 1
(b) Agr = <§-327T— 5-227r> em? =2, 5rem? ~ 7,85 cm?

(c) Die Mafizahlengleichung fiir x € QT heifit:

I | 3 9
2 2 2 2
_ . . _ _ ~1.7
T m = 3°m X T = xr = = 1’—\/§ ,3

(d) Es gilt AB=CD = (3 —x)cm.

1 1
2 Uyollkreis = 2 2xTCM UFK = 567T+2(3—$)+§2$7T cm

= dor=3r+6—-2rx+ar < x(2+37)=6+37

_O0EST 35
2+ 37
25.
Q
R
a B
A P M B

Die Figur stellt den Entwurf einer halbkreisformigen Biithnenfliche dar. Der Durch-
messer [AB] soll 20m und die Lénge der Strecke [PM] soll 4 m betragen.

Die von den Strecken [RP], [PM], [M Q)] und dem Kreisbogen von @) nach R be-
grenzte Teilflache soll farbig von der restlichen Fliache abgesetzt werden.

(a) Zeichne die Bithne im Mafistab 1 : 200 fiir & = 130° und S = 80°.

(b) Berechne den Inhalt der farbig abgesetzten Teilflache.
[Erag;bnis: Aparpe =~ 69,85 m? ]|



Losung:

26.

(c) Berechne den prozentualen Anteil der farbigen Fliche an der Gesamtflache der

(a)

Biihne.

Fiir deine Zeichnung gilt:

10m B

20m =2000cm = AB =2000cm : 200 = 10cm

4m=400cm = PM =400cm : 200 =2cm

Strategie: Addiere den Flicheninhalt des Dreiecks PM R zum Kreissektor (2) mit dem
Mittelpunktswinkel 1. Halbkreisfliche. Die ,, weifle“ Teilfliche (1) ist kein Kreissek-

tor.

Die Hilfslinie [M R] ist die Schliisselstelle auf dem Losungsweg.

1
A albkreis = 5 1027 m? = 507 m? ~ 157,08 m>

A1 = AgektormrA — AAPMR

. o 130°
Sinussatz im Dreieck PMR: oo — 22 30

4 10
= e~IT,88° = p~180° —130° - 17,84°

1
Anpmr ™ 5410 5in32,16° ~ 10, 65 m?
Y & 180° — 80° — 32,16° = 67, 84°

67,84°
Ao = ( 360°

Aparpe = (10,65 + 59,20) m? = 69, 85 m?

102 - w> m? ~ 59,20 m?

AFarbe -~ 69, 85 In2
AHalbkreis 157, 08 m?2

~0,44=%
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G e o N

A E B

Das ist das Logo einer Firma, die Elektrogeréte herstellt.
Das Viereck ABC'D ist ein Quadrat mit dem Mittelpunkt M. Die Punkte A und D
sind die Mittelpunkte der Kreisbégen von E nach G bzw. von G nach F'.

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 6 cm.

(b) Berechne die Summe der Flicheninhalte der getonten Teilflichen in der Figur.
4
17
17
K

A E B

Lésung: (a)

(b) Aus Symmetriegriinden gilt: Ay = Ajy.
1
Ar= (32— 1 32.71)em? ~ 1,93 cm?.

Agesamt =4-Ar+2-Ap=6-Ar= 11,58cm2.

27.
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Figur 2
Figur 1 C
C

(a) Zeichne die Figur 1 fir MA =3,6cm, MB =4,8cm und MC = 6cm.
(b) Zeige ohne zu runden, dass der untere Kreisring und der obere Halbkreis den
gleichen Flacheninhalt besitzen.
(c) e Zeichne die Figur 2 fiir c = AB = 12c¢m, a = BC = 7,2cm und b = AC =
9,6cm.
e Begriinde: Das Dreieck ABC' ist rechtwinklig.
e Notiere den Zusammenhang zwischen den drei Halbkreisflichen in der Fi-
gur 2 in Form einer Gleichung.
e Was hat die Figur 2 mit der Figur 1 zu tun? Beschreibe deine Idee.

Lésung: (a) Die Figur 1 ist im MaBstab 1 : 2 dargestellt.

Figur 1

(b) Du hast die drei Halbkreise I, IT und III vor dir.
Es miisste gelten: Aj;; = Ar — Ayr. Es wird in der Einheit cm? gerechnet.

1 1 1 1
Also: = -4,8% 71 = = . 6271 —=-3,627| : =7
2 2 2 2
4,82 =62 —-3,62 < 23,04 =36 —12,96. Das stimmt, also ist die Behauptung

bewiesen.
(¢) e Die Figur 2 ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.
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Figur 2

e Fiir die Mafzahlen miisste gelten:
122 =7,2249,6° & 144 = 51,84+ 92,16. Das stimmt, also ist das Dreieck
ABC rechtwinklig.

o Es gilt: c2:a2+b2‘ A log
c\?2 1 /a\2 1 b\ >
<_) 7T:—<—> .7T_|__. — T
2 2 \2 2 \2
Das bedeutet: Der Halbreis I hat den gleichen Fliacheninhalt wie die beiden Halb-
kreise II und IIT zusammen.

=4

N[

e In der Figur 1 siehst du einen gleich gelagerten Fall: Wenn du den Halbkreis 11
aus dem Halbkreis I entfernst, ergibt sich: Der Halbkreis I muss genauso grof3
sein wie die beiden Halbkreise II und III zusammen.

In der Figur 1 und der Figur 2 haben gleich nummerierte Halbkreise den gleichen
Durchmesser; d.h. sie sind kongruent.

28.

(a) Zeichne die Figur fir R=MA =5,6cm und r = MB =4cm.

(b) Zeige, dass der untere Kreisring und der obere Halbkreis nicht denselben Fléchen-

inhalt besitzen.
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(c) Jetzt sei r = v/18cm.
Berechne R so, dass der Inhalt der beiden getonten Flédchen gleich ist.

(d) Welcher Zusammenhang muss zwischen R und r bestehen, damit die geténten
Flidchen gleichen Inhalt besitzen?

Lésung: (a)

r=4cm

(b) Anmerkung: Zu allen Flichenmaf3zahlen gehért die Einheit ,, cm?“. Es gilt:

1 1
AHalbkreis(klein) = 5 -4’7 und AKreisring = 5 “ 9, 627T - AHalbkreis(klein) :

Es muss also gelten: AHalbkreiS(groﬁ) =2 AHalbkreis(klein) .

1
& —-5,6%:2-5.4277 cm & 15,68 £ 16.

N[ —

1 1
(C)§-R27T:2-§\/1827Tcm2 & R?=36cm?> = R=6cm.

1 1
(d) Es muss gelten: §-R27T:2-§-’I“27T = R=1rV2.

Du konntest das auch mit Hilfe der Eigenschaften der zentrischen Streckung be-
griinden:
e Alle Kreise sind zueinander dhnlich.

e Wenn du eine Kreisfliche verdoppelst, dann gilt fiir den Streckungsfaktor k: k% =
2 = k=+2.

29.
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Das Sechseck ABCDEF mit dem Mittelpunkt M ist regelméafig.

(a) Zeichne die Figur fiir AD = 8cm.

(b) Berechne den Fliacheninhalt A der Figur. Runde dein Ergebnis auf zwei Stellen
nach dem Komma.

Lésung: (a)

(b) Die drei Diagonalen zerlegen jedes regelméfige Sechseck in sechs kongruente gleichsei-
tige Dreiecke. In unserem Fall hat jedes dieser gleichseitigen Dreiecke eine Seitenlénge
von 4cm .

Die sechs kongruenten Halbkreise lassen sich paarweise zu drei Vollkreisen mit dem
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Radius 7 = 2 cm zusammenfiigen .

42
Also: A = <6-Z-\/§+3-22'7T> cm2%79,27cm2.

30.

Erwin hat einen Kreis aus Papier ausgeschnitten. Er faltet nun die Kreisscheibe so,
dass der Punkt E auf den Kreismittelpunkt M zu liegen kommt.

(a) Zeichne die Figur mit einem Kreisdurchmesser von 6 cm.

(b) Berechne den Anteil der eingefarbten Fliche an der gesamten Kreisfliche in
Prozent. Runde dein Ergebnis auf zwei Stellen nach dem Komma.

Lésung: (a)
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31.

Lésung:

(b) Von der Kreisscheibe hat Erwin das Kreissegment C' DM C' heruntergeklappt.

Den Flacheninhalt dieses Kreissegmentes erhéltst du, indem du vom Flacheninhalt
des Kreissektors EDMCFE den Fliacheninhalt des Dreiecks DC'E subtrahierst.

Im Dreieck DMFE gilt: ME =MD = DE = 3cm.

Also ist das Dreieck DM E gleichseitig, und es gilt: ¢ = 60° .

Das Dreieck DC'E hat den gkeichen Flicheninhalt wie dieses Dreieck DM E .

120°
360°

Sektor — : 32 - CD’I2 ~ 9,42 cm2 .

32
AADCE = 1 cm? - V3 ~ 3,90(:1@12 .
ASegment ~ 9, 42 Cm2 - 3, 90 CHl2 = 5, 52 CIIl2 .

Diese Segmentfliche musst du zwei Mal von der Fliche der Kreisscheibe subtrahieren:
Agefirbt ~ 3°mem? — 25,52 cm? ~ 17,23 cm? .

Agegirbt 17,23 cm?

A 28,27 cm? ~ 0,6945 = 69, 54% .
O )

A B

Der Punkt C' des Rechtecks ABC'D ist der Mittelpunkt des Kreisbogens.

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 8cm und BC = 6cm.
(b) Berechne den Inhalt A der eingeférbten Fliache. Runde dein Ergebnis auf zwei

(a)

Stellen nach dem Komma.
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32.

14
A B

(b) Strategie: Subtrahiere den Flécheninhalt des Dreiecks BCG vom Flidcheninhalt des
Viertelkreises mit dem Mittelpunkt C' und dem Radius » = 6cm .

2 2

1
Agektor = Y 627 cm? = 97 cm?.

WEeil sie z.B. im Winkelmaf} ¢ iibereinstimmen, sind die beiden rechtwinkligen Drei-
ecke ABC und BCG zueinander &hnlich:

. OG- 36 cm?

| &
=K

=45
8cm > CIHL

.

1
AA Bog = 5-60m-4,5cm: 13,5cm? .

= A= (97 —13,5)cm? ~ 14,77 cm? .

(a) Zeichne die Figur fur R = 5cm und 7 = 3,5 cm.

(b) Berechne fiir R = 5 cm den Kreisradius 7 so, dass der Kreisring 19% der grofien
Kreisfldche einnimmt. 16



(c) Berechne fiir r = 3,5cm den Kreisradius R so, dass der Flidcheninhalt des
Kreisringes genauso grof§ wird wie der des kleinen Kreises.

Lésung: (a) Klar.
(b) Wir rechnen nur mit Maf}zahlen:
5w —r’r = 0,195
r’r = 0,81-5%7
r = 0,9-5cm =4,5cm
(¢) Wir rechnen nur mit Mafizahlen:
3,521 = (R?2-3,5H)r
R*r = 2.3,5%x
R = 3,5-v2cm~4,95cm

33.

A< M °B

Im gleichseitigen Dreieck ABC' ist M der Basismittelpunkt.
Diesem gleichseitigen Dreieck sind ein Halbkreis und ein kleinerer Kreis einbeschrie-
ben worden. Die beiden Kreislinien beriihren sich im Punkt 7'.

(a) Zeichne die Figur fiir AB = 8cm.
(b) Berechne das Verhéltnis des Flidcheninhaltes des kleinen Kreises zu dem des
Halbkreises.

Lésung: (a)

A7



M,
M;
M, M,
T /
g\/g //
Aq : e By
§V3 S §V3
-|.30°
Ase »

a M a B
2 2

Wir bezeichenen die Seitenléinge des gleichseitigen Dreiecks ABC mit a.

Die Dreiecke AM A1 und M BB sind halbe gleichseitige Dreiecke mit der Seitenlédnge
5. Aus Symmetriegriinden sind diese beiden Dreiecke zudem kongruent.

Das Dreieck M BBj ist (ebenso wie das Dreieck AM A7) ein halbes gleichseitiges Drei-
eck mit der Dreieckshéhe M By (= MA;) = 4V/3.

Weil der Punkt T auf der Halbkreislinie liegt, gilt ebenso MT = %\/3 = % -MC'.
M, und M, sind also zwei Seitenmittelpunkte des gleichseitigen Dreiecks ABC'.
Dann gilt [M,M,] || |[AB] .

Demnach betrigt der Inkreisradius p; des Dreiecks My M,C' ein Viertel von dem des
Dreiecks ABC.

Fiir den Inkreisradius p, des gleichseitigen Dreiecks gilt: pg = % . %\/§ .

= pi:l.l.ﬁ 3:i\/§_

Fiir den Flacheninhalt Ay des kleinen Kreises gilt dann:

4 3 2

2

Fiir den Fliacheninhalt Apg des Halbkreises gilt dann:

3a?
= — 7.

A= (4v8) 2=

2 \4
Fiir das fragliche Flachenverhiltnis ergibt sich dann:

A a® .a2 232 1
96 |32 | T 96 3°

Ak
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