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1 Kombinatorik

1. Sitzordnung
An einem Tisch soll die Sitzverteilung fiir 4 Paare festgelegt werden. Wie viele
Moglichkeiten gibt es
(a) wenn die Paare sich gegeniiber sitzen sollen?
(b) wenn die Paare nebeneinander sitzen sollen?

(c) bei einer beliebigen Anordnung?

Lésung: (a) 4!-2% =384
Begriindung: Angenommen die Paare bestehen jewils aus Mann und Frau.
Dann platziere alle Frauen auf der einen Tischseite. Dazu hat man 4! Moglich-
keiten. Nun hat man fiir jedes Paar zu entscheiden, wie die Tischseiten-
Verteilung sein soll. Fiir jedes Paar gibt es 2 Moglichkeiten, insgesamt also

2.2.2.2=2%
(b) 4!.2% =384
(c) 8!'= 40320
2. CD-Player

Auf einer Audio-CD sind 13 Titel. Der Zufallsgenerator eines CD-Players wird ein-
gestellt. Berechne, wie viele verschiedene Reihenfolgen der Songs moglich sind.
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Lésung: 6.227.020.800

3. In der Metzgerei

Heute bietet die Metzgerei Schnarr 10 Sorten Wurst an. Hans soll 3 verschiedene
Sorten Wurst einkaufen. Wie viel Moglichkeiten hat Hans?

Losung: e Wir interessieren uns fiir den Einkauf als Handlung. Dazu gehort sein zeitli-

cher Ablauf. Dieser kann hervorragend in einem Baumdiagramm dargestellt
werden.
Hans kauft ein erstes Stiick Wurst. Dabei hat er 10 Moglichkeiten. Danach
kauft er ein zweites Stiick Wurst. Gleichgiiltig, welche Wurst er als erste ge-
kauft hat, gibt es fiir ihn nun jeweils 9 Moglichkeiten, das zweite Stiick Wurst
zu kaufen. Insgesamt hat Hans 10-9 Moglichkeiten, zwei Stiicke unterschiedli-
cher Wurst zu kaufen. Schliellich kauft er ein drittes Stiick Wurst. Bei jedem
der 90 moglichen Einkéufe kann er dazu eine aus 8 Sorten auswéhlen. Insge-
samt hat er 10 - 9 - 8 = 720 Moglichkeiten. Hans kann also 720 verschiedene
Eink&ufe realisieren.

e Es interessiert nicht der Einkauf als Vorgang, uns interessiert nun nur das

Resultat des Einkaufs. Wir fragen: ,, Wie viele Warenkorbe kann Hans zusam-
menstellen?*
Hans kauft drei verschiedene Wurstsorten. Betrachten wir einen Warenkorb.
Er enthélt drei Wurstsorten. Diese kénnen auf 3-2 -1 = 6 Arten angeord-
net werden. Der gleiche Warenkorb kann daher durch 6 verschiedene Einkaufe
realisiert werden. Die Menge der méglichen Einkéufe zerfillt in elementfremde
Teilmengen mit jeweils gleichwertigen Einkaufsergebnissen. Jede dieser Teil-
mengen heiflt ,,ein Warenkorb®. Keine der Einkaufshandlungen fithrt zu zwei
verschiedenen Warenkorben, und jeweils 6 Einkaufshandlungen liefern den
gleichen Warenkorb. Daher gibt es 720 : 6 = 120 mogliche Warenkorbe.

4. Leber- und Griebenwurst

Wenn Hans Leberwurst kauft, dann erwirbt er auch Griebenwurst, denn dann kocht
die Mutter Sauerkraut. Wie viele Warenkorbe gibt es fiir Hans?
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Lésung: 1. Fall: Hans kauft Leberwurst. Dann kauft er auch Griebenwurst. Danach kann
er noch unter 8 Wurstsorten frei wihlen. Insgesamt hat er in dieser Situation 8
Moglichkeiten.

2.Fall: Hans kauft keine Leberwurst. Dann wird iiber den Einkauf von Grieben-
wurst keine Aussage gemacht. Hans kann nun aus 9 Wurstsorten drei Sorten frei
auswithlen. Dabei hat er 257 = 84 Maoglichkeiten. Insgesamt erfiillen (8 + 84)
Warenkorbe, also 92.

1.2-3

5. Bierschinken

Heute hat die Metzgerei Schnarr sogar 57 Sorten Wurst im Angebot.

(a) Wie viele Warenkorbe gibt es fiir Hans, wenn entweder gekochter Bierschinken
oder aber gebackener Bierschinken dabei sein muss?

(b) Hans bringt immer gekochten oder gebackenen Bierschinken mit nach Hause.
Wie viele Warenkorbe gibt es fiir Hans?

Lésung:

(a)

1. Moglichkeit: Hans kauft gekochten, aber keinen gebackenen Bierschinken.
Dann steht es ihm frei, aus 55 Sorten zwei beliebige auszuwéhlen. Hier sind
8584 — 1485 Warenkorbe méglich.

2. Mdéglichkeit: Hans kauft keinen gekochten, aber gebackenen Bierschinken.
Hier sind ebenfalls 1485 Warenkorbe moglich.

Insgesamt gibt es 2970 Warenkorbe, welche die Forderung erfiillen.

Weder gekochter noch gebackener Bierschinken sind in 551'.524.5353 = 26235 Wa-
renkdrben. Heute gibt es 57 Sorten Wurst. Dann kénnen 5715—26355 = 29260
verschieden Warenkorbe gebildet werden. Dann gibt es aber (29260 — 26235)
Warenkorbe, also 3025 Warenkérbe, die gekochten oder gebackenen Bierschin-
ken enthalten.

6. Wurst und Kéise

Heute bietet die Metzgerei Meyer an der Wursttheke 38 Sorten Wurst und an der
Késetheke 8 Sorten Kése an. Die Kunden kaufen erfahrungsgemif zuerst Wurst und
dann Kaése.

(a) Kathrin soll 3 Sorten Wurst und 2 Sorten Kése mitbringen. Wie viele Wa-
renkorbe dieser Art gibt es?

(b) Kathrin weifl es besser: ,Kése ist fiir meinen Papa gesiinder”, denkt sie und
kauft 2 Sorten Wurst und 3 Sorten Kéase. Wie viele Warenkorbe kann sie zu-
sammenstellen?

(¢) Im Laden sieht Kathrin, dass die Theken zusammengestellt sind. Sie kauft
fiinf Sorten Lebensmittel in beliebiger Reihenfolge. Wie viele Warenkorbe sind
moglich?
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(d) Kathrin kauft 2 Sorten Wurst und 3 Sorten Kiise in beliebiger Reihenfolge. Wie
viele Warenkorbe sind moglich?

383736 . 87 = 8436 - 28 = 236208 Warenkorbe

Lésung: (a) 5 135
(b) 2837. 878 — 703 . 56 = 39368 Warenkérbe
(c) 26454003492 — 1370754 Warenkorbe
(d) Es kommt auf die Reihenfolge nicht an, in welcher die Lebensmittel erworben

werden. Wir wissen aus der Teillosung (b), dass es 39368 Warenkorbe sind.
Um Zweifel zu beseitigen, berechnen wir das Ergebnis noch anders - und zwar
auf dem Wege, welcher dem realen Handlungsablauf entspricht.

Das Quintupel (w,w,kk k) beschreibt 38 - 37 -8 - 7.6 = 472416 mogliche
Eink#ufe; (w,k,k,w,k) beschreibt 38 -8-7-37-6 = 472416 mogliche Einkéufe.
Insgesamt gibt es % = 10 solcher Quintupel mit zwei ,,w* und drei ,,k“, welche
fiir jeweils 472416 mogliche Einkdufe stehen. Insgesamt sind nun 472416-10 =
4724160 Einkiufe moglich, wobei uns die Reihenfolge interessiert.

Zu beachten ist, dass in der Einkaufstasche 5 verschiedene Lebensmittel liegen.
Diese kénnen auf 5-4-3-2-1 = 120 verschiedene Reihenfolgen erworben worden
sein. Daher gibt es hier 4724160 : 120 = 39368 Warenkérbe.

7. Frau Seidel

In der Metzgerei Wagner gibt es 46 Sorten Wurst und 7 Sorten Kése. Frau Seidel
ist der Meinung, sie konne (4‘;’ T+ 762) Warenkorbe zusammenstellen. Welche
Bedingungen stellt Frau Seidel an ihre Einkédufe? Erzdhle eine Geschichte.

Losung: Frau Seidel kauft niemals Mettwurst. Abgesehen davon kauft sie entweder zwei
Sorten Wurst und eine Sorte Kése oder aber keine Wurst und dafiir drei Sorten
Kase.

8. Fuflball-WM
An der Fufiball-WM nehmen 32 Nationen teil, die in acht Spielgruppen aufgeteilt
werden. Wie viele mogliche Aufteilungen gibt es, wenn
(a) die Gruppeneinteilung zufillig erfolgt,

(b) vier bestimmte Mannschaften gesetzt werden (je Gruppe eine) und die restlichen
Mannschaften zufallig auf die Gruppen verteilt werden,

¢) die 16 Nationen in vier Kategorien zu je vier Mannschaften aufgeteilt werden
g J g
(z.B. vier nord-, vier west-, vier ost- und vier siideuropéische Mannschaften)
und in jede Gruppe aus jeder Kategorie je ein Vertreter gelost wird?
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9. Geheimbotschaften

Lars und Tim Hendrik haben zusammen eine Geheimschrift ausgeknobelt. Sie er-
setzen in einer Nachricht jeden Buchstaben durch einen anderen, der im Alphabet
erst nach fiinf weiteren Buchstaben folgt.

Damit die Mitteilungen schneller verschliisselt und entschliisselt werden kénnen, ha-
ben beide ein Hilfsmittel zur Darstellung dieser Geheimschrift.

a) Entwickle eine Darstellung, die dir als Schliissel dienen kann.

b) Entschliissele folgenden Satz:
JKX SGZNKSGZOQATZKXXOINZ HXOTMZ YVGYY.

c¢) Verschliissele folgenden Satz:
WAS HAST DU AM WOCHENENDE GEMACHT.

d) Schreibe eine Antwort in Geheimschrift an deinen Nachbarn.
*e) Entwickle eine eigene Geheimschrift und schreibe eine Botschaft.
*f) Kannst du hier den Schliissel bestimmen? Wenn ja, dann schreibe ihn auf.

BYQ FYQR BS ESR ECKYAFR.

(* Zusatzaufgabe)

Losung: Losungen zur Geheimbotschaften-Aufgabe
a) SCHLUSSEL

Original’ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
Geheim‘GHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDEF

b)
JKX SGZNKSGZOQATZKXXOINZ HXOTMZ YVGYY
DER MATHEMATIKUNTERRICHT BRINGT SPASS
c)
WAS HAST DU AM WOCHENENDE GEMACHT?
CGY NGYZ JA GS CUINKTKTJK MKSGINZ?
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d) OIN NGHK MKRKYKT. (Vorschlag)
e) Entwickle eine eigene Geheimschrift und schreibe eine Botschaft.

f) SCHLUSSEL
Original | ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

Geheim‘YZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWX



2 Diagramme, Statistiken

1. Audi-Bilanz

Am Ende eines jeden Jahres erstellen Firmen eine Bilanz der Unternehmensergebnis-
se, um zu schauen, ob sie sich im Vergleich zum Vorjahr verbessert bzw. verschlechtert
haben. Fiir die Offentlichkeit und besonders fiir potentielle Aktienkiufer werden die
Bilanzen besonders dargestellt. Die vier unten abgebildeten Balkendiagramme stellen
die Jahresbilanz des Audikonzerns der Jahre 1998 und 1999 gegeniiber.

~__Ein erfolgreiches Jahr

Auslieferung Umsatz Ergebnis Ergebnis
Fahrzeuge in Mio. DM vor Steuern nach Steuern
in Mio. DM ol in Mio. DM

(a) Beschreibe, welchen Eindruck die Grafiken dem Betrachter beim ersten Anblick
vermitteln und wodurch dies erreicht wird.

(b) Versuche, fiir die Daten eine andere Darstellungsart zu finden. Welchen Eindruck
erhilt man nun von der Jahresbilanz 1999 des Audikonzerns?

(c) Konnen die Ergebnisse des Audikonzerns auch besonders schlecht dargestellt
werden?

(d) Was ist die richtige” Darstellungsart der Jahresbilanz?

Quelle: mathematik lehren (2000) Heft 103, S. 67

Variation: Schiiler suchen dhnliche Falle in Printmedien

Lésung: Lediglich beim dritten Balkendiagramm, bei dem die im Vergleich zum Vorjahr
etwas schlechtere Jahresbilanz ,,vor Steuern® dargestellt wird, ist die linke Skala
von 0 an skaliert. Bei den {ibrigen dreien werden die positiven Ergebnisse dadurch
verstiarkt dargestellt, dass man nur Ausschnitte der linken Skalen sieht. Eine ein-
deutige Antwort auf Frage d gibt es wohl nicht. Das kommt ganz darauf an. ..
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2. Telefonanbieter

Die Zeitschrift FOCUS (in der Ausgabe 45/99) fasst die Ergebnisse eines Testes von
Mobilfunkanbietern in einer Grafik zusammen.

Mobilfunkanbieter im Vergleich
(Angaben in Prozent)

Anbieter |Interkom* D2 D1

i erfolgreiche Gespriche =~ 89,1 910 938 90,0
Gespriche mit Storgerdausch =~ 5,2 54 | 28 | 48 ¢
Abbruch 1,2 1,4 2,1 ¢

Aufbau gestort | Sl R 22

Funkloch 0,3 1.1 07 3§

(a) Welcher Eindruck wird durch die Grafik erzielt?
(b) Sind die Prozentangaben angemessen veranschaulicht?

(c¢) Gestalte mit diesen Angaben jeweils eine Werbe-Anzeige fiir die vier Mobil-
funkanbieter.

Quelle: Herget/Jahnke/Kroll: Produktive Aufgaben fiir den Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe I, Berlin 2001, S. 84

Variation:

Vergleich von anderen arfen, graphische Darstellung

Losung: e Die Grafik erzielt den Eindruck, dass E-plus den anderen Mobilfunkanbie-
tern deutlich iiberlegen ist. Vermutlich wurde sie mithilfe der ersten Zeile der
Tabelle erstellt. Diese Zahlen sind aber nicht korrekt in Balkenléngen umge-
rechnet worden. Dadurch wird der Eindruck vermittelt, als kidmen bei dem
konkurrierenden Anbieter Interkom nur etwa halb so viele Gespriche zustande
wie bei E-plus.
e Den tatséichlichen Unterschied in den Prozentzahlen der erfolgreichen Ge-
spriache (geringer als 4%) wiirde ein Kunde in der Praxis kaum merken.

3. Der harte €

(a) Erlautere die Grafik!

10
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50 Jahre Deutsche Mark: ‘

Die Bewahrung der Wahrungen

Kaufkraftverlust des Geldes

Griechenland

Niederlande

durch Preissteigerungen

1948 bis 1998 in %
= (z.T. geschaizt)

Spanien Italien

Portugal

Schweden Déanemark

94

Frankreich Osterreich

Finnland

© Globus

Luxemburg

Belgien

Schweiz

Deutschland

Berechne den durchschnittlichen jahrlichen Kaufkraftverlust des Geldes fiir die

einzelnen Lander!

Nach wie vielen Jahren waren dementsprechend die einzelnen Wahrungen jeweils

nur noch halb so viel wert?

Finde einen Zusammenhang zwischen dem jahrlichen Kaufkraftverlust und der

Halbwertzeit des Geldes!

Quelle: Herget /Jahnke /Kroll: Produktive Aufgaben fiir den Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe I, Berlin 2001, S. 88

(a)

Lésung:

(b)

Der Kaufkraftverlust betrug von 1948 auf 1998 zum Beispiel fiir Deutschland
73%. Das bedeutet, dass 100€, die GrofSimutter 1948 in den Strickstrumpf
tat, 1998 nur noch eine Kaufkraft von 27€ hatten.

Griechenland / Portugal - 8,8%
Spanien - 7,53%

Italien - 6,23%

Irland / GRB - 5,82%

USA - 3,72%

Schweiz - 2,81%

Finnland / Frankreich - 5,47%

11
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Schweden / Dénemark - 5,18%
Osterreich / Japan - 4,5%
Niederlande - 3, 86%

Belgien / Luxemburg - 3,48%
Deutschland - 2,58%

(c) Griechenland / Portugal - 7,5
Spanien - 8,9
Italien - 10,8
Irland / GRB - 11,6
USA - 18,3
Schweiz - 24, 3
Finnland / Frankreich - 12,3
Schweden / Dénemark - 13
Osterreich / Japan - 15, 1
Niederlande - 17,6
Belgien / Luxemburg - 19,6
Deutschland - 26,5
(d) Fiir den Zusammenhang zwischen der jdhrlichen Geldentwertung (p %) und
der Halbierungszeit H der Kaufkraft in Jahren gilt ndherungsweise: p % - H =~
0,7.

4. Schiitzenverein

Zwei Schiitzen messen sich im Schieffen mit dem Luftgewehr. Beide geben 15 Schuss
auf eine Zielscheibe ab (siehe unten links).

(a) Welcher von beiden ist nach deiner Meinung der bessere Schiitze?
Begriinde deine Antwort. Wie kénnte man den Qualitdtsunterschied messen?

(b) Markiere auf den beiden Zielscheiben unten rechts die Einschiisse von zwei
Schiitzen wie folgt: Bei beiden soll die Zahl der Schiisse 10 und die ,,Summe
der Ringe® 90 betragen, in einem Fall sollen aber die Schiisse moglichst weit
iiber die Scheibe verteilt sein, im anderen sehr konzentriert.

12
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Quelle: Herget/Jahnke/Kroll: Produktive Aufgaben fiir den Mathematikunterricht in
der Sekundarstufe I, Berlin 2001, S. 85

Variation: Noten - arithm. Mittel vs. Median

Lésung: (a) Die Summe der Ringe ist in jedem Fall gleich, ndmlich 105. Jeder trifft also
im Mittel pro Schuss den siebten Ring. Die maximale Abweichung von diesem
Mittelwert ist ebenfalls gleich, ndmlich 6. Aber die durchschnittliche absolute
Abweichung betriagt im ersten Fall 2,3 und im zweiten Fall 1,5. Das heif3t,
die Treffer, des zweiten Schiitzen, streuen weniger und konzentrieren sich, wie
man unmittelbar sieht, auf wenige Ringe. Er kann deshalb als der bessere
oder zuverldssigere Schiitze gelten.

13
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Das ist aber nur eine mogliche Antwort. Man kann auch argumentieren, dass
der erste drei Mal ins Schwarze trifft und das im ,,Ernstfall“ viel wichtiger ist.

5. Bildbetrug

In den Tageszeitungen findet man oft bildliche Darstellungen, in denen die Héufig-
keiten flichenhaft oder korperhaft dargestellt werden. Diese Darstellungen kénnen
aber oft die Betrachter gewollt oder ungewollt irrefiithren.

(a)

In einem Bezirk ist die Anzahl der Schreiner-/Tischler-Betriebe von 1975 bis
1985 auf 60% abgesunken.

In der nebenstehenden Abbildung ist die Linge der Seiten im rechten Bild 60%
der Lange der Seiten im linken Bild. Gibt die Abbildung die Abnahme der
Anzahl der Betriebe ,richtig® an?

Welchen Eindruck hast du aufgrund der Abbildung?

Die Oleinfuhren der Bundesrepublik Deutschland betrugen 1985 nur noch 80%
der Einfuhren von 1975.

Rechts sind die Oleinfuhren durch jeweils zwei Fisser veranschaulicht worden.
Die Fasshohe und der Fassdurchmesser des kleinen Fasses sind in der oberen
Abbildung jeweils 80% des grofleren Fasses. In der unteren Abbildung ist der
Fassinhalt auf 80% verringert. Nimm Stellung dazu!

14
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(c) Das Ergebnis einer Umfrage ist in einem Kreisdiagramm festgehalten worden

(=)

Ablehnung

keine
Meinung

Zustimmung

Weigerung

Es kann auch durch sogenannte Piktogramme veranschaulicht werden (]).

Zustimmung  Ablehnung keine Meinung  Weigerung

* * * * * * ﬁ Zustimmung
* * ﬁ Ablehnung

* ﬂ keine Meinung
ﬁ Weigerung Maf: * 10%

Welche Darstellungsart ist dem Problem angemessen? Welche Eindriicke werden
durch die verschiedenen Darstellungsarten erweckt?

Quelle: Mathematik heute. Differenzierte Ausgabe (1988), S. 180

6. Neues aus Frankreich

Klar, die Zeiten vom Bundesberti sind lange vorbei. Aber damals in Frankreich hat
er doch so etwas wie Kultstatus erreicht ...

Berti Vogts kann sich nicht entscheiden, welchen Spieler er Elfmeter fiir seine Na-
tionalmannschaft schieffen ldsst. Eine Vorauswahl hat er schon getroffen. Fiir ihn

15
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kommen nur Jiirgen Klinsmann, Olaf Thon, Lothar Matthédus, Andy Méller oder
Thomas HéaBler in Frage.
Um sicher zu gehen, den richtigen Spieler auszuwéhlen, ldsst er seine Favoriten im
Training Elfmeter iiben. Jedoch koénnen nicht alle Spieler gleich oft schieflen. Von
seinem Torhiiter bekommt er folgende Information:

Name Tore | Verschoss. Elfmeter | Anzahl Versuche | Rel. Trefferhaufigkeit
Klinsmann | 24 16

HéaBler 21 9
Matthéus 10 5

Moller 25 15

Thon 18 7

(a) Fiile die Tabelle weiter aus !

(b) Welchen Spieler wird Berti Vogts im Spiel Elfmeter schielen lassen? Warum?

Dieter Hamann ist enttduscht, dass er fiir Berti Vogts nicht in Frage kam. Er
legt sich den Ball auf den Elfmeterpunkt und schiefit. Er trifft!

(c) Sollte Berti Vogts Dieter Hamann schielen lassen?
Begriinde Deine Antwort!

Thomas Héfller ist nach dem Training verdrgert, weil er sehr gerne die Elfmeter

fiir Deutschland schieflen wiirde. Er sagte in einem Interview: , ... Hétte ich die
beiden letzten Elfmeter nicht geschossen, hétte sich Herr Vogts wohl fiir mich
entschieden ... *

(d) Was sagst Du zu dieser Aussage?

7. Wahlen
Tabelle
Anzahl der Stimmen Wahl 1994 | Anzahl der Stimmen Wahl 1998

CDhU 391000 327000

SPD 387000 536000

PDS 225000 293000

Griine 58000 48000

FDP 41000 64000

sonst. 35000 34000

DVU 0 192000

16
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Sdulendiagramm

| Anzahl der Stimmen in Tausend
600 o S S . N I . -~
'98
500 + _ B —
400 + -
300 + 98 _— I
2001w | Al B T
100 T
oL 98 % 94 198
CDhU SPD PDS Griine FDP sonst. DVU
Kreisdiagramm
sonst., L DV(I]J
FDP 31 sc,)gl%] 12,9
Tune
5,1% +.3% P
Griine
3,2%

PDS
19,.8%

Stimmverteilung 1994

Blockdiagramm

'Tausend

0 200 400 600 800 1000 1200

17

PDS
19,6%

Stimmverteilung 1998

PDS Gr. F.S.DVU

0% 20%  40%  60%  80%  100%
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Hier sind die Ergebnisse der Landtagswahl in Sachsen-Anhalt im April 1998 auf
verschiedene Weisen dargestellt.

(a) Beschreibt kurz, welche Informationen man jeweils aus den Abbildungen ent-
nehmen kann.

(b) Die Tabelle sei vorgegeben. Wie kann man daraus die anderen Darstellungsfor-
men ableiten?

(c) Vergleicht die verschiedenen Darstellungsformen miteinander.

(d) Benennt jeweils auch Vor- und Nachteile.

Quelle: Elemente der Mathematik 11 (1999)

8. Vorsicht Statistik! (1)

Die beiden neben stehenden Sdulendiagramme zeigen die Geburtenrate in Deutsch-
land fiir die Zeit von 1970 bis 1975. Beide Tabellen stellen trotz ihres unterschiedlichen
Aussehens den selben Sachverhalt dar.

(a) Welchen unterschiedlichen Eindruck vermitteln die beiden Diagramme?
(b) Welchen Vor- bzw. Nachteil haben sie?

p e Boe b i Tl (= odriirfaey s Toal

E Pk
B o e e Al
i T

o Wy FTZ #5324 5 ek

77 72 FE v Fhr

Quellen: Schnittpunkt 10; Elemente 11; mathematik lehren (2002), H. 102, S. 59

Lésung: Fortlassen eines Sockelbetrages

18
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9. Vorsicht Statistik! (2)
Die Umweltschutzausgaben der Industrie fiir die Einrichtung und Unterhaltung von
Anlagen stiegen innerhalb von 10 Jahren von 8,1 Mrd. €auf 21,2 Mrd. €.
(a) Was ist an der Darstellung falsch? Welchen Eindruck soll die Manipulation be-
wirken?

(b) Zeichne eine geeignetere Darstellung des Sachverhalts. Nenne Vor- bzw. Nach-
teile der verschiedenen Darstellungen.

Lésung: Verstol gegen die Proportionalitit bei 3-dimensionalen Symbolen oder Flichen

10. Vorsicht Statistik! (3)
Die Grafik zeigt die Ergebnisse der Bundestagswahlen von 1949 bis 1998.

(a) Welche Partei bekam 1970 die meisten Stimmen?

(b) Nenne mogliche Griinde fiir diese Manipulation?

19
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Die Bundesta swahlen
Stimmenanteile in % (Zweitstimmen)

1949°°'53 '57 81 65 '68 72 76 '80 '83 '87 '90 '94 1998 '

{Q “nut eine Stimmae pro Wihier - | ABUINIRNGS ¥

Lésung: Verwendung von Polygonziigen (Genaugenommen falsch, aber es soll natiirlich
gerade die Anderungen visualisieren)

11. Vorsicht Statistik! (4)

Das Wachstum der Weltbevélkerung, sinnvoll und weniger sinnvoll dargestellt:

] Das Wachstum der Weltbevélkerung
1800 1 Mrd. : ~ Anzahl der Menschen in Milliarden
126 Jahre
1926 2 Mrd. E |
e S 8 : : //
' 34 Jahre . Y % =
1960 3 Mrd. e ol '
i 2
14 Jahre ‘f' i t s i
1974 4 Mrd. g Y A & ; RS0 Frognone.
3 tlere Variante
13Ja £
1987 5 Mrd. % 3 e f 4
12 Jahre & - ;E
1999 6 Mrd. y 3
;)E 1900 1927 1960 1974 1987 1999 2050

(a) Untersuche die beiden Darstellungsformen. Nenne Vor- und Nachteile.
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(b) Zeichne eine geeignetere Darstellung des Sachverhalts.

Lisung: Keine Aquidistanz auf den Achsen

12. Vorsicht Statistik! (5)

Fasse die unterschiedlichen Fehler bei der Aufbereitung und Darstellung statistischer
Daten zusammen.

Lésung: VerstoBe gegen perspektivische Verzerrungen (vgl. Piktogramm b)

13. Mathematik aus der Zeitung

Ein erfolgreiches Jahr

Auslieferung Umsatz Ergebnis Ergebnis
Fahrzeuge in Mio. DM vor Steuern nach Steuern
in Mio. DM in Mio. DM
640 : — 700 :

580

in Tsd.

e =4, | 1600 —
1400
620 £ | 1200
610 B 900
800 |- i
600 600 z
400 -
S0 200 |- g
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| BAYERISCHE SCHULER BUFFELN AM MEISTEN

Zahl der Unterrichtsstunden insgesamt von Klasse 1 bis 9
Durchschnitt, alle Schulformen
Bayern I O 829
Thiringen | 9 747
Sachsen [} 9 690
Baden-Wurttemberg(i '-

Schleswig Holstein ,

Rheinland- Pfalz TR
Bremen
Mecklenburg-Vorp. i
Niedersachsen |
Berlin
Sachsen-Anhalt [
Saarland [mm
Hessen
Hamburg
Brandenburg

QUELLE: DPA 6387 / FRENCK/KLEMME 0?. 0‘ 02 !

. Renten und Pensionen fiir Hamburger Staatsbedienstete
Ein Malllarden Mark 2,20 Mrd DM

(C) 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1
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2 Diagramme, Statistiken

Erlautere, was durch die oben abgebildeten Grafiken ausgedriickt werden soll. Ist die
Darstellungsform jeweils angemessen?

14. Piktogramme

Zur Darstellung von Haufigkeiten werden oft so genannte Piktogramme verwendet,
die mithilfe von Symbolen die betrachteten Gréflen veranschaulichen sollen.

(LYLYTY I
- Zustimmung

Rk
Ablehnung

i
keine Meinung

b
(a) eigerung

4 413 Saarbriicken

- O % 1104
jepaotele o Romen  Minser
> 1668 L
e 40263

15532 171895

11 565 Frankfurt/M.
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Suchtkranke
5% der Deutschen sind suchtkrank.
Sie sind abhéngig von:

Medikamente

s

2 500 000
150 000

Schiitzung der Deutschen
( C) Haupistelle gegen die Suchtgefahren

Européische Union: Die Menschen und die Wirtschaft

‘I?-av@ﬂ_cerung e Wirtschaftsleistung
gm Millionen :n,.,lasn?' 37 04 Luxemburg l';‘,‘;l%d ?E'é"fm : I::llﬂlarden DM !
Danemark 'in @S § y . 2 innl
Ton Ul N ;‘1 .. 207 Griechenland
283 Danemark

Angaben fr 1997

Hauser unterm Hammer
< Zwangsversteigerung von immabilien Anstieg %‘/ 435
im 1. Hj. 1998 | RS
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Bausteine der Alterssicherung
Ausgaben 1995 in Milliarden DM
- g%@#rgungsgeme ;
& | Altershilfe fir Landwirte |
Zusatz-
Sifentl. Dionst

Betriebsrenten

Beamten-
pensionen

318 pird. DM

WeiBweinland _
Weinerzeugung in Deutschland 1996 in 1 000 Hektoliter

 WelBwein5895 = Wein insgesamt 7 615+ T Sh 0
——==— Tafelwein

Qualitatswein
mit Pradikat
(2.B. Kabinett, e,
Ausless|

e
e e

Asylbewerber

ca 48700
o ca 37500

Antrige nicht Humanitire Einz
() entschieden anerkannt fallentscheidung

Erlautere, was durch die oben abgebildeten Piktogramme ausgedriickt werden soll.
Ist die Darstellungsform jeweils angemessen?
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Quelle: Elemente 11 (1999)

15. Gleichberechtigung der Frauen?

Frauenrechtlerinnen betonen:

,Obwohl Frauen und Méanner nach dem Gesetz gleichberechtigt sind, werden Frauen
immer noch in vielen Bereichen benachteiligt.*

Lasst sich diese Aussage mithilfe der folgenden Daten bestédtigen oder widerlegen?

Aus einer Bevolkerungsstatistik
| - Gesamt | davon

- weiblich |

- Gesamt- | I |
' bevolkerung 80438000 | 41485000

' Schulabgénger 928200 438830
- —ohne Abschluf 63600 | 23340

- —mit Hauptschul- |
abschlufl - 209600 91800

' —mit Realschul- | |

abschlufl 356200 & 184150

. — mit Hochschul- |

. reife 298800 | 139540
' Studierende 1858455 | 745924
| Erwerbstiitige 34660000 | 13583000
Arbeitslose 2142000 | 1153000

Quelle: Mathematik heute 9 (1996)

Berechnung der entsprechenden Midchen-/Frauenanteile:

an der Gesamtbevolkerung 51, 6%
an den Schulabgéngern 47, 3%
davon - ohne Abschluss 36, 7%

Losung: - mit Hauptschulabschluss 43, 8%

- mit Realschulabschluss  51,7%
- mit Hochschulreife 46, 7%
an den Studierenden 40,1%

16. Die Zeitungsredaktion
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Ihr seid Mitglieder einer Zeitungsredaktion
und erhaltet die folgende Grafik.

Erstellt eine moglichst , griffige* Schlagzei-
le und formuliert eine Kurzmitteilung (nicht
mehr als vier Sétze).

Zwei aus eurer Gruppe présentieren eure Er-
gebnisse anschliefend auf einer Redaktions-
sitzung, bei der euer Vorschlag diskutiert
wird.

Liter/100 km

A
9,0 o
..

80 \‘\x' Durchschnittlicher Verbrauch aller

\".. in Europa zugelassener Diesel
7,0 \'-,.

‘0
\ .,
6,0 ~ ::: ................. " &
—_tt — — e age®
N ~

5,0 =

Durchschnittlicher Verbrauch
40+ der Volkswagen Dieselmotoren
30
2,0
1,0 4
0.0 >

T T T T 1 1 111 ! 1 1
89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 Ol

Ihr seid Mitglieder einer Zeitungsredaktion
und erhaltet die folgende Grafik.

Erstellt eine moglichst , griffige* Schlagzei-
le und formuliert eine Kurzmitteilung (nicht
mehr als vier Sétze).

Zwei aus eurer Gruppe présentieren eure Er-
gebnisse anschliefend auf einer Redaktions-
sitzung, bei der euer Vorschlag diskutiert
wird.

Liter/100 km

6,4
Durchschnittlicher Verbrauch aller
62 4 in Europa zugelassener Diesel
6,0 -4 . .‘f
...... 0“.‘
58 e et o
56 T ——
N
54 - \
\
52 - \
50 - i
Durchschnittlicher Verbrauch
P der Volkswagen Dieselmotoren
T T T T —>
98 99 00 01 02

Ihr seid Mitglieder einer Zeitungsredaktion
und erhaltet die folgende Grafik.

Erstellt eine moglichst | griffige” Schlagzei-
le und formuliert eine Kurzmitteilung (nicht
mehr als vier Sétze).

Zwei aus eurer Gruppe préasentieren eure Er-
gebnisse anschlieend auf einer Redaktions-
sitzung, bei der euer Vorschlag diskutiert
wird.

;?:' Durchschnittlicher Verbrauch aller
~ in Europa zugelassener Diesel

Durchschnittlicher Verbrauch
der Volkswagen Dieselmotoren

Ihr seid Mitglieder einer Zeitungsredaktion
und erhaltet die folgende Grafik.

Erstellt eine moglichst ,,griffige Schlagzei-
le und formuliert eine Kurzmitteilung (nicht
mehr als vier Sétze).

Zwei aus eurer Gruppe présentieren eure Er-
gebnisse anschliefend auf einer Redaktions-
sitzung, bei der euer Vorschlag diskutiert
wird.

: .
92(93 (94 (95|96 |97 | 984990001

89|90 |91
pUrchschnittiicher
Verbiauch.aller In Y g'in/lmw lo |lolo [N (o
Europd gg'ﬁ‘}cﬂm‘dc‘dmn%
zugelassenen
Dlesel

Durchschnitticher
Verbrauch der o
Volkswagen 'S
Dieseimotoren

6,0
58

7.9
70 .
57
53
55
56
54
56
56
53




2 Diagramme, Statistiken

Quelle: mathematik lehren (2001), H. 109, S. 46-48

Lésung: Erste Graphik: Polygonziige suggerieren die Existenz von Zwischenwerten.
Zweite Graphik: Nur Werte zwischen 4,8 und 6,4 beriicksichtigt; Nur ein Aus-
schnitt der Daten verwendet.

Dritte Graphik: Nichtbeachtung der Proportionalitdt von Verbrauch und Volu-
men der Fisser.
Vierte Graphik: Hintergrund suggeriert Zusammenhang zum Treibhauseffekt.

17. Euro = Teuro?

INTERNET-FORUM ALS ERGEBNIS

Berlin. Wie von vielen erwartet, ist der ,, Anti-Teuro-Gipfel“ der Bundesregierung
ohne konkrete Mafinahmen zu Ende gegangen. Verbraucherministerin Renate Kiinast
(Griine), die die Veranstaltung ins Leben gerufen hatte, zeigte sich aber ebenso wie
der Einzelhandel zufrieden. [...]| Kiinast hatte den Gipfel nach wachsendem Unmut
in der Bevolkerung iiber massive Preiserh6hungen im Zuge der Euro-Einfiihrung ins
Leben gerufen. [...] Eine klare Mehrheit der Bundesbiirger ist der Meinung, dass die
Regierung das Problem unterschétzt habe. In einer Umfrage fiir den Nachrichtensen-
der N24 erklarten 66 Prozent der Beteiligten, der Ratschlag, bei seriosen Héndlern
einzukaufen, sei zu wenig.

Eine weitere Studie ergab, dass vor allem Dienstleister die Euro-Umstellung zu dra-
stischen Preiserh6hungen genutzt haben. Rund 80 Prozent aller gepriiften Angebote
seinen teurer geworden, im Schnitt um knapp zehn Prozent, berichten die ARD-
, Tagesthemen®. Bei Lebensmitteln sei eine durchschnittliche Preiserhohung von 0,7
Prozent festgestellt worden. |...]
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EURO = TEURO?

Der Warenkorb der Statistiker

Familie Mustermanns Ausgaben setzen sich so zusammen (in %)
andere Waren u.

Dienstleistungen

13,1 Nahrungs-

mittel u. Getranke

4,2 Alkohol,

Beherbergung,
Verénderung April 2002 Gaststatten 4,6

gegeniber April 2001 in % Bildungswesen 0,6 14

Alkohol S

kw ’—35 Freizeit, Unterhal-
i i tung, Kultur 10,4
Beherbergung, i

2 Nachrichten-

Gaststatten
andere Waren u. . 26 HEAng £.3
Dienstleistungen 7 Verkehr 13.9
) r
Bildungswesen - 2,4 Gesundheits-
Nahrungsmittel, pliege 3,4 i b
Getranke - 21

i T1 Einrichtung,
Verkehr Haushaltsgerate

Einrichtun
Hausl':altsgerétge. 14 Jan. Febr. Marz |April

Kleidung, Schuhe [ill,3
Was\s,:‘éhgggg{ io9
st U o
Gesm%hﬂeei;se- I 0,4

Nachrichten-
Ubermittl

{02 QUELLE: BMVEL/DPA6334

Wie kann es sein, dass so viele Menschen das Gefiihl haben, dass alles durch den
Euro wesentlich teurer geworden ist und sich dies trotzdem nicht in den Statistiken
zeigt?

Quelle: HNA vom 1.6.02

18. Das Simpson-Paradoxon
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Potentio- | Placebo Potentio- | Placebo
Forte Forte
Patienten Patienten
P — 250 1050 S Tt 1050 250
Wirksam 180 630 Wirksam 420 70
bei ... (72 %) (60 %) bei ... (40 %) (28 %)
Potentio- | Placebo
Forte
Patienten in 1300 1300
Kassel und Bonn
Wirksam bei ... 600 700
(46 %) (54 %)

Nimm Stellung zu den Angaben in dem Pressetext!

Einer Universitdt wird ein geschlechterdiskriminierendes Annahmeverfahren vorge-
worfen. Der Universitédtsprasident ist auf das Hochste beunruhigt und fordert umge-
hend die Bewerbungszahlen der sechs grofiten Fachbereiche an.

FachbereichBewerber | davon Bewerberinderon
ange- ange-
nommen nommen

A 800 496 100 82

B 600 378 25 17

C 300 111 600 204

D 400 132 400 140

E 200 56 400 96

F 400 24 300 21

| Summe | | | | | |

(a) Nimm unter Zuhilfenahme mathematischer Methoden zu der Frage Stellung,
inwieweit der Universitéit ein geschlechterdiskriminierendes Annahmeverfahren
vorgeworfen werden kann.
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(b) Schreibe auf der Basis der vorliegenden bzw. von ihnen errechneten Daten einen
wahren (!) Zeitungsartikel. In diesem Artikel kannst du dich entweder um ei-
ne ausgewogene Darstellung des Sachverhalts bemiihen, oder der Universitéit
Geschlechterdiskriminierung vorwerfen und nur geeignete Daten anfiihren.

Quelle: mathematik lehren (2002), H. 110, S. 21

Lésung:

e Wenn man die jeweiligen Anteile als Briiche deutet, kann man besser verste-
hen, dass die grofleren Nenner (und damit die grofieren Anzahlen von Men-
schen in der Stadt, in der beide Medikamente besser wirken) das so genannte
Amperesche Mittel auf seine Seite zieht (ausfithrlichere Beschreibung in dem
Artikel von Biermann/Blum)

a b c d a-+c b+d : :
e Trotz 4 <  und & < 5 kann 47 > Z5 sein (so genanntes Simpson-

Paradoxon); dies kann mithilfe von Apfelsaftschorlen oder Kirsch-Bananensaftmischungen
visualisiert werden bzw. ist in diesen Kontexten leicht vorstellbar

19. Vierfeldertafeln
Gegeben ist folgender Zeitungsartikel:

(a
(b

)
)
()
)

Fahrstuhleffekt im Schulsystem
Eltern wiinschen héheren Bildungsabschluss fiir Kinder

37% aller 10— bis 16jidhrigen Kinder besuchen derzeit die Schulform
Gymnasium. Jedoch nur 35% dieser Jugendlichen haben Eltern,
die selbst zum Gymnasium gingen. Umgekehrt findet man unter
den Schiilerinnen und Schiilern, die eine Haupt- oder Realschule
besuchen, nur 8%, deren Eltern ein Gymnasium absolvierten.

Stellt die Informationen des Zeitungsartikels in einem zweistufigen Baum dar.
Stellt eine Vierfeldertafel dazu auf.

Entwickelt aus (b) das umgekehrte Baumdiagramm.

(d) Verfasst auf Grundlage der nun gewonnenen Daten einen Zeitungsartikel.

Quelle: PM 2/41 (1999)

Lésung:

(a) Aus dem Text entnehmen wir unmittelbar folgende Informationen iiber die
Merkmale Schulform, die die Kinder besuchen bzw. Schulform, die die Eltern
besuchten:
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5% G
37 % s | gt
= /
o RIH
/‘/,,
<\“
e
i 8 % G
Ik ff/””/
\-&_ﬁ
- RIH
1. Stufe: Merkmal 2. Stufe: Merkmal
Schulform der Schulform der Eltern
Kinder
(b) Die zugehorige Vierfeldertafel sieht dann so aus:
Eltern
Kinder Gymnasium | Real- / Hauptschule | gesamt
Gymnasium 13,0% 24, 0% 37,0%
Real- / Hauptschule 5,0% 58, 0% 63, 0%
gesamt 18,0% 82,0% 100%
)2/'/ G 0,130
0,18 G
0,278 R/H 10,050
T
\\ 0,293 G 0,240
0,82 RIH /
0,707 R/H {0,580

1. Stufe: Merkmal
Schulform der El-
tern

(c)

(d) Die im Baumdiagramm enthaltenen Informationen kénnen z.B. wie folgt als

Zeitungsnotiz erscheinen:

33

2. Stufe: Merkmal
Schulform der Kinder
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Schulform Gymnasium immer beliebter
Viele Eltern bevorzugen aber bekannte Schulform

72% der Eltern, die selbst ein Gymnasium besuchten, schik-
ken heute ihr Kind wieder auf ein Gymnasium; bei den Eltern,
die eine Haupt- oder Realschule absolvierten, ist es dhnlich:
71 % lassen ihr Kind ebenfalls eine Schule dieser Schulform
besuchen. Der Anteil der Gymnasiasten ist allerdings in einer
Generation von 18 % auf 37 % angewachsen.

20. Krebsfritherkennung

Im Folgenden sind die Ergebnisse eines schwedischen Modellversuchs zur Krebsfriiher-
kennung durch Mammographie dargestellt:

Vorliegen einer
Krebserkrankung
ja nein gesamt
Untersuchungs-Ergebnis auffillie | 0,75% 2,62% 3,37%
ohne Befund | 0,07% 6, 56% 96, 63%
gesamt 0,82% 99, 18% 100%

(a) Welche Informationen kann man aus diesen Daten entnehmen?
(b) Stellt dazu auch die entsprechenden Baume erster und zweiter Art auf.

(c¢) Versucht mithilfe dieser Resultate Aulenstehende iiber die mathematischen Hin-
tergriinde einer solchen Vorsorgeuntersuchung zu informieren. Erstellt ein ent-
sprechendes Wandplakat.

Quelle: PM 6/42 (2000)

21. AIDS
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Material 1.1: Aids in der Bundesrepublik Deutschland

In den Quartalen I/98 und I1/98 in das Fallregister auf-
genommene Berichte tiber AIDS-Patienten

I

|

i

i

i

i

Quartal :

i

/98  11/98 :

g - e !
Berichte insgesamt: - 5 a2 |
Erstberichte 239 213 i
davon Berichte mit Todes- ;
meldungen 36 20 ;

i

Berichte mit zusétzlichen i
Informationen fiir bereits bekannte E
Falle 294 289 I
davon Berichte mit Todes- :
meldungen 162 243 i

i

i

aus: Quartalsbericht I1TI/98 des Robert-Koch-Instituts,
Berlin (vgl. auch www.rki.de) ¢
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: Material 1.2.: Zahl der gemeldeten AIDS-Falle nach Geschlecht sowie der ge-
i meldeten Todesfélle nach Bundesldndern bzw. ausgewihlten Grofirdumen
I' und aufgefiihrten Zeitriumen der Registrierung

Zeitraum der Registrierung
Bundeslinder/ ?I‘/“‘g%rt' 1.7.97-30. 06. 98 Gesamt gemto‘"'
Grofirdume i
gemeldet
Ges. Ges. Mannl. Weibl. | Ges. Ménnl. Weibl.
Baden-Wiirttemberg 18 80 65 15 |1431 1139 292 830
Bayern (ohne M) 16 73 56 17 | 989 835 164 611
Miinchen (M) ri 115 102 13 | 1602 1481 121 1070
Berlin (West) 27 126 113 13 | 3325 3028 297 2406
Berlin (Ost) 7 o 26 1| 202 186 16 9%
Brandenburg 2 5 2 3 36 26 10 16
Bremen 0 64 50 14 | 254 215 39 115
Hamburg 13 89 77 12 |1632 1514 118 1056
Hessen (ohne F) 13 36 26 10 | 866 750 116 559
Frankfurt/Main (F) 12 37 30 7 {1153 1039 114 819
Mecklenburg- 1 3 3 0 26 25 1 14
Vorpommern
Niedersachsen 14 68 53 15 | 918 793 125 622
NRW (ohne K/D) 42 217 181 36 [2431 2112 319 1389
Koiln (K) 13 78 71 7| 884 819 65 668
Diisseldorf (D) 2 10 9 1| 547 503 44 346
Rheinland-Pfalz 4 20 15 5| 522 432 90 328
Saarland 4 11 20 1| 178 150 28 117
Sachsen 1 5 4 1 a8b 31 4 15
Sachsen-Anhalt 4 8 6 2 24 22 2 9
Schleswig-Holstein 12 36 33 3 | 420 383 a1 266
Thiiringen 1 2 2 0 15 12 3 8
Gesamt 213 1110 934 176 | 17490 15495 1995 11360
100% 100% 84,1% 15,9% | 100% 88,6% 11,4% 65,0%

Material 1.3.: Verteilung der gemeldeten AIDS-Fille nach Bundesldndern,
Grofistadten tiber 100.000 Einwohner bzw. ausgewihlten Groflirdumen so-
wie nach Infektionsrisiko

Infektionsrisiko Als
verst.
Homo | IVDA |Hamo/ | Hete- | Pat- | por |1 A |90, | gemel

bi Trans | ro tern 1T A |samt | a0y
Nordrhein-Westf. | 2526 523 220 215 117 24 237 | 3862 2403
Koln 703 56 22 30 18 1 54 884 668
Diisseldorf 428 42 17 25 9 2 24 547 346
Ruhrgeb.-West 78 37 12 10 7 3 6 153 109
Ruhrgeb.-Mitte 199 67 22 17 9 4 22 340 175
Ruhrgeb.-Ost 192 83 3‘%) 14 7 0 20 336 168
Ruhrgeb.-SO 37 17 8 3 2 2 3 72 35
Wuppertal 63 10 3 7 2 3 9 102 64
Bielefeld 51 17 3 4 0 1 3 79 51
Bonn 77 15 13 10 11 1 10 137 62
Monchen- 29 4 3 5 0 0 2 43 31

gladbach

R e T R B I B T b I Ty RSt N S S OSSR S SO I U e ——
W ST GO MR S MUS RNGE MR WM WM CES DG WO M Gem SHS GNEIS MGG CNIm GUTS SANY WS MGSH GNN S GNSR WRN WM EMAN BASE DN SN DU GGG aeA MRS MM WNGS U MM VM B QPSR SRS RSN WEE G GOSN WHEH GGS JGNG U WS NG M WG NN GRS NS N S WON DOMS W N S WS RSN M GO S RN GG NS W Gaew smwm mmm
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[ o B e o o e g

Material 1.4: Bei Infektionskrankheiten ist es wichtig, dass man schnell die
Art der Krankheit erkennt, damit man sie bekampfen kann. Hierzu fiithrt
man Schnelltests durch, die allerdings Mangel haben: Manchmal wird eine
Krankheit angezeigt, obwohl sie nicht vorliegt, gelegentlich wird eine
Krankheit nicht angezeigt, obowhl sie vorhanden ist.
Bei der HIV-Diagnostik sind die Empfindlichkeit (Sensitivitit) des Tests,
vor allem aber die Zuverlissigkeit positiver Testergebnisse (Spezifitit) von
besonderer Bedeutung.
Die vorliegenden Testverfahren zum Nachweis der Infektion haben mittler-
weile eine hohe Sicherheit (Sensitivitit): Bei 99,9 % der tatsdchlich Infizier-
ten erfolgt positive Testreaktion, nur bei 0,3 % der nicht-infizierten Testper-
sonen wird irrtiimlich eine Infektion angezeigt (Spezifitat 99,7 %).

aus Strick (1998)

e

[ o o e o e i e e o s

Formuliert in eurer Gruppe mindestens vier sinnvolle (statistische) Fragen, die mit
Hilfe des zur Verfiigung stehenden Datenmaterials untersucht werden kénnen. Ver-
sucht diese Fragen zu beantworten.

Bereitet euch auch auf die Présentation der Losungen vor. Quelle: mathematik lehren
(2001), H. 104, S. 62-66

22. BSE

Blindflug ins Hirn

Im Rinderwahn gehen auch die letzten Sicherheiten zu Grunde:
Der meistbenutzte Schnelltest hat eine BSE-Kuh nicht erkannt.

Kaum hat die neue Landwirtschaftsministerin
Renate Kiinast vergangene Woche mehr Tests
angekiindigt, richtet sich der massivste Verdacht
ausgerechnet gegen den Schnelltest "Platelia
BSE", nach Herstellerangaben Deutschlands
meistverwendetes Hilfsmittel fiir die Fahndung
nach der Rinderseuche.

Schon mehrfach hat der Test der Firma Bio-Rad
(...) gepatzt, als er bei gesunden Rindern BSE
ortete. Jedes Mal musste das nationale BSE-
Referenzzentrum, die Bundesforschungsanstalt
fiir Viruskrankheiten in Tiibingen, den Spuk auf-
16sen. Forscher stohnen dort mittlerweile schon

iiber die Welle von Fehlmeldungen; die ,,falsch-
positiven‘ Fille ldhmten den Testappatat bei der
Enttarnung des Erregers.

Auch fiir die betroffenen Bauern hatten die
Scheintreffer Folgen: [hre Bestinde wurden bis
zur Entwarnung gesperrt. Doch bisher konnte
wenigstens der Verbraucher beruhigt sein — bes-
ser eine Meldung zu viel als eine zu wenig.

37

Jetzt aber steht der Bio-Rad-Test erstmals im Ver-
dacht, eine BSE-Kuh nicht erkannt zu haben, ein
Fall, der das Vertrauen in den gesamten Testappa-
rat erschiittert. Erst recht, weil sich am gleichen
Material spiiter auch noch der Test des einzigen
Bio-Rad-Konkurrenten in Deutschland, Prionics,
vergeblich versuchte.

(aus: DER SPIEGEL, 04/2001)
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(a) Recherchiert, was man unter BSE und nCJK versteht. Tragt Informationen zu-
sammen, was zum Ausbruch und zur Verbreitung von BSE gefiihrt hat. Forscht
im Internet nach aktuellem Zahlenmaterial aus européischen Staaten.

(b) Wie wiirdet ihr die Sicherheit des erwéhnten Tests beschreiben? Wie wirkt sich
der Fehler des Tests auf die betroffenen Bauern und Verbraucher aus?

(c¢) Tragt Informationen zusammen, was zum Ausbruch und zur Verbreitung von
BSE gefiihrt hat. Forscht im Internet nach aktuellem Zahlenmaterial aus eu-
ropéischen Staaten.

(d) In der Bundesrepublik wurden in den Jahren um 2000 jahrlich etwa 480000 Rin-
der geschlachtet. Die Verbraucherschutzministerin Renate Kiinast hat im Jahr
2001 angegeben, ,dass in diesem Jahr 500 BSE-Fille erwartet werden®. Alle
geschlachteten Rinder werden mit einem Schnelltest untersucht. Dieser Schnell-
test identifiziert mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% die erkrankten Rinder
korrekt, er gibt aber auch in 3% der Falle gesunde Rinder als BSE-erkrankt
aus.

Bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Rind, das positiv getestet wurde,
auch wirklich krank ist.

(e) Da Schnelltests nicht absolut sicher sind, treten immer Fehler auf. Wie wirken
sich die Fehler aus, wenn der Anteil der BSE-Erkrankungen ansteigt?

Quelle: MatheNetz 9 (2001)

23. Arbeitszeit

In vielen Berufsfeldern gelten Vereinbarungen zwischen Arbeitgeberverbénden und
Gewerkschaften hinsichtlich der Arbeitszeit der Arbeitnehmer. Berechne die mittlere
Wochenarbeitszeit aus den Daten der nebenstehenden Tabelle.
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24.

25.

2 Diagramme, Statistiken

Zentralwerte

Der Zentralwert teilt eine Rangliste in zwei Hélften, die untere und obere Hélfte. Das
untere Qantil bzw. das obere Quantil ist im Allgemeinen jedoch nicht der Zentralwert
der unteren bzw. oberen Halfte. Zeige dies an einem Beispiel.

Der Zentralwert ist auch der Zentralwert der zentralen Hélfte. Zeige dies mithilfe von
Beispielen. Du musst vier Félle unterscheiden.

Normalverteilung

Viele statistischer Erhebungen, vor allem im biologischen Bereich, haben die Eigen-
schaft, dass die meisten Ausfallswerte relativ nah beim Mittelwert liegen. So gibt
es z.B. nur wenige sehr grofle oder sehr kleine Menschen. Genauere Untersuchungen
zeigen, dass in solchen Fillen etwa i aller Ausfille zwischen (m — s) und (m + s)
liegen [m - Mittelwert, s - Standardabweichung]. Im Bereich (m —2-s) und (m+2-s)
liegen sogar 95,4%. Liegt eine solche Haufigkeitsverteilung annéhernd vor, so spricht
man in der Statistik von einer Normalverteilung.

Priife, ob es sich bei den nebenstehenden statistischen Erhebungen um Normalvertei-
lungen handelt. Falls keine Normalverteilung vorliegt, begriinde dies auch inhaltlich.
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Gewicht von
Mausen

in g Haufigk.
10
11
s
13
14
15
16
17
18
19
20
21
27
23
24
25
26
27
28
29

—_—— O = N R WNCO ] W= N O O

26. Wahr oder falsch?
Uberpriife ob die beiden folgenden Aussagen gelten:
(a) Wird zu allen Ausfallwerten einer statistischen Erhebung eine feste Zahl z ad-

diert, so dndern sich die Spannweite und die mittlere Abweichung nicht, der
Mittelwert hingegen wird um z grofler.

(b) Werden alle Ausfallwerte einer statistischen Erhebung mit z > 0 multipliziert,
so werden Spannweite, Mittelwert und mittlere Abweichung z-mal so gro8.
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2 Diagramme, Statistiken

27. Kennwerte

Bilde zwei unterschiedliche Ranglisten, bei denen alle Kennwerte (Spannweite, Mit-
telwert, Zentralwert, unteres und oberes Quantil) gleich grof§ sind. Was kannst du
aus dem Beispiel folgern?
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3 Testverfahren

1. Pepsi vs. Coca-Cola

Uber Geschmack lisst sich bekanntermafen streiten. Haufig stellt sich némlich die
Frage, ob der Unterschied zwischen zwei Produkten iiberhaupt feststellbar ist. Einer
der wohl bekanntesten Tests diesbeziiglich ist der sogenannte Pepsitest. Bei diesem
versucht man herauszufinden, ob sich in einem Becher Pepsi oder eine andere Co-
la befindet. Dieser Test soll im Folgenden unter Beriicksichtigung mathematischer
Aspekte durchgefiihrt werden.

Schritt 1: Bestimmt einen Versuchsleiter (Schiiler oder Lehrer).

Schritt 2: Der Versuchsleiter fiillt - von der Klasse unbeobachtet - der Reihe nach
vier beschriftete Becher A, B, C, D je nach Ausfall eines Miinzwurfs mit Pepsi oder
Coca-Cola.

Vorschrift: Zahl ~ Pepsi / Wappen ~ Coca-Cola

Schritt 3: Die Becher machen die Runde durch die Klasse. Jeder kostet die vier Ge-
tranke mit einem Trinkhalm und entscheidet, welche Colasorte sich in den einzelnen
Bechern befinden. Die Ergebnisse werden an der Tafel gesammelt.

Schritt 4: Der Versuchsleiter gibt die tatséchliche Fiillung bekannt. Jeder ermittelt
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3 Testverfahren

seine Trefferzahl.

Schritt 5: Die erreichten Trefferzahlen der Klasse werden in einer Tabelle zusammen-
gefasst, in der sowohl die absolute als auch die relative Haufigkeit fiir die einzelnen
Trefferzahlen bestimmt werden.

Trefferzahl 0 | 2 3 4

abs. Haufigk.
rel. Haufigk.

Schritt 6: Wenn man annimmt, dass der Unterschied zwischen den Colasorten iiber-
haupt nicht zu schmecken ist, dann erhélt man bei jedem der Becher A bis D einen
Treffer nur mit 50sich dann vorstellen, dass die Anzahl der Treffer vollig ohne Kost-
proben fiir jeden Versuchsteilnehmer durch viermaliges Werfen einer Miinze ermittelt
werden kann. Rechnet nach, dass dann die neben stehenden Wahrscheinlichkeiten
stimmen.

Trefferzahl 0 1 2 3 4

Wahrschein- 1 4 6 4 %

]]Chkelt 16 16 16 16 16
0.25%1 25% 1375 %] 25 Y% 16,259,

Schritt 7: Vergleicht die Ergebnisse aus Schritt 5 mit denen aus Schritt 6. Was
ldsst sich damit iiber die Moglichkeit, den unterschiedlichen Geschmack zu schmecken,
aussagen? Quelle: Lambacher Schweitzer 8, S. 172 (leicht verdndert)

Variationen:

Variation der Produkte, der Kostprobenzahl, der Produktanzahl

. Tests, Tests, Tests, ...

In der folgenden Abbildung sind Testergebnisse fiir Stereoanlagen wiedergegeben.
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3 Testverfahren

Stereoanlagen im Test

8 Preisspanne in € = B = | Qualititsurteil

= QD - = D

= 5 | 3 5 | 25| £ | .

5 E | £ g | EB| 8 | 2%

28 & S o B g3 | S $2

¢ E 5| 8| A& |32 § | Es

p=i= = > - O <= = o5
Gewichtung 20% 10% 15% 15% 15% 15% 10%
Kanon 201 549~ @} + + + O O ) zufriedenstellend
Tuba 3000 680,~ | 600,- bis 700,~ @] + + + + — O @] gut
Woodo MP | 740~ | 650~ bis 750, O - + -~ O — @) zufriedenstellend
Hippo 73L | 745~ | 690~ bis 750, + + + + o} + O |gut
Astro 400 745~ | 700~ bis 750,- O - Q + ] - O zufriedenstellend
KZL 500 825~ | 700~ bis 850,— - + + + + + O O gut
Reihenfolge der Bewertung + + =sehr gut, + =gut,  O=zufriedenstellend

— =mangelhaft, — — =sechr mangelhaft

Wie koénnte der dort angegebene mittlere Preis bzw. das wiedergegebene Qualitéits-
urteil ermittelt worden sein? Quelle: Elemente 11 (1999)

Lésung:

e Der angegebene mittlere Preis ist jeweils der Median

e Das Qualitétsurteil ist (mit einer Einschrinkung) das gewichtete arithmeti-
sche Mittel der einzelnen Test-Gesichtspunkte

3. Dunkelfeldforschung

Ein Kriminologe mochte in einer Befragung (Stichprobe: 1000 Personen) herausfin-
den, wie viel Prozent der Bundesbiirger bereits einmal einen Ladendiebstahl begangen
haben. Da aber auf die direkte Frage (,,Haben Sie bereits einmal einen Ladendieb-
stahl begangen?“) vermutlich viele Befragte nicht ehrlich antworten wiirden, plant er
folgendes Verfahren: Er legt jedem Befragten 10 gleich aussehender Kéartchen vor. Auf
4 dieser Kértchen steht: ,Ist es richtig, dass Sie bereits einmal einen Ladendiebstahl
begangen haben?* Auf den 6 anderen steht: ,Ist es richtig, dass Sie noch nie einen
Ladendiebstahl begangen haben?“ Der Befragte zieht nun eines dieser Kéartchen, oh-
ne dass der Kriminologe dies sehen kann, und beantwortet die darauf stehende Frage

wahrheitsgeméf (mit ja oder nein).

(a) Wie lasst sich anhand dieses Vorgehens der Anteil der Biirger schétzen, die schon
einmal einen Ladendiebstahl begangen haben?

(b) Was dndert sich, wenn gleich viele von beiden Sorten Kértchen vorhanden sind?

Quelle: MatheNetz 9 (2001)

Lésung: Sei A: Die gezogene Frage wird bejaht
B: Es wurde Frage 1 gezogen
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3 Testverfahren

C: Es wurde Frage 2 gezogen

p: Anteil der Biirger, die schon einmal einen Ladendiebstahl begangen haben
Also: P(B) =0,4; P(C)=0,6 sowie P(A|B) =p; P(A|C)=1—p

Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (oder elementar hergeleitet) folgt
daher:

P(A)=0,4-p+0,6-(1—p)=0,6-0,2-p&p=3—-5-P(A)

Setzt man nun fiir P(A) die relative Haufigkeit h(A) der Ja-Antworten aus der
Umfrage ein, kann man also den entsprechenden Anteil p schéitzen.

4. Gummibirchen-Test

Auf einem Tisch liegen drei Tiiten, in denen je zehn Gummibérchen sind. Die Zusam-
mensetzung der Tiiten wird an der Tafel notiert. Danach werden die Tiiten verdeckt.
Eine Schiilerin wahlt eine der Tiiten aus, zieht ein Gummibérchen, zeigt es und legt
es wieder zuriick. Die anderen Schiiler sollen nun erraten, welche Tiite sie ausgewahlt
hat. Aufgrund der angegebenen Farbe sollt ihr eine Prognose erstellen, welche der
Titen ausgewéhlt wurde. Um die Chancen der Mitschiiler zu verbessern, wird das
Experiment mehrfach durchgefiihrt, wobei die Gummibérchen natiirlich immer aus
derselben Tiite gezogen werden.

(a) Miriam durfte die Gummibérchen ziehen, hier sind die ersten vier Ziige. Pedro
sagt, dass man ja vor dem Ziehen der Gummibérchen auch schon die Wahr-
scheinlichkeit schétzen kann. Nach dem ersten und dem zweiten Zug notiert er
die Zahlen in der Tabelle.

Fiihrt eine eigene Schéitzung durch und notiert die Werte. Begriindet eure Schétzun-
gen. Wie dndern sich die Werte, wenn Miriam im fiinften Versuch ein gelbes
Gummibérchen zieht?

Nr. | Farbe | Tite 1 | Tiite 2 | Tiite 3
T T T

- 3 3 3
rot 0,25 0,3 0,45
rot 0,2 0,25 0,55

gelb
gelb

= | Do |
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3 Testverfahren

(b) Fiihrt einen eigenen Versuch durch und notiert die Ergebnisse tabellarisch.

(c) Beschreibt genau, nach welchen Kriterien ihr eure Entscheidung fillt. Welche
Bedeutung haben die Zahlenwerte, die zu den Tiiten gehoren, fiir die ihr euch
nicht entschieden habt? Pedro sagt, dass sie die Chance beschreiben, dass er
sich geirrt hat. Was meint ihr dazu?

Quelle: MatheNetz 9 (2001)

5. Dopingproben (1)

Nach einem grofien Sportfest sollen alle Sportler Urinproben abgeben, mit Hilfe derer
Dopingproben durchgefiihrt werden sollen.
Es werden zwei Mo6glichkeiten vorgeschlagen:

(a) Jede Probe wird einzeln tiberpriift.

(b) Jeweils Teile von zwei Proben werden zusammengeschiittet und das Resultat
getestet. Fallt es positiv aus, testet man die Einzelproben.

Vergleicht die beiden Vorschléage.
Quelle: ISTRON 6, S. 124/125

N _ ! Test reicht aus

2 Tests reichen auc

P 3. Test nétig
Test im Paar P
Einzeltest
der ersten
Person

Lésung:
Entweder ist nur ein Test pro Paar erforderlich (wenn kein Doping nachgewiesen )
oder zwei Tests (wenn Doping nachgewiesen und erster Nachtest negativ)
oder drei Tests (wenn Doping nachgewiesen und erster Nachtest positiv)
Also:
Bei Einzeltests sind bei n Teilnehmern n Tests erforderlich, bei ,,Doppeltests
dagegen abhiingig von Dopingquote: min. 5 Tests und max. 1,5 - n Tests.

14

6. Dopingproben (2)

Im folgenden Diagramm ist dargestellt, wie oft beim Dopingtest nach dem Sportfest
die zwei Proben eines Paares jeweils nur einmal, zweimal oder sogar dreimal getestet
werden mussten.

46



3 Testverfahren

100 -
80 -
60 -
40 -
20 - Ill

1 2 3

Was kann man alles aus diesem Diagramm entnehmen?

Lésung: Insgesamt 80 + 30 4+ 10 = 120 Testpaare, also 240 Sportler
Statt 240 Einzeltests hier nur 80 + 30 -2 + 10 - 3 = 150 Tests
Abschétzung der Dopingfille: min. 30 + 10 = 40, max. 30 + 20 = 50 Dopingfille

7. Dopingproben (3)

Wie viele Proben sind bei 1000 Sportlern zu erwarten, wenn man aus langjahriger
Erfahrung wei}, dass 10% (20%, 30%, ...) aller Sportler Doping betreiben?

Lésung: Zur Wahrscheinlichkeit von 10% Baumdiagramm aus Aufgabe 1!!! mit Pfadwahr-
scheinlichkeiten:

0,1-0,9=0,09

0,1-0,1=0,01

1600 -
1400
1200
1000
800
600 -
400
o 010203040506 070809 1
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3 Testverfahren

Man hat also fiir die 1000 Personen in 500 Testpaaren (0,9 -1+ 0,092+ 0,01 -
3) - 500 = 555 Tests zu erwarten, im Vergleich zu Einzeltests also eine deutliche
Ersparnis

Verallgemeinerung (fiir 20%, 30%, ...):

Berechnung liefert das neben stehende Ergebnis. Die Vermutung eines quadrati-
schen Zusammenhangs lésst sich bestétigen:

Zu erwarten sind [(1 —p)-1+p- (1 —p)-2+p?-3]-500 = (p?> +p+ 1) - 500 Tests
(im Vergleich zu 1000 Einzeltests)
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4 Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit

1. Wiirfeltest

Mit welchem Wiirfel wiirfelt man am héufigsten eine 67 Findet heraus, wer von euch
den ,besten* 6er Wiirfel hat. Dabei sollt ihr wie folgt vorgehen.

(a) Jeder wiirfelt mit seinem Wiirfel, der sich in einem Wiirfelbecher befinden sollte.

(b) Das Ergebnis eines jeden Wurfes wird in die unten abgebildete Protokolltabelle
bei der entsprechenden Wurfnummer eingetragen.

(¢) Wer zuerst bei 60 Wiirfen angelangt ist, ruft laut STOP; alle anderen horen
dann sofort mit Wiirfeln auf.

(d) In die Tabellen unter der Protokolltabelle sind die (sogenannten absoluten)
Héaufigkeiten fiir die einzelnen Augenzahlen zu notieren.

(e) Wenn ihr mit allem fertig seid, vergleicht zunichst eure Ergebnisse mit denen
eurer Nachbarn. Gib es zwischen den einzelnen Wiirfeln unterschiede? Begriinde
warum oder warum nicht!

(f) Was konnte mit dem Begriff , relative Haufigkeit* gemeint sein?

1.2 |3 |4 |5 | 6.7 |8 |9 |10.|11.]12.]13.|14.|15.|16. | 17. | 18. | ]
21. 22,1 23. | 24. 1 25. | 26. | 27. | 28. | 29. | 30. | 31. | 32. | 33. | 34. | 35. | 36. | 37. | 38. | ¢
41. | 42, | 43. | 44. | 45. | 46. | 47. | 48. 1 49. | 50. | 51. | 52. | 53. | 54. | 5. | 56. | 7. | d8. | ¢

Anzahl der Versuche:
Augenzahl 112(3|4(5]|6

absolute Haufigkeit
relative Haufigkeit
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

Variationen:

Wiirfel des Herrn Efron oder getarnte Wiirfel

. Wiirfel des Herrn Efron

Die sechs Seiten eines Wiirfels miissen nicht unbedingt mit den Zahlen von eins bis
sechs beschriftet sei, sie konnen ganz unterschiedliche Beschriftung haben.

Fiir ein einfaches, aber im Ergebnis recht verbliiffendes Wiirfelspiel kann man die
unten abgebildeten ,, Wiirfel des Herrn Efron* verwenden. Es handelt sich dabei um
drei verschiedenfarbige und unterschiedlich beschriftete Wiirfel. Thr kénnt sie leicht
herstellen, indem ihr auf herkémmliche Wiirfel kleine Papierstreifen (Wiirfelnetze)
klebt und diese entsprechend beschriftet.

Spielregel (fiir zwei Spieler):

e Jeder Spieler erhélt sechs Miinzen.
e Der erste Spieler wahlt einen der drei Wiirfel.
e Der zweite Spieler wihlt einen anderen Wiirfel.

e Beide Spieler wiirfeln. Wer die hohere Augenzahl erreicht, gewinnt und erhélt
vom Verlierer eine Miinze.

e Die Schritte 1 — 4 werden wiederholt bis ein Spieler keine Miinzen mehr hat.

(a) Welchen Wiirfel sollte der zweite Spieler wéhlen, wenn der erste Spieler den
blauen Wiirfel (5,5,2,2,2,2) gewéhlt hat?

(b) Gibt es einen besonders giinstigen Wiirfel?

(c) Die Spielregeln sollen geéndert werden: die Hohe der Ergebnisse soll bertick-
sichtigt werden. Wer die groflere Zahl wiirfelt, erhélt so viele Miinzen wie die
Differenz der Augenzahlen ausmacht.

Ist das Spiel nun fair und wenn ja warum?
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

(d) Uberlegt euch ein eigenes maglichst faires Gliicksspiel mit von euch beschrifteten
Wiirfeln (auch Zahlen iiber 6 sind moglich!).

Quelle: Mathe Live 8, S. 57f.

Variationen:

(a) Zusétzliche Behandlung des Erwartungswertes (man spricht von Efron-Wiirfeln,
wenn alle den gleichen Erwartungswert haben)

(b) Angenommen, es sind drei Spieler, die mit allen drei Wiirfeln spielen. Wer ge-
winnt jetzt?

Lésung: (a) Am besten wahlt man den roten Wiirfel, da dieser mit 66% Wahrscheinlichkeit

gegen den blauen Wiirfel gewinnt.

(b) Wenn man die erste Wahl hat, ist man immer benachteiligt, da der zweite
Spieler immer einen auf den ersten abgestimmten , besseren Wiirfel wihlen
kann.
B— R R—G G- B]I[B,R,G: Blauer, roter und griiner Wiirfel

(c) Jetzt ist das Spiel fair. Begriindung beispielsweise iiber identische Augensum-
men

3. Getarnte Wiirfel

Im Gegensatz zu einem klassischen 6er Wiirfel sollt ihr in Partnerarbeit einen sechs-
seitigen Wiirfel herstellen, auf dem Zahlen aus der Menge 1, 2, 3,4, 5, 6 einfach, mehr-
fach oder gar nicht vorkommen.
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

Dafiir klebt ihr auf die sechs Seiten eines herkémmlichen Wiirfels kleine Papierschnip-
sel auf denen eure Zahlen stehen. Wenn ihr damit fertig seid, sucht ihr euch eine an-
dere 2er-Gruppe und wiirfelt so, dass diese Schiiler euren Wiirfel nicht sehen kénnen.
Lediglich das Ergebnis wird mitgeteilt und in die folgende Tabelle eingetragen:

Augenzahl 11213456
Anzahl (absolute Haufigkeit)

(a) Wie konnte die Beschriftung des Wiirfels aussehen?

(b) Wie oft muss man werfen, um eine moglichst sichere Aussage iiber die Beschrif-
tung des Wiirfels machen zu kénnen? Begriinde!

(c) Was konnte der Grund dafiir sein, dass eine Zahl hiufiger gewiirfelt wird als
eine andere, die genauso oft auf dem Wiirfel ist?

. Lego-Steine

Statt mit einem normalen Spielwiirfel kann man auch mit einem Lego-Stein ,, wiirfeln*.
Nimm einen ,,Achter“ und beschrifte ihn wie hier gezeigt. Wie bei einem richti-
gen Spielwiirfel haben gegeniiberliegende Seiten zusammen die Augenzahl 7. Beim
Wiirfeln sollte ein Wiirfelbecher benutzt werden. Als Ergebnis notiert man die Au-
genzahl.

Anne, Gisa und Simon haben vor ihrem Wiirfeln mit dem Lego-Stein die Chancen
fiir die Augenzahlen 1 bis 6 geschétzt.

Augenzahl 1 2 3 4 5 6
Schiatzung Anne | 2% | 10% | 31% | 45% | 10% | 2%
Schitzung Peter | 1% | 7% | 40% | 36% | 12% | 4%
Schiatzung Gisa | 0% | 5% | 40% | 50% | 5% | 0%
Schitzung Simon | & 1 > I ! !

6 6 6 6 6 6

a) Welcher Schiatzung wiirdest du am ehesten zustimmen? Begriinde deine Ant-
g g
wort!

(b) Gib selbst eine Schitzung ab und iiberpriife die Schitzungen, indem du 100mal
mit dem Lego-Stein wiirfelst. Stelle die absolute und die relative Haufigkeit in
einer Tabelle zusammen. Gib nach diesem Versuch eine (moglicherweise verbes-
serte) Schétzung ab.
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

(c) Wolfgang behauptet, die Chance fiir das Wiirfeln einer Augenzahl hidngt vom
Fléacheninhalt der zugehorigen Seite ab. Berechne die Flacheninhalte, wobei du
die Flachen mit 3 und 4 als eben annehmen kannst. Gib den Anteil jedes einzel-
nen Fliacheninhalts an der gesamten Oberfliche an. Vergleich mit den Angaben
aus (a).

Quelle: Lambacher Schweizer 8, S. 156
Variation:

Riemer-Wiirfel statt Lego-Steine

Lésung: (a) Die Schitzung von Simon ist nicht gut, da sie den unterschiedlichen Seiten
gleiche Chancen zuordnet.
Gisas Schétzung ist auch nicht gut. Obwohl 1 und 6 kleine Chancen haben,
ist die Schitzung 0% nicht gerechtfertigt.
Annes Schitzung ist am besten. Die Chance der Landung auf den gréfiten
Flachen ist am grofften, und die Chance der Landung auf den kleinsten
Fldchen ist am kleinsten, aber nicht 0%.

(b) individuelle Losung

Zahl Flache | Anteil an der Gesamtfléiche
(©) 1und 6 | 1,4cm? 7, 4%
2und 5 | 2,9cm? 15,4%
3und 4 | 5,1cm? 27, 1%

Gesamtfliche 18,8 cm?.

Wolfgangs Behauptung spiegelt die Tendenz von Annes Schitzung aus Auf-
gabe (a) wider. Allerdings ist bei ihm die Wahrscheinlichkeit fiir die grofien
Fldachen zu klein und die Wahrscheinlichkeit fiir die kleinen und mittleren
Flachen zu grof3.

5. Spiel ,,Der schnellste Weg*

Zu Beginn des Spieles wird von jedem Mitspieler ein Spielstein auf eine Startzahl
zwischen 2 und 12 gesetzt. Anschlielend wird mit zwei Wiirfeln gewdiirfelt und die
Augensumme gebildet. Stimmt die Augensumme mit der besetzten Startzahl iibe-
rein, darf man ein Feld vorriicken und nochmals wiirfeln. Stimmen Augensumme und
Startzahl nicht iiberein, ist der néchste Spieler dran. Wer mit seinem Spielstein auf
ein Zielfeld (Z) kommt, hat einen Gewinnpunkt gemacht und darf seinen Stein wie-
der auf eine beliebige Startzahl setzen.

Gewonnen hat derjenige, der zuerst 3 Gewinnpunkte hat.
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

Spielplan ,Der schnellste Weg...”

(a) Spielt das Spiel in Dreier-Gruppen. Die Mehrfachbelegungen eines Startfeldes
ist nicht erlaubt!

(b) Notiert in der folgenden Strichliste wie oft eine Startzahl gewiirfelt wurde.
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

Startzahl | Absolute Haufigkeit
2

O 00| | O O b~| W

10
11
12

(c) Notiert in der folgenden Strichliste wie oft eine Startzahl zum Erwerb eines
Gewinnpunktes gefiihrt hat.

Startzahl | Gewinnpunkte

—| =
S| oo | o] otf x| ol o

—
N}

(d) Wie viele Moglichkeiten / Kombinationen gibt es, eine Startzahl zu werfen?

Startzahl 2131456789 ]10] 1112
Anzahl der Moglichkeiten

(e) Uberlegt euch Variationen des Spiels um es (noch) spannender zu machen (z.B.
drei Wiirfel einsetzen und die geeignete Kombination aus zweien auswéhlen,
mehrere Startfelder besetzen etc.).

Variationen der Aufgabe:

(a) mehrere Spielsteine pro Person
(b) mehrere Wiirfel pro Person

(¢) Personenzahl variieren
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4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

(d) eigenes Spielfeld entwerfen
(e) zusétzliche Wiirfelbedingungen einfiithren

(f) Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Startzahl berechnen

6. Das ,,3-Tiiren-Problem*

In der amerikanischen Fernsehshow , Let’s make a deal“ ist ein Auto ein Hauptpreis.
Um ihn zu gewinnen, muss sich der Kandidat schliefSlich fiir die richtige von drei
verschlossenen Tiiren entscheiden. Hinter einer befindet sich das Auto, hinter den
beiden anderen jeweils eine Ziege. Wenn sich der Kandidat fiir eine der drei Tiiren
entschieden hat, zum Beispiel fiir Tiir 1, 6ffnet der Moderator, der weifl, was sich
hinter den Tiiren befindet, mit den Worten ,,Soll ich Thnen 'mal 'was zeigen?* eine
der beiden anderen Tiiren, zum Beispiel Tiir 3, und eine Zeige schaut ins Publikum,
denn der Moderator 6ffnet niemals die Tiir, hinter der das Auto steht.

Der Kandidat hat nun noch die Moglichkeit, sich fiir die andere verschlossene Tiir

(hier Tiir 2) zu entscheiden oder bei seiner urspriinglichen Wahl zu bleiben(hier

Tiir 1). Was soll der Kandidat machen? Diese Frage wurde der Journalistin Marilyn

vos Savant, die angeblich der Mensch mit dem hochsten Intelligenzquotienten ist,

von einem Leser der Zeitschrift ,,Parade® gestellt. In ihrer Kolumne ,,Ask Marylin“

antwortete sie, dass der Kandidat auf jeden Fall wechseln sollte. Dieses Vorgehen
1

wiirde seine Gewinnwahrscheinlichkeit verdoppeln, ndmlich von 3 auf % Darauthin

erhielt sie etwa zehntausend Leserbriefe, die diese Strategie fiir falsch hielten.

Argumentation von Marylin vos Savant

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Auto hinter Tiir 1 befindet, ist % Die Wahr-
scheinlichkeit, dass sich das Auto hinter einer der beiden anderen Tiiren befindet, ist
somit % Mindestens hinter einer dieser beiden Tiiren steht eine Ziege.
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Offnet der Moderator eine dieser Tiiren, so steht die Tiir fest, hinter welcher das
Auto mit der Wahrscheinlichkeit % steht. Also empfiehlt es sich, die gewahlte Tiir zu
wechseln. Die Chance auf den Hauptgewinn verdoppelt sich.

Argumentation der meisten Leser

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Auto hinter Tiir 1 befindet, ist %, genauso wie
fiir jede der beiden anderen Tiiren.

Offnet der Moderator eine der beiden anderen Tiiren, zum Beispiel Tiir 3, so scheidet
diese Tiir als mogliche Auto-Tiir aus. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Auto
hinter Tiir 1 befindet, betriagt jetzt %, genauso wie fiir Tiir 2. Es gibt also keinen
Grund die Tiir zu wechseln. Die Gewinnchance ist fiir beide Tiiren gleich.

(a) Diskutiert die beiden unterschiedlichen Argumentationen zu zweit.

(b) Wenn du als Kandidat entscheiden miisstest, wiirdest du die Tiir wechseln oder
nicht? Begriinde deine Uberlegung!

(c) Uberpriift eure Uberlegungen an einem Experiment, das dem ,,3-Tiiren-Problem*
entspricht (z.B. drei Wiirfelbecher und eine Miinze als Gewinn).

Quelle: Zahlen und Groflen 8, S. 159

Variationen:

(a) Schiiler schreiben ihre eigene Argumentation
(b) 1000 Tiiren, von denen der Moderator 98 6ffnet

(c) Simulation im Internet nutzen: www.zufallsgeneratoren.de

Lésung: Auch wenn es immer noch nicht alle glauben, hat Marylin vos Savant recht.

7. Galton-Brett

Francis Galton (1822 — 1911) erfand das neben stehende Galton-Brett. Auf diesem
sind mehrere Reihen gleichgeformter Plédttchen auf Liicken befestigt. Hindurchfallen-
de Kugeln treffen auf die Spitze des ersten Plédttchens und werden dort jeweils mit
der Wahrscheinlichkeit 0,5 nach rechts oder nach links abgelenkt. Dieser Vorgang
setzt sich von Reihe zu Reihe fort. Die Kugeln werden unter jedem Ausgang zur
Auszédhlung aufgefangen.
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Sollte euch kein Galton-Brett zur Verfiigung stehen, konnt ihr trotzdem ausprobie-
ren, wie sich die Kugeln verteilen. Simuliert den Versuch und entscheidet bei jeder
Plattchenspitze mit Hilfe einer Miinze, welchen Weg (rechts oder links) die Kugel
nimmt.

(a) Macht in Partnerarbeit 100 Durchgénge und zahlt die Zahl der Kugeln in jedem
Behalter. Tragt die Anzahl in einem Sdulendiagramm auf.

(b) Wie viele verschiedene Wege kann eine Kugel nehmen?

(c) Stellt die Situation in einem Ergebnisbaum dar und bestimmt zu jedem Weg
die Wahrscheinlichkeit.

(d) Am Boden des Galton-Bretts féllt jede Kugel in eine der fiinf Kammern. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit endet der Weg in Kammer 1 [bzw. 2, 3,4, 5]?

Lésung: (a) Experiment
(b) Es gibt 2* = 16 Wege.
(c) Jeder Weg ist gleichwahrscheinlich also 1.
)

Kammer 1 und 5: jeweils %6
Kammer 2 und 4: jeweils %
Kammer 3: 16—6

8. Lotto ,,3 aus 9%

Anstelle des bekannten Lottos ,,6 aus 49“ sollt ihr den kleinen Ableger davon ,,3 aus
9“ spielen. Dafiir miisst ihr zunéchst 9 Papierschnipsel mit den Zahlen 1 —9 beschrif-
ten und dann in einen undurchsichtigen Behélter fiillen.
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Jeder aus der Klasse tippt eine Dreierkombination aus der Menge 1,2,3,4,5,6,7,8,9
(z.B. 3 —6 — 7). Es darf dabei keine Zahl doppelt vorkommen. Im Anschluss daran
zieht der Lehrer drei Schnipsel aus dem Behilter.

(a) Nachdem an der Tafel die Ergebnisse aller Schiiler notiert wurden (absolute
Héufigkeit), berechne die relative Haufigkeit der einzelnen Zahlen.

(b) Wie grof§ war rein rechnerisch die Wahrscheinlichkeit, 0, 1,2 oder 3 , Richtige“
zu haben.

(c) Vergleiche das Ergebnis aus Teil (b) mit dem aus (a). Was konnte die Ursache
tiir die Differenzen sein?
Variationen:

Die Anzahl der gezogenen und die Gesamtzahl der Kugeln kénnen variert werden.

Losung: P(ORichtige) = 2 ~ 23,8%
P(1Richtige) = 33 ~ 53,5%
P(2Richtige) = £ ~ 21,5%
P(3Richtige) = g; ~ 1,2%

9. Laplace

Lege die moglichen Ergebnisse fest und entscheide und begriinde, ob es sich bei den
folgenden Experimenten um ein Laplace-Experiment (Zufallsexperiment, bei dem alle
Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind) handelt oder nicht.

(a) Eine Geldmiinze wird geworfen.
(b) Ein Elfmeter wird geschossen.
(¢) Ein Marmeladenbrot fallt vom Tisch.
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(d) Ein Dartpfeil wird auf die Dartscheibe geworfen.

Uberlege dir drei Experimente, die ein Laplace-Experiment darstellen und drei, die
dies nicht tun!

Lésung: (a) Laplace-Experiment (wobei in der Natur kein wirkliches Laplace-Experiment
existiert)

(b) kein Laplace-Experiment
(c¢) Laplace-Experiment

(d) kein Laplace-Experiment

10. Gliickskreisel

Die oben abgebildeten Gliickskreisel werden gedreht.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie im Feld ,,2“ liegen bleiben?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie auf einer geraden Zahl liegen blei-
ben?

(c) Fiir welche Gliickskreisel ist das Spiel ,,Du gewinnst, wenn eine Primzahl kommt*
fair?

(d) Finde andere faire bzw. unfaire Spielregeln fiir die einzelnen Gliickskreisel.
Finde ggf. einen Kreisel bei dem das Spiel fair wére.

Lésung: (a) 0,1 0,25 0,25 0,125
(b) jeweils 0,5

11. Schweinerei
Bei dem Spiel ,,Schweinerei“ werden Schweine geworfen. Dabei gibt es fiinf Moglich-
keiten, wie das Schweinchen fallen kann.
e Sau - Seitenldnge
e Suhle - Riickenlage

e Haxe - stehend
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e Schnauze - auf der Schnauze

e Backe - wie Schnauze, jedoch seitlich auf einer Backe

Suhle
25 %

SthnAQze
2%

Die Wahrscheinlichkeit fiir jede Lage kannst du der Abbildung entnehmen.

(a) Gib einige mogliche Ergebnisse an, wenn zwei Schweinchen geworfen werden?
(b) Bestimme fiir die Ergebnisse die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten.
Lésung: Sau - Suhle 32,5%
Haxe - Schnauze 0, 28%
Sau - Haxe 9,1%
Backe - Haxe 0, 14%

Schnauze - Backe 0,04%
Sau - Sau 25%

12. Mensch édrgere dich nicht
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der gelbe Stein beim néchsten Wurf

(a) den griinen [bzw. den roten| Stein schliagt?
(b) in sein Haus gelangt?

(c) weder einen Stein schldgt noch in sein Haus gelangt?
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Losung: (a) & [3]
(b) 3
(c) 3

13. Schokolade

Eine Klasse fiithrt einen Geschmackstest zur Untersuchung zweier Sorten Vollmilch-
schokolade durch. Dazu werden vier zuféllig bestimmte Proben A, B, C' und D be-
reitgestellt.

A

D

(a) Zeichne ein Baumdiagramm.

(b) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass jemand zuféllig mindestens drei
Treffer erzielt.

(¢) Entscheide und begriinde, wann man bei diesem Test von einem , guten Schmecker*
sprechen kann.

Losung: (a) Grafik
(b) ~ 5%

14. Lotto

Peters Lieblingszahl ist die Zahl 25. Peter schaut bei der Wochenziehung des Lot-
tospiels 6 aus 49 zu. Dabei werden nacheinander 6 Kugeln aus einer Urne mit 49
nummerierten Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.
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(5] ] 7] [ ) [ 2
(22 23] 2] J 2] 27 ol
[29] J3g] [31] [32] [33] [34] [35l

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass die 25 als erste Kugel der Wochenzie-
hung gezogen wird?

(b) Begriinde, warum die Wahrscheinlichkeit, dass die 25 als zweite [als dritte; als

vierte,. . .| gezogen wird ﬁ betragt.
Lésung: (a) %
(b) als zweite: 33 (nicht die 25) 75 (als zweite die 25) = 4

15. Basketball

In der amerikanischen Basketball-Liga NBA wird der Meister nach der Regel , best
of five* ermittelt. Das bedeutet, wer zuerst drei von fiinf Spielen gewonnen hat, ist
Meister. In einem Computerspiel kommt es (leider ohne Beteiligung des Computer-
spieler, der ist vorher ausgeschieden) zu einem Endspiel zwischen den Chicago Bulls
und den Utah Jazz. Die Bulls gewinnen, aufgrund der vorher vom Spieler eingestell-
ten Teamstédrke, dabei mit durchschnittlich 2 zu 1 jedes einzelne Spiel, d.h. von drei
Spielen gewinnen die Bulls durchschnittlich zwei Spiele.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnen die Bulls den Titel? Nutze fiir deine
Uberlegungen die Moglichkeiten eines Baumdiagramms.

(b) Wie éndern sich die Chancen fiir die Bulls, wenn man einstellt, dass sie jedes
einzelne Spiel nur noch mit der Chance 4 zu 3 gewinnen?

(¢) Wie kann man die Eintragungen im Baumdiagramm iiberpriifen?

(d) Gib eine Regel an, mit der du mithilfe eines Baumdiagramms die Wahrschein-
lichkeit fiir den Sieg berechnen kannst.
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Lésung: (a) 79%
(b) 71%

16. Spielautomat

Bei dem abgebildeten Spielautomaten betrigt der Einsatz pro Spiel 1€. Gewonnen
hat man bei: dreimal Eins (111): 30€

drei gleiche Zahlen (aufler 111): 10€

Berechne den Erwartungswert. Lohnt sich das Spiel?

(Laut Gesetz miissen mindestens 60% aller Einsétze wieder ausgespielt werden.)

Lésung: 60 Cent pro Spiel

17. Streichholzer

Eine Streichholzfirma stellt téglich 3.000.000 Streichholzschachteln her. Eine Stich-
probe von 5000 Schachteln ergab folgende Verteilung:

Inhalt der Schachteln | 36 | 37 | 38 | 39 40 41 | 42 | 43
Anzahl der Schachteln | 12 | 28 | 238 | 765 | 2517 | 936 | 342 | 162
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(a) Wie viele Schachteln mit der entsprechenden Anzahl Streichhélzer sind téglich
zu erwarten?

(b) Wie viele Streichholzer kann man beim Kauf von 20 Schachteln erwarten?
(c) Wie viel Prozent der Péackchen enthalten demnach mindestens 39 Streichholzer?

(d) Wie viel Prozent der Packchen enthalten mehr als 39, aber weniger als 42

Streichholzer?
Inhalt | Anzahl
36 7200
37 16800
38 142800
Lésung: (a) 39 459000
40 1510200
41 561600
42 205200
43 97200

(b) 803 Streichholzer
(c) etwa 94%
(d) etwa 69%

18. Gefahrliche Schatzsuche

In einem Labyrinth wird ein wertvoller Schatz aufbewahrt, der durch eine Grube
voller Schlangen gesichert wird. Thr Biss ist fiir jeden Schatzjiager absolut todlich.

(a) Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, den Schlangen zu entkommen und den
Schatz zu finden? Die Zahlen stehen dabei fiir die Kreuzungen.

(b) Entwirf ein eigenes Labyrinth mit eigenen Fallen und bestimme die Wahrschein-
lichkeit den Schatz zu finden.

Lisung: (a) ~ 1,4%
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19. Stein-Schere-Papier

Bei dem Spiel ,,Stein-Schere-Papier* knobeln Jean und Ben gegeneinander. Es gilt:
Schere schlagt Papier, Stein schlidgt Schere, Papier schldgt Stein. Gleiche Ergebnisse
zéhlen nicht. Wer zuerst seinen Gegner dreimal schliagt, hat gewonnen.

(a) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Ben gewinnt?

(b) Nach der ersten Schritt liegt Jean in Fiithrung. Wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, dass Ben noch gewinnt?

I '?_:\ oY
Papier \:\\ 2

Schere Stein

Lisung: (a) 50%
(b) 100% — 68,75% [Jean] = 31,25% [Ben]

20. Urnenziehung: Zahlen

(a) Welche Wahrscheinlichkeit hat die Zahl ,,3“ bei den Urnen in der Abbildung?

(b) Lina zieht 75-mal aus der Urne 1, dabei wird jede gezogene Kugel vor dem

néchsten Zug zuriickgelegt. Wie oft wird sie etwa in den 75 Versuchen die ,,3“
erwischen?

Lésung: (a) %; 51
(b) ca. 11-mal
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21. Urnenziehung: Buchstaben

In einer Urne liegen drei Kugeln mit Buchstaben, sie werden nacheinander gezogen
und hintereinander gelegt.

(a) Schreibe alle ,, Worter” auf, die dabei entstehen kénnen.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit entsteht das Wort OMA?

« ¥ T >

S i —¥
0® e/

Lésung: (a) 6
(b) 5

verschiedene

22. Schaltjahr-Geborene

Bestimme mit einer Laplace-Annahme die Wahrscheinlichkeit, dass jemand, der nicht
in einem Schaltjahr geboren ist,

im April
an einem Monatsersten

(
(f) an einem Datum deiner Wahl

Geburtstag hat.

w
ot

Losung: () st
() 555
()
(d)

ot

23. Laplace: ja oder nein?

Welche der folgenden Laplace-Annahmen sind gerechtfertigt, welche sind nur anndhernd
gerechtfertigt, welche sind eindeutig falsch?
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(a) Es gibt 12 Monate, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand im Januar Ge-

burtstag hat, 5 ~ 8,3%.

(b) Es gibt 7 Wochentage, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig heraus-

gegriffene Person in diesem Jahr an einem Sonntag Geburtstag hat, % ~ 14, 3%.

(c) Es gibt 7 Wochentage, also ist die Wahrscheinlichkeit, dass der erste Advent
dieses Jahr auf einen Montag fallt, % ~ 14, 3%.

(d) Jeder Knopf hat zwei Seiten. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass er auf die
Oberseite fillt, 50%.

24. Warten auf die Sechs

Beim Mensch-érgere-Dich-nicht darf man bei einer Sechs starten. Man hat bis zu drei
Versuche. Wie grofi ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Start gelingt?

25. Pasch-Wahrscheinlichkeit
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln einen Pasch zu

bekommen?

Losung: %

26. Treffer-Wahrscheinlichkeit

Beim Basketball trifft Mag mit Wahrscheinlichkeit 40%, Wim mit 70%. Sie werfen
nacheinander. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie zusammen 0,1 oder 2
Treffer erhalten?
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Lésung: 0:0,6-0,3=0,18
1:0,6-0,740,4-0,3=0,54
2:0,4-0,7=0,28

27. Siedler von Cartan

Beim Spiel ,Die Siedler von Catan“ muss man seine Siedlungen an besonders er-
tragreiche Felder bauen. Die Felder sind von 2 bis 12 durchnummeriert und die Aus-
zahlung des Rohstoffs wird féllig, wenn die Summe eines Wurfes mit zwei Wiirfeln
gleich der Feldnummer ist. An welche Felder sollte man bauen? Wie grofl ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Summe gleich 1,2, 3, ..., 11,12 ist?

Quellen: MatheNetz 8 (2000), MatheLive 8 (2001), Lambacher Schweitzer 8 (1996),
Schnittpunkt 8 (1994), Mathematik heute 8 (1995), Zahlen und Gréfien 8 (2000),
Mathematik 8 (1994), Die Welt der Zahl (1994), Elemente der Mathematik 8 (1994),
Produktive Aufgaben fiir den Mathematikunterricht in der Sek. I (2001).

Lésung: Klar, je nach der Anzahl der Moglichkeiten diese Augensumme zu erzielen

28. Kniffel

Kniffel ist ein geschicktes Kombinationsspiel mit 5 Wiirfeln. Jeder Spieler, der an der
Reihe ist, gibt zunéchst alle 5 Wiirfel in den Wiirfelbecher, schiittelt ihn und rollt
die Wiirfel heraus. Je nach Ausfall dieses ersten Wurfes entscheidet der Spieler, ob
er alle Wiirfel oder nur einen Teil wieder aufnimmt und erneut wiirfelt. So kann ein
ungiinstiger erster Wurf mit Gliick beim zweiten oder maximal dritten Wiirfeln zu
einem optimalen Ergebnis fithren.
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innre

Name

e e — e e

rer IO | i
2er [ [ "amen
ser IEE | sl |
der [CJCIE] | s |
6er et~ |
gesamt ))))}+ |—_-—H_

Bonus bel 63

oder mehr | "% | N A
esamt oberer ' ‘
gomobereri»l | | [ [ [

Drelerpasch

Viererpasch | *Gaeen

Full-Housa R
Kleine Strae | X
Grofle StraBe | %
Kniffel I
Chance .

gesamt
unterer Teil

|l ]

gesamt

oberer Tail

B s
Endsumme

I

SCHMIDT SPIEL + FREIZEIT GMBH

Die Zahlliste enthélt dreizehn Rubriken (siche nebenstehende Abbildung). In der
oberen Abteilung konnen die Einser, ..., bis zu den Sechsern eingetragen werden.
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In der unteren Abteilung gibt es den Dreier- und Viererpasch (drei bzw. vier gleiche
Zahlen), Full House (bestehend aus einem Dreier- und einem Zweierpasch), der klei-
nen und groflen Strafle (Folge von vier bzw. fiinf Wiirfeln mit aufeinanderfolgender
Augenzahl), dem Kniffel (Fiinferpasch) und der Chance (hier werden keinerlei Be-
dingungen an den Wurf gekniipft).

Spielziel ist es, das hochste Punktergebnis von allen Mitspielern zu erreichen.
Zunéchst wird nur der erste Wurf aus 5 Wiirfeln betrachtet. Bestimmt die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten folgender Ereignisse:

(a) Dreierpasch aus ,,Zweien*
(b) Beliebiger Dreierpasch

(
(d) Kniffel
Grofle Strafle

Kleine Strafie

)
)
c¢) Viererpasch
)
e)
)

(
(f

Losung: Jeweils ,,Giinstige durch Mogliche“, wobei die Anzahl der Moglichen 6° = 7776
betragt

(a) Anzahl der ,,Giinstigen“: (g) -5 -4 = 200, also Gewinnwahrscheinlichkeit ~
0,026
wobei:-5 - 4 nur bei versch. Augenzahlen
+5 falls auch identische Augenzahlen (also Full House)
-6 - 6 falls auch Vierer-/Fiinferpasch/Full House erlaubt

(b) Anz. ,Giinstige®: 6 - 200 = 1200 also Gewinnwahrscheinlichkeit ~ 0, 154
wobei: siehe Bemerkungen zu Teilaufgabe (a)

(¢) Anz. ,Giinstige“: 6 - (i) -5 = 150 also Gewinnwahrscheinlichkeit = 0,019
wobei: -6, wenn auch ber-Pasch erlaubt ist

(d) Anz. ,Giinstige“: 6 also: Gewinnwahrscheinlichkeit = 0,001
(e) Anz. ,Giinstige“: 5! -2 = 240 also Gewinnwahrscheinlichkeit ~ 0, 031

(f) Anzahl ,,Giinstige“: 4!-4+4!-5 = 336 also Gewinnwahrscheinlichkeit ~ 0, 043
wobei Anzahl ,,Giinstige“ gleich 4! - 6 - 3, wenn auch grofie Strafle erlaubt

29. Wiirfeln

Wirf einen Wiirfel, bis sich eines der sechs moglichen Ereignisse wiederholt.

Notiere die Anzahl der notwendigen Wiirfe bis zur ersten Wiederholung.

Welcher Mittelwert fiir die Anzahl der notwendigen Wiirfe ergibt sich bei 50 Ver-
suchsserien?

Quelle: Elemente 12/13 (2000)
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30. Platonische Korper

31.

32.

Wirf einen reguldren Oktaeder (Dodekaeder, Tkosaeder), bis sich eines der 8(12,20)
moglichen Ereignisse wiederholt.

Welcher Mittelwert fiir die Anzahl der notwendigen Versuchsdurchfithrungen bis zur
ersten Wiederholung eines Ergebnisses ergibt sich bei 50 Versuchsserien?

Das Geburtstagsproblem

23 Personen werden zuféllig ausgewihlt. Lohnt es sich darauf zu wetten, dass unter
diesen mindestens zwei sind, die am gleichen Tag Geburtstag haben?

(a) Schétzt zunéchst, ob sich eine solche Wette lohnt.

(b) Was konnte diese Aufgabe mit den obigen beiden Aufgaben zu tun haben?
Versucht diesen Zusammenhang zu erldutern.

(c¢) Versucht zu begriinden, warum die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei

der 23 Personen am gleichen Tag Geburtstag haben, gleich 1 — W
ist.

Entenfeier

Im Hause der Familie Duck halten sich n Enten zu einer Familienfeier auf. Eine muss
trotz des scheufllichen Regens hinaus und den Erbonkel Dagobert mit dem Schirm
abholen. Donald Duck hélt n Streichhélzer in der Hand, eins davon ist gekiirzt. Wer
dieses zieht, muss hinaus in den Regen.

(a) Soll Trick als erster ziehen, als letzter oder mehr so in der Mitte? Berechnet
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten und nehmt dann Stellung zu Daisys
Aussage: , Die ersten und die letzten, die ziehen, haben die besten Chancen,
nicht hinaus zu miissen, denn zu Beginn sind noch alle langen Holzchen da, und
bis zum Ende wird wohl kaum gezogen werden, da schon vorher jemand das
kurze Streichholz gezogen haben wird. Die in der Mitte sind am schlechtesten
dran, weil nur noch etwa die Hélfte der langen Holzchen da sind und dadurch
die Chancen zu verlieren viel gréfer sind.*

(b) Wenn nur noch Trick und Track im Raum sind, weil alle anderen damit beschéftigt
sind, den mit Wasser vollaufenden Keller zu entleeren, wird folgendes Verfahren
vereinbart: Trick und Track ziehen abwechselnd eines der n Streichhélzer. Wer
zuerst das kurze zieht, muss hinaus in den Regen. Soll Trick jetzt anfangen oder
lieber Track den Vortritt lassen?

Hinweis: Macht euch den Sachverhalt zunéchst anhand von konkreten Zahlenbeispie-
len fiir n klar.

72



4 Héaufigkeit, Wahrscheinlichkeit

33. Gliicksspirale

Zur teilweisen Finanzierung der Olympischen Spiele 1972 in Miinchen wurde eine
Lotterie eingefiihrt: die Gliicksspirale. Die 7-ziffrigen Gliickszahlen wurden dabei wie
folgt ermittelt: In einer Trommel befanden sich 70 Kugeln; auf 7 Kugeln stand die 0,
auf 7 Kugeln die 1, . . ., auf 7 Kugeln die 9. Aus dieser Trommel wurden 7 Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen und in der Reihenfolge des Ziehens zur jeweiligen Gliickszahl
angeordnet.

(a) Geben Sie den Ergebnisraum an. Wie viele Gliickszahlen sind in ihm enthalten?

(b) Nach der ersten Ziehung gab es in der Presse Kritik, dafi durch dieses Verfah-
ren nicht alle 7-ziffrigen Gliickszahlen die gleiche Gewinnchance gehabt hétten.
Bestétigen oder widerlegen Sie diese Kritik. Machen Sie gegebenenfalls (falls die
Kritik zutrifft) einen Vorschlag zur Verbesserung des Ziehungsverfahrens und
begriinden Sie Thren Vorschlag in Form eines Briefes an die Geschéftsfithrung
der Gliicksspirale.

34. Lottostrategie

Zahlen unter 32 werden (wegen der Geburtstage der Tipper) beim Lottospiel 6 aus
49 haufiger angekreuzt als andere Zahlen. Im allgemeinen ist deshalb die Zahl der
Gewinner um so grofler, je mehr Zahlen unter 32 ausgelost werden. Sollte man also
nur noch Zahlen iiber 32 tippen?
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35. Gezinkte Wiirfel

Walter zinkt Wiirfel so, dass duferlich keine Verdnderung zu erkennen ist, die Wahr-
scheinlichkeit fiir ,6“ aber 0,25 betriagt. Seine Frau Trude testet die Wiirfel folgen-
dermaflen: Sie wiirfelt zwolfmal mit jedem Wiirfel. Wirft Sie mit einem Wiirfel mehr
als dreimal eine ,,6°, so legt sie ihn zu den gezinkten, sonst zu den idealen.

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein idealer Wiirfel zu den gezinkten
g
gelegt wird?

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein gezinkter Wiirfel zu den idealen
gelegt wird?

(c) Wie kénnte Trude die Fehlerquote verringern?

36. Roulette

Beim Roulette ist in den vergangenen zehn Spielen jedesmal eine rote Zahl gezogen
worden. Auf welche Farbe wiirdest du im elften Spiel setzen? Begriinde!
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37. Froschgeschichten

Ein Ko-Frosch sitzt auf einem Gitterpunkt eines Koordinatensystems und kann je-
weils nur zum néchsten Gitterpunkt nach oben oder nach rechts springen und zwar
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = %

Beispiel: Befindet sich der Ko-Frosch auf dem Gitterpunkt (4/3), dann kann er nur
nach (4[4) oder (5|3) springen.

(a) Der Ko-Frosch sitzt auf dem Gitterpunkt (0|0).

i. Auf welchen Gitterpunkten kann er sich nach 5 Spriingen befinden?
ii. Wie viele Spriinge bendtigt er, um den Gitterpunkt (18|17) zu erreichen?
iii. Denk dir weitere zwei weitere Fragen aus und beantworte sie.
(b) Der Ko-Frosch sitzt auf dem Gitterpunkt (0|0) des Koordinatensystems und

kann jeweils nur zum néchsten Gitterpunkt nach oben oder nach rechts springen
und zwar jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = %

i. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht er den Gitterpunkt (4]0), den Git-
terpunkt (8|1), den Gitterpunkt (2]2)?

ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sitzt er nach 20 Spriingen nicht auf einer
Koordinatenachse?

iii. Denk dir weitere zwei weitere Fragen aus und beantworte sie.
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38. Arme Ritter

Die Ritter Kunibald, Georgius und Ottokar sind bei einer Schlacht gefangen genom-
men und anschliefend zum Tode verurteilt worden. Der Herrscher beschlie3t, einen
der drei per Losverfahren zu begnadigen. Der Name des Gliicklichen wird streng ge-
heim gehalten. Kunibald sagt sich: ,,Die Wahrscheinlichkeit, dass ich es bin, betréagt
%.,, Er sagt dem Wiérter: ,Einer der beiden anderen wird sicher hingerichtet werden.
Du wirst mir also nichts verraten, wenn du mir einen Mann nennst, Georgius oder
Ottokar, der hingerichtet wird.“ Darauf sagt der Wirter, ,, Ottokar wird hingerichtet.
Die Antwort hat Kunibald ermutigt, denn damit wird er oder aber Georgius sicher
nicht hingerichtet. Daher betragt die Wahrscheinlichkeit, dass er selbst iiberlebt, %

Hat Kunibald Recht?
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Falscher Alarm?

Moderne Diisenverkehrsflugzeuge verfiigen iiber Bodenannéherungswarnanlagen, die
den Piloten akustisch und optisch warnen, wenn sich das Flugzeug ungeplant dem
Boden néhert. Aus langjahrigen Studien haben sich ergeben:

Wenn in einer Flugminute tatséchlich eine ungeplante Bodenannidherung vorliegt,
dann schlidgt das System mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,9% Alarm. Wenn da-
gegen in einer Flugminute tatséchlich ungeplante Bodenannéherung vorliegt, so gibt
das System mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,002% einen falschen Alarm. Eine un-
geplante Bodenannédherung ist aufgrund der hohen navigatorischen und technischen
Zuverlassigkeit der Verkehrsluftfahrt sehr selten. Durchschnittlich nur in einer von
zwei Millionen Flugminuten ist eine solche Bodenannéherung zu erwarten.

Wenn das System Alarm gibt, wie wahrscheinlich ist es dann, dass sich das Flugzeug
tatsdchlich ungeplant dem Boden néhert? Was bedeutet das Ergebnis psychologisch
fiir den Piloten, der jederzeit iiber die Moglichkeit verfiigt das Warnsystem auszu-
schalten?

Ratespiel mit Wiirfeln

Der Lehrer bringt zwei faire Wiirfel mit. Auf dem ersten Wiirfel sind fiinf Flachen mit
,Ja‘ iberschrieben, auf dem anderen Wiirfel nur zwei Flachen. Auf den restlichen
Flachen steht ,Nein“. Nachdem der Lehrer diese Wiirfel gezeigt hat, nimmt er sie
verdeckt jeweils in die eine oder die andere Hand. Peter muss nun blind nach Zufall
einen Wiirfel auswéihlen, den er dann - fiir die Klasse verdeckt - vom Lehrer erhalt.
Peter wiirfelt mit diesem Wiirfel dreimal - weiterhin fiir die Klasse verdeckt - und
nennt als Ergebnisse: ,,Ja, Ja, Nein.“

Die iibrige Klasse soll nun wetten, ob Peter den ersten Wiirfel oder den zweiten
Wiirfel erhielt.
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(a) Was tippst du? Bestimme fiir die beiden Wiirfel die Wahrscheinlichkeiten!

(b) Baut euch selber Wiirfel (auch mit anderen Beschriftungen) und tiberpriift eure
vorher (!) erstellten Berechnungen!
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