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Teil 1.

Wahlpflichtfachergruppe |



Lineare Gleichungssysteme

() L=1{(-3]5)
(b) - -

(a) L = {(%CH—Z | §a+1)}
(b) Die beiden Gleichungen liefern identische Geraden, also folgt:
L=A{(x]y)|y=2x-9}

- L={(-412)}

L={(5]25)}

(a) - -

(b) S(3,6]2,1)

(c) Es gibt keine eindeutige Losung; eine mehr oder weniger geschickte Wahl aus dem
Geradenbiischel bleibt den Schiilern iiberlassen.

(d) Jede Gerade, welche die Gerade h nicht schneidet, muss zu dieser parallel sein. Weil
g aber nicht parallel zu h liegt, muss g auch alle Parallelen zu h schneiden.

(a) --

(b) g:y=32+1,5

(c) S(=1,5[1)

(d) Es gibt keine eindeutige Losung.

(e) Jede Gerade, welche die Gerade h nicht schneidet, muss zu dieser parallel sein. Weil
g aber nicht parallel zu h liegt, muss g auch alle Parallelen zu h schneiden.

(a) --

(b) g3:y=4,250—4,5
(c) 5(3,612,1)



1. Lineare Gleichungssysteme

(d) ga : y:.%'+500
(e) A=8,1FE

8. Die Zahlen heiflen 12 und 65.

10.

e Die Gleichung (1) besagt, dass die Summe aus zwei Zahlen x und y den Wert 1 ergeben
soll.
Gleichzeitig soll nach der Gleichung (2) die Summe aus denselben Zahlen = und y den
Wert — 37 ergeben. Das ist ein Widerspruch. Also gilt L = §).

e Wenn du die Gleichung (2) spaltenweise von der Gleichung (1) subtrahierst, ergibt
sich in ausfiihrlicher Schreibweise die Gleichung
O-z2+0-y=38
WEeil die linke Seite der Gleichung stets Null ergibt, steht hier eine stets falsche Aus-
sage; d.h. L = ().

11. (a) ,,Da miissten wir ja die beiden Gleichungen nach = oder nach y auflésen, und das wird
schwierig, weil wir am Ende eine Gleichung durch 7 oder durch 9 teilen miissten. Dann
entstehen aber Briiche oder periodische Dezimalzahlen. Dadurch wird die Losung
unnotig erschwert.

(b) Hier eignet sich das Additionsverfahren zur Losung:

3xr — Ty = =27 (1) |5
A “hr 4+ 9y = 371 (2|3
152 — 35y = —135 (1)
A 150 + 27y = 111 (2)
(L) +(2): -8y = —24

= y=3,zB.in(l):x=-2 L={(-2]|3)}

12.  (a) Bevor du die Gerade g; zeichnen kannst, musst du erst ihre Gleichung nach y auflésen:
y = —2x + 5.



1. Lineare Gleichungssysteme

yh
S
92
br g1
O 1} T
(b)
1,bx+2 = —2z+5
3,5z = 3 z~—0,8 ing;:y~15-0,86+2
y~ 3,29 = 5(0,86 | 3,29)

(¢) In der Zeichenebene muss jede Gerade h, welche die Gerade gy nicht schneidet, zu
dieser parallel verlaufen; d.h. die Gleichungen der Geraden g2 und h miissen den

gleichen Steigungsfaktor besitzen.
13

Dann lautet z.B. die Gleichung einer Geraden h: y = 1,5x — 111—7.

(d) Grundsitzlich miisstest du die Koordinaten des Punktes A in die Gleichung der Ge-
raden go einsetzen und dann entscheiden, ob die Gleichung eine wahre oder falsche
Aussage liefert. Das wire aber mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. ,,Leider*
helfen herkémmliche Taschenrechner im Moment (im Jahre 2008) auch nicht weiter,
weil sie nicht so viele Stellen verarbeiten kénnen. Also muss es noch einen anderen
Losungsweg geben:

Der Punkt A liegt im IV. Quadranten. Die Gerade g9 verlduft aber offenbar nicht
durch diesen Quadranten. Also liegt der Punkt A nicht auf der Geraden gs.

13. Anzahl der Goldhamster: z und Anzahl der Zwergkaninchen: y.
Zahl der verkauften Tiere: 10 +z +y = 23
Einnahmen in €: 10-2,54+4- 2+ 8-y = 97.
Damit erhéltst du das folgende Gleichungssystem:



1. Lineare Gleichungssysteme

r 4+ oy = 13 (1) | -(—4)
A 4r + 8y = 72 (2)
4z — 4y = =52 (1)
A ¢z + 8y = 72 (2)
(1) +(2)": by = 20 |: 4

Also: y=51in (1) :x=28.
Es wurden acht Goldhamster und fiinf Zwergkaninchen verkauft.

14. (a) Hier gilt: 63cm =2 h +¢.

(b) Z.B.:
hi1 =20cm = t1 = 23cm
hi =18cm = t;=27cm.

(c) Esgilt: h=(63cm —t) : 2

h=(63cm—t):2 < 16cm | -2
63cm—¢t < 32cm | —63cm
-t £ —=3lcm | -(—1)
t 2 3lcm

Die Stufentiefe muss also mindestens 31 cm betragen.

(d) In der Formelgleichung gilt dann h =¢ : 63cm =3t t=2lcm.
Fine Stufentiefe von nur 21 cm wire fiir dltere Leute zu gefdhrlich.

(e) Es werden 1,20m : 15 = 120cm : 15cm = 8 Stufen bendotigt.
63cm=2-15ecm+¢t = t=33cm.
33cm -8 =264cm =2,64m.
Die gesamte Treppenlénge betrégt also 2,64 m.

15. (a) Wegen T77 = {1; 7; 11; 77} folgt

entweder:
a + b = 11 (1)
A a — b = 17T (2
+(2): 2a = 18

= a=9 zB.in(2): b=2
Probe: 92 — 22 = 81 — 4 = 77, stimmt.

oder:
a + b
A a — b
() +(2): 2a = 78
= a=39 zB.in(2): b=38
Probe: 392 — 382 = 1521 — 1444 = 77, stimmt.
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1. Lineare Gleichungssysteme

= L={(912); (39]38)}
(b) 83 ist eine Primzahl. Wegen Tg3 = {1; 83} folgt
a + b = 83 (1)
A a — b = 1 (2)
(D+(2): 2a = &4
= a=42 zB.in(2): b=4l
Probe: 422 — 412 = 1764 — 1681 = 83, stimmt.

(c) Wegen T3sg = {1; 2; 19; 38} folgt z.B.

a + b = 19 (1)
A a — b = 2 (2)
+(2): 2a = 21 = a¢N = b¢N

Damit folgt: L=90.

(d) Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass Edwin Unrecht hat:
a’? — b?> = 44 . Daraus wird z.B.:
a + b = 22 (1)
A a — b = 2 (2)
1+(2): 2a = 24
= a=12und b=10.
In der Tat ist 122 — 10% = 144 — 100 = 44.

Fiir a2 — 5% = 2" - p mit n € N\{1} und p € P ist die Lésungsmenge nie leer.



2. Reelle Zahlen

1. Vereinfache jeweils den Term so weit wie moglich ohne mit dem Taschenrechner zu
runden. Es muss ein logischer Rechenweg zum Ergebnis fiihren.

(8) 1/ (V/I00D + v/999) - (+/1000 — +/999)
)

3876
(b) (V32-3) - (V5+3)
(a) 1
(b) 0
2.
(a)
A /2 B
Die Hypotenuse [AB] des Dreiecks ABP bzw. ABQ ist so lang wie die Diagonale
eines Quadrates mit der Seitenlinge z, nimlich AB = 2 - /2.
Der Umfang dieses Dreiecks muss die Stablidnge [ ergeben:
z4+z+zv2=1 & z224+V2)=1l & zx=
v2 2+v2) 2+ V2
l l 2—v2 20-12 l
24v2 242 2—-42 2 2

was zu zeigen war.

e Der THALES-Halbkreis unter der Strecke [PQ] schneidet deren Sysmmetrieachse
s im Punkt S.
Folglich sind die beiden Dreiecke PSM und SQM kongruente gleichschenklig-
rechtwinklige Dreiecke, die du zu einem Quadrat mit der Seitenlinge AM =
MQ = MS = % und der Diagonalenlinge PS = QS = PB = QA = %\/5
zusammenfiigen konntest.
Dann besitzen aber die Strecken [AQ] und [BQ)] jeweils die Linge

— L\/2 = 2 (siehe oben).



3.

(a)

(b)

2. Reelle Zahlen

e Fin 2,40m = 240 cm langer Metallstab ist im Mafistab 1:20 in deiner Zeichnung
240cm : 20 = 12c¢m lang.

— Zeichne die Mittelsenkrechte s der Strecke [PQ)]

— Zeichne den THALES-(Halb)Kreis k7 unter der Strecke [PQ)]
- krns={S}

- ki(P,r1 = PS) N [PQ] = {B}

- k2(Q, 2 = QS) N [PQ] = {A}

— k3(B,r3 = BQ)Ns = {R} oder ky(A,r4 = AP)Ns = {R}
oder ks Nky = {R}

Das Dreieck ABR ist das gesuchte.

Bei der Basis 1 kann der Exponent heiflen, wie er will: Der Potenzwert ist immer 1.

(3 4 19876534212345) X (7\/_ _ 3\/5)2 —4. (4\/5)2 —4-16-2 = 128

Jede Potenz mit der Basis 0 und einem natiirlichen Exponenten hat den Wert 0.

185 _ ()555666777888999 \ . @4.95 —
37 T\ V2

=5: \/@4-95 :5:100:i:i
2 100 20
/1 5 137 137 /37 8
oA = — ] — == — =2
94 8 4 8 4 37 V2

Der Term stellt ein Produkt aus drei Faktoren dar: In jedem Klammernpaar steht

einer davon.
Fin Produkt hat dann den Wert 0, wenn mindestens ein Faktor den Wert 0 hat. Du
siehst:

1 3 9888777666555
12 131000) ) 1777555333111 _2.2). 14787
<” + Vi 2°6) \osssrrr666554 T

>0 >0

/

Dann muss der Faktor in der Mitte den Wert 0 besitzen:

V1 = 1. Nach Losung (a) ist also v/1 9876534212345 _ 4
1 3 1 1

und = : - = —: = = 1.
2 6 2 2

Somit vereinfacht sich der mittlere Faktor zu 1 —1 = 0. Damit ist der ganze Produkt-
wert 0.

10



4.

7.

2. Reelle Zahlen

1 1
1/91 ist ausfiihrlich geschrieben 4/9 + 1

Claudia hat also iiber einem Pluszeichen die Wurzel in zwei einzelne Wurzeln zerlegt. Das
darfst du aber nur bei Punktrechnungen tun.

[ 1 137 /37
Der richtige Weg wire: 91 =\V7="9 " Spétestens hier erkennst du, dass die Wurzel
,nicht aufgeht“; d.h. das Ergebnis ist nicht rational.

V37

Und tatséchlich: - ~ 3,041381265.

Wenn /2 = 1,414213562 wire, dann miisste umgekehrt

1,414213562% = 1,414213562 - 1,414213562 = 2 gelten.

Wenn man aber eine Zahl mit einer anderen Zahl multilpiziert, dann ist die Endziffer
des Produktwertes die letzte Ziffer des Produktwertes der beiden Endziffern der beiden
Faktoren.

Beispiel: 109457 - 5620003 liefert das Produkt der Endziffern 7 - 3 = 21.

Also endet der Produktwert aus 109457 - 5620003 mit der Ziffer 1. Bei Dezimalzahlen gilt
diese Regel natiirlich auch.

Der Produktwert 1,414213562 - 1,414213562 besitzt 9 + 9 = 18 Stellen nach dem Komma,
wobei die letzte Ziffer nicht 0 sein kann, denn dann wire ja schon nach 17 Ziffern Schluss.
Die letzte Ziffer ist 2 -2 = 4.

Der ETR rundet also auf 9 Stellen nach dem Komma.

Anmerkung:

Es ist 1,414213562 - 1,414213562 = 1,999999998944727844, also treten die vorhergesagten
18 Stellen nach dem Komma auf.

Der ETR zeigt aber nur 9 Stellen nach dem Komma an. Also muss er runden: Die 10. Ziffer
im Ergebnis ist eine 9. Also wird die 9. Ziffer nach dem Komma, nédmlich die 8, zur 9. Dann
miisste der ETR eigentlich fiir v/22 das Ergebnis 1,999999999 anzeigen.

Das macht er aber nur, wenn du 1,414213562 - 1,414213562 oder 1, 4142135622 per Hand
eingibst.

Wenn du dagegen ,,v/2“ eingibst, und das Ergebnis mit der ,z2“-Taste quadrierst, dann
erscheint ,glatt“ 2 im Fenster. Daraus kannst du schliefen, dass der ETR bei v/2 anders
rundet als bei der ,,Handeingabe“.

\/5_1 444‘ \/g+1 444_ (\/5_1)(\/5+1) 444_ \/52_12 444_
V2 V2 - V2-V2 o vee B

4\ 444
_ <_> _ 9444 _ 94111 _ (24)111 — 1111,
2

2«

(a)

11



(b)

2. Reelle Zahlen

D C
My
P
'«
e
A B

e Esgilt: CS=CD. (*)

Die Diagonalen [AC] und [BD] sind Halbierende der betreffenden rechten Innen-
winkel.

Also folgt ¢ = 45°.

Wegen der Innenwinkelsumme im rechtwinkligen Dreieck AS P gilt dann ¢) = 45° .
Also ist das Dreieck ASP gleichschenklig. Damit gilt:

AS =AC - SC =SP = (6v/2—6)cm.

Der Punkt S’ ist das Spiegelbild des Punktes S an der Strecke [AP]. Das Dreieck
ASP ist somit die Hélfte eines Quadrates mit der Diagonalen [AP].

Somit gilt: AP = AS - v/2 = (12 — 6+/2) cm.

= DP=AD-AS=[6-(12-6v2)]cm = (6y/2 —6)cm = PS = AS.

Mit (*) ist erwiesen, dass es sich um einen achsensymmetrischen Drachen handelt.

Die Diagonale [PC] des Drachens SCDP zerlegt dieses Viereck in zwei kongru-
ente rechtwinklige Dreiecke. Somit liegen die Eckpunkte S, C, D und P dieses
Vierecks auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [SC]. Dieser Kreis ist
also der Umkreis des Drachenvierecks.

12



3. Quadratische Funktionen

G

Ay

(a) 0,522 —3r—1=-0,50—-4 = —0,522—-2,52+3=0

D*=12,25 = +/D*=3,5
2,5+3,5

—1
x1=-6ingyy=—-1 = P(-6]|-1)
xo=1ing: yo=-4,5 = Q(1|—-4,5)

(b) Das Ergebnis folgt aus: C,,(z + 3 | —0,5(z + 3)? — 6(x + 3) — 14,5).
(c) Siehe Zeichnung

X122 =

@) BG = <—0,5x2 — 62— 12,5> und B = <—075x2 —3x+1>
A(x)—§‘_075m2—6x—12,5 —O,5x2—3x+1‘

= A(z) = (0,752 + 8,25z + 28,5) cm?

13



(e)
(f)

3. Quadratische Funktionen

x = —5,5 liefert Apin = 5, 8125 cm?.

Die Seite [A3C3] muss zur Graden g parallel sein:

W_ r+3—x B 3
e T\ —0,502 — 62 — 14,5 — (0,522 =3z — 1))~ \ -3z —13,5

—3¢—13,5

=
3

-0, = z=-4

Der Schnittpunkt im IV.Quadranten muss @ sein.

1. Moglichkeit:
-0,2522 +24+7=-0,52+3 = —0,252>+1,504+4=0
D*=6,25 = D* =25

—-1,5+2,5
T2 = 05
r1=—2ingy=4 = P(-2]4)
xe=8ingrya=—-1 = Q@B|-1)
2. Moglichkeit:
Aus der schon vorhandenen Zeichnung kannst du ablesen: P(—2 | 4) und Q(8 | —1).
Wenn du die Koordinaten dieser Punkte in die Gleichung der Parabel und die der
Geraden einsetzt, ergeben sich insgesamt vier wahre Aussagen. Das bedeutet, dass die
Punkte P und Q sowohl auf der Geraden g als auch auf der Parabel p liegen.
Weil aber eine Gerade eine Parabel héchstens in zwei Punkten schneiden kann, sind
P und @Q die gesuchten Schnittpunkte.

14



3. Quadratische Funktionen

y 4

T ~ 142

A

j
N\ 4 c¢m ~_ 1
L — —fde
/ ~
e )
B

V]
L

T~
uin

O

(c) Siehe Zeichnung.
rc=75 = x=75-4=305
= y=-0,25-3,52+3,0+7=7,4375 = As(3,5|7,4375)

(d) ya, —yp, = —0,252% + 2+ 7 — (—0,5z +3) = —0,252% + 1,5z + 4
A(z) =0,5-(—0,2522 + 1,52 4+ 4) -4cm? = A(x) = (—0,52% + 3z + 8) cm?

(e) = = 3 liefert Apay = 12,5cm?.

(f) Wenn der Punkt C5 auf der y-Achse liegen soll, dann miissen die Punkte A3 und Bs

auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand von 4 cm liegen, die durch den II. und
III. Quadranten verlduft.
Der Abstand des Punktes P von der y-Achse betrigt 2 cm. Demnach kdme der Punkt
Bjs auf der Geraden ¢ iiber den Punkt A3 auf der Parabel p zu liegen. Dadurch hitte
das Dreieck A3B3C3 den falschen Drehsinn, weil der Punkt C5 ja wie alle Punkte C,,
rechts von der Basis liegen miisste; d.h. es gibt unter allen Dreiecken A, B, C, kein
solches Dreieck A3B3Cs.

(a) S(3]1) und (5] 3) in die Scheitelform:
p:3=a-5-3%+1 = a=0,5
p:y=05-(x—32+1=...=0,522 - 32+5,5

(b) pNg:0,522 —3x+55=2-25 = 0,522—-42+8=0 = D*=0
Also ist die Gerade ¢ eine Tangente an die Parabel p.

15
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(d)

3. Quadratische Funktionen

e Siehe Zeichnung.

e Wenn der Punkt Dy den Abszissenwert 4 besitzt, dann muss der Punkt By den

Abszissenwert 4 4+ 4 = 8 besitzen.
Somit miissen die Punkte As und Cs jeweils den z-Wert 8—34 = 6 besitzen, denn
in jeder Raute halbieren sich die Diagonalen. Das ergibt dann das folgende Bild:

NI |

C

1\ /

\ /

Cs

\
/ \\ L Zcm/ 2¢m

/ \
/ 2cm 2lcm Ay
D, Bi
\ /
\ /
1 B*
\ 1/
\ /
1 T

A/

Aq

o A,Cpn(z) = (0,522 — 4z + 8) cm = [0,5(2? — 8z + 16)] cm = 0,5(x — 4)* cm

Es gilt stets (z — 4)2 2 0 und damit 0,5(z — 4)% 2> 0.

Fiir 2 =4 gilt A,C,,(4) = 0cm ; d.h. die betreffende ,,Raute* wiirde zur Strecke
entarten.

Der Drehsinn sdmtlicher Rauten bleibt immer richtig, weil die Punkte C,, auf der
Parabel p stets ,iiber* der Geraden g mit ihren Punkten A,, liegen.

Also gibt es Rauten A, B, C,, D, fir x € R\ {4}.

Fiir den Flicheninhalt A der Rauten A, B,C,D, gilt in Abhingigkeit von z:
A(z) =0,5-4-(0,52% —4x +8)ecm? = ... = (x — 4)2cm?
Nur fiir # = 4 verschwindet der Fldcheninhalt der betreffenden (zur Strecke

16



3. Quadratische Funktionen

entarteten) Raute.
Also gibt es Rauten A, B, C,,D,, fir x € R\ {4}.

Die Gerade g ist eine Tangente der Parabel p. Also gibt es keinen Punkt auf der
Parabel, der die Gerade g {iberqueren und damit den Drehsinn auch nur einer
der Rauten A,,B,,C, D, umkehren kénnte.

Einzig der Beriihrpunkt B* stellt einen kritischen Fall dar.

Wie in der Losung (b) schon gezeigt, gilt 0,522 —42+8 =0 = 0,5(xz—4)?2 =0
und damit folgt B*(4 | 1,5) (siehe Zeichnung). Nur dort gibt es eine (zu Strecke
entartete) ,Raute.

Also gibt es Rauten A, B,C, D, fir x € R\ {4}.

Die Quadratdiagonalen liegen wie alle Rautendiagonalen A,,C,, zur y-Achse par-
allel und sie halbieren jeweils zwei rechte Innenwinkel der betreffenden Quadrate.
Die Gerade g besitzt den Steigungsfaktor m=1; d.h. sie schneidet die z-Achse un-
ter einem 45°-Winkel. Folglich miissen die Quadratdiagonalen einen 45°-Winkel
mit der Geraden g einschliefen. Also miissen die Quadrateckpunkte unter den
Rauteneckpunkten B,, auf der Geraden ¢ liegen.

1. Moglichkeit:

0,502 —4dx+8=4 = 052> —4x+4=0 = D*=8.

Die quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen und damit gibt es zwei Qua-
drate.

2. Moglichkeit:

Der Eckpunkt By der Raute A;B1C1D; liegt ,iiber* der Geraden g, der Eck-
punkt Bs der Raute AsBoCy Do liegt dagegen ,,unter® der Geraden g.

Also muss einer der Punkte B, — wir nennen ihn B3 — wihrend der Wanderung
von der Position 1 zur Position 2 auf der Geraden g liegen.

Die Gerade g besitzt den Steigungsfaktor m=1; d.h. sie schneidet die z-Achse
unter einem 45°-Winkel. Das bedeutet, dass auch in der betreffenden Raute
A3B3C3D3  <(B3A3C3 = 45° gilt. Aus Symmetriegriinden muss dann <<B3A3D3 =
90° gelten. Wenn jedoch in der Raute A3B3C3D3 ein Innenwinkel das Mafl 90°
besitzt, dann muss diese Raute (wie jede andere auch) ein Quadrat sein.

Wenn nun Punkte B,, iiber den Punkt By der Raute A;BsCsDo hinaus nach
rechts wandern, nehmen die Diagonalenldngen A,,C,, wieder zu. Sie ,,heben* dann
die Punkte B, iiber die Gerade g hinweg. Also muss es einen weiteren Punkt By
geben der auf der Geraden g liegt. Aus den vorherigen Uberlegungen muss dieser
Punkt By zu einem weiteren Quadrat A4B4C4D4 gehoren.

Links von der Position des Quadrates A3 B3C3D3 und rechts von der Position des
Quadrates A4B4Cy D, iiberquert keiner der Punkte B,, mehr die Gerade g. Also
bleibt es bei den beiden Quadraten.

Anmerkung:

Die verdnderlichen Rauten lassen sich sehr anschaulich in einer Datei, die mit
Hilfe des dem dynamischen Mathematikprogrammes ,, GEONExT* erzeugt wurde
(,10eh116.gxt*), darstellen.

17



3. Quadratische Funktionen

4. (a) Siehe Zeichnung.

) \

\ n R

/ NREAY \

/ R A

%) lem .

/o 1

s 2em 1

I N AL N
/ Of\ 1=

y
/ \

(b) Es gilt: P,Qn2% = (z — z)? cm? + [(—0,52% — 4z + 1) — (0,52 + 3)] cm?
= (=0,52% — 4,52 — 2)? cm?.
= P,Q,=|-0,52%2 — 4,50 — 2| cm.
Weil die y-Werte der Punkte P, stets grofler als die y-Werte der Punkte (),, sind,
kannst du die Betragstriche weglassen.
Also folgt: P,Q,(x) = (—0,52% — 4,52 — 2) cm

(c¢) 1. Moglichkeit: anschaulich
Die Hohen [R, F,| der Dreiecke P,Q,R,, sind konstant 2cm lang (vgl. [RyF}] in der
Zeichnung). Nur die Langen der zugehorigen Grundlinien [P, @] sind verédnderlich.
Wegen der Formelgleichung fiir Dreiecksflichen A = % - Grundlinie - Hohe héngt der
Fliacheninhalt dieser Dreiecke P,Q,R, nur von den Léngen der Grundlinien [P,Q,]
ab. Wenn dort die maximale Linge erreicht ist, dann ist auch die zugehérige Drei-
ecksfliche am grofiten.
2. Moglichkeit: rechnerisch
Fiir den Flécheninhalt A der Dreiecke P,Q@, R, gilt in Abhingigkeit von z:

A(x) = %‘PnQTL'RnFn =

- (—0,52% — 4,52 — 2) - 2cm? = (—0,52% — 4,5z — 2) cm?.

N | =
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3. Quadratische Funktionen

Damit stimmen fiir jeden zuléssigen x-Wert die Maflzahlen von Flécheninhalt und
Grundlinienlédnge {iberein.

Wenn also eine der Grundlinien [P,Q,] am lingsten wird, dann ist auch der Inhalt
der zugehorigen Dreiecksfliche maximal.

Es gilt Qn(z | 0,52 4+ 3) und R, (z +2|0,5(x +2)+3) = (z+2] 0,5z + 4).
Betrachte das Steigungsdreieck Q1 H Ry, das an der Geraden g unverdnderlich ist.
Dem kannst du entnehmen, dass stes Q, R, = V12 + 22 cm = /5 cm gilt.

Von Aufgabe (b) ist P,Qy,(z) = (—0,52% — 4,5z — 2) cm schon bekannt.

Es muss —0, 522 — 4,5z — 2 = /5 gelten.

& 0,522 4+4,50+12+vV5) =0 = D*=16,25—-2/5(=~11,78) >0

Also gibt es zwei solche gleichschenklige Dreiecke.

e Siehe Zeichnung.

o x = —T7 liefert: Po(—7|4,5), Q2(—7| —0,5) und Ro(—510,5).
PQy = 5cm, QoRa(x) = v/5em (siche Losung der Aufgabe (d)) und PRy =
V(=5+T7)2+ (4,5 —0,5)2cm = v/20 cm
In diesem Dreieck PoQoRo gilt der Satz des PYTHAGORAS:
52 = /52 4+ 1/202. Also ist das Dreieck P,QyRy rechtwinklig.

e Jeder Eckpunkt @), der Dreiecke P,Q,R, ist Scheitel eines Winkels mit dem
MaB ¢ (Stufen- oder F-Winkel). Im Steigungsdreieck Q1 H Ry ist der Punkt Ry
ebenfalls Scheitel eines Winkels mit dem Mafl ¢ (Wechsel- oder Z-Winkel).

Dort gilt: tan ¢ = % = p~063,43°.

e Die Parallele h zur Geraden g durch den Punkt P, schneidet die Parabel p im
gesuchten Punkt Pj (Siehe Zeichnung).
Begriindung:
Der Punkt P, besitzt den Abstand P, Ry zur Geraden g. Alle Punkte P, aber,
die den Abstand PRy von der Geraden g haben, liegen auf einer Parallelen (in
der Zeichnung: h) zur Geraden g die den Abstand P, Ry besitzt.

e Weil alle Strecken [Q, R,]+/5cm lang sind, miissen die gesuchten Dreiecke z.B.
zum Steigungsdreieck Q1 H R; kongruent sein; d.h. es muss gelten:
PoQn(z) = (0,522 — 4,52 — 2)em = lem < —0,52%2 — 4,50 —3 =10

_ 45 VI

1 T~ —8,27 und 1 =~ —0,72

D* =14,25 = 21

e P(=3|3,25)inp:2,25=a-(-3)2—-(-3)-3 = 2,25=9a = a=0,25
und p:y = 0,252% — x — 3.

-1 (—1)2
_ —3_ =(2]-4
S( 2-0,25 3 4-0,25) 2]=4)
® 0,2522 —2—3=0,50—526 = D*=—0,01 <O0: Die Gerade ¢ meidet die
Parabel p.
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3. Quadratische Funktionen

y A
\ /
Co
\
\ /
(,'1 1
[0) .
A1 tl 442 b
I~ L1
(c)
BnCn(x) = yc, —ys,
B,Cp(z) = 0,50 +1—(0,2522 —x —3)
= 0,52 +1—0,25224+z+3
B,Cn(x) = (-0,2522 + 1,52 + 4) cm?
(d) Fiir den Fliacheninhalt A der Dreiecke A, B, C), gilt in Abhéngigkeit von :
1
A(w) = 5 -4 (=0, 252% 4 1,52 4 4) cm?.

A(x) =2 (—0,252% + 1,5z + 4) cm?.
A(z) = (—0,52% + 3z + 8) cm?.
x = 3 liefert Apqe = 12,5cm?.

(e) Die beiden Dreiecke A3B3C3 und A4B4Cy miissen gleichschenklig sein:
B,Cp(z) =4cm: = —0,2522 + 1,50 +4 =4
& z(-0,25x+1,5)=0 & =0 V x=6

(f) Die Dreiecke A, B, C), konnen als Steigungsdreiecke zu den Hypotenusen [A,,C},] auf-
gefasst werden:
Wenn eine dieser Hypotenusen [A,C),] auf der Geraden g liegen soll, dann miissen
beide Steigungsfaktoren iibereinstimmen; d.h.

—0,2522 + 1,5z +4 1

1 & 0,522 +3x+8=4

& —0,5224+3x+4=0= D*=17>0.
Also gibt es zwei solche Dreiecke.

(a) y=0,522+22+1000=...=0,5-(x +2)2+998 = Sp(—2]998)
Skizziere die Parabel py.
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3. Quadratische Funktionen

Z.B.p1:y=—0,17296 - (z + 2)% 4+ 998
ZB.py:y= —0,5-($—%)2

Wihle unter den beliebig vielen Parabeln, die in Frage kommen, am besten eine
Parabel (nenne sie p3) aus, die zur Parabel py kongruent ist, die aber nach unten
geoffnet ist: Der Formfaktor hat dann den Wert —0, 5.

Waihle dann am besten deren Scheitel so aus, dass dieser genau unterhalb des Scheitels
So(—2 | 998) liegt, also z.B. S3(—2 | 997).

Diese Parabel p3 hat dann die Gleichung y = —0,5 - (z + 2)% + 997.

- nur einen Punkt gemeinsam hat“ ertffnet zweierlei Losungsmoglichkeiten:

5o

() Die gesuchte Parabel schneidet die Parabel py nur in einem Punkt
(8) Die gesuchte Parabel beriihrt die Parabel py

Die einfachste Moglichkeit der Auswahl besteht in der Moglichkeit («):

Die Parabel pg wird nach rechts oder nach links verschoben. Damit behélt der Form-
faktor den Wert 0,5 und die beiden Symmetrieachsen liegen parallel. Damit verlaufen
auch die Parabeléste so, dass sie sich nur einmal {iberkreuzen.

Also z.B.:py:y =0,5- (x + 1)% 4+ 998.

Rechnerisch wiirde sich dann mit der Parabel p4 die folgende Gleichung ergeben:
0,5 (x+2)2+998=0,5-(x+1)2+998... & 22=-3z=-1,5

Egal, wie weit du die Parabel pg nach rechts oder links verschiebst: Rechnerisch hebt
sich stets nach dem Gleichsetzen der Summand mit dem Faktor 22 weg.

In der Moglichkeit () miisstest du nach einer Parabel ps suchen, welche die Parabel
po beriihrt. Eine entsprechende Parabelgleichung ist nicht so schnell und auch nicht

so leicht zu finden, wie in der Moglichkeit (o).
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3. Quadratische Funktionen

(a)

(d)

ko

Der Mittelpunkt M; muss sowohl zur Tangente ¢; als auch zur z-Achse den glei-
chen Abstand besitzen. Alle Punkte, die jeweils von diesen beiden Geraden mit dem
Schnittpunkt S; den gleichen Abstand besitzen, liegen auf der Halbierenden wi des
Winkels 1751 F;. Diese Halbgerade verlduft dann durch den Punkt M.

Die Tangente to schneidet die x-Achse im Punkt S3. Dort bildet die Tangente to mit
der z-Achse einen stumpfen Winkel im III. Quadranten. Die Halbgerade ws halbiert
diesen Winkel. Dann folgt: [MTy N we = {Ms}.

Fiir T5(4 | 0) und Ty(—4 | 0) entarten die Beriihrkreise zu Punkten.

Fiir T5(0 | —4) liegt die zugehorige Kreistangente waagrecht. Der zugehorige Beriihr-
kreis miisste sich am Punkt 75(0 | —4) nach unten kriimmen. Er kénnte dann die
x-Achse niemals beriihren.

Mann konnte die Tangente noch als gigantischen ,,Beriihrkreis“ deuten, der die x-
Achse rechts und links ,,im Unendlichen* beriihrt.

e Wenn du den Beriihrkreis k1 an der y-Achse spiegelst, dann erhiltst du einen
Kreis k] mit dem Mittelpunkt M7, der die Kreislinie k ebenfalls von innen beriihrt
(siche Zeichnung). Also liegt der Punkt M| ebenfalls auf der Parabel p. Dasselbe
gilt nun fiir das Spiegelbild M} des Mittelpunktes My und damit fiir alle denk-
baren Kreismittelpunkte.

Daher ist die y-Achse die Symmetrieachse der Parabel p.

Je néher die Beriihrkreise im I. und II. Quadranten der y-Achse kommen, desto
grofler wird deren Durchmesser; d.h. desto hoher liegen die zugehorigen Kreis-
mittelpunkte. Der Kreis kg, dessen Durchmesser auf der y-Achse liegt, ist am
grofiten; d.h. dessen Mittelpunkt My(0 | 2) liegt am hochsten. Das muss dann
der Parabelscheitel sein.
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3. Quadratische Funktionen

Wegen der Lage der Punkte 75 und Ty muss die Funktionsgleichung der Parabel
die Nullstellen 4 und —4 besitzen.

e 1. Moglichkeit:
mit den beiden Nullstellen 4 und —4 sowie dem Scheitel S(0 | 2)
pry=a-(r—4)(x+4) AN S0O]2)ep:
2=a-(0—-4)(0+4) = a=-0,125.
Eingesetzt: p:y = —0,125 - (z — 4)(x +4) = —0,125 - (2% — 16)
y = —0,1252% + 2
2. Moglichkeit:
mit den Scheitelkoordinaten (0 | 2) und z.B. dem Punkt 75 (4 | 0)
piy=a-(x—02+2 A T3(4]0)€p:
0=a-(4-02%+2 = -2=16a = a=—0,125 usw.

(e) Dieser Kreis sei kg mit dem Mittelpunkt M.
Auf der Winkelhalbierenden des I. Quadranten gilt y = z. Mit dem Ergebnis in der
Aufgabe (d) folgt dann:
r=-0,12522+2 mitG=R" <« 0,1252>+2-2=0

—1++2
— 2= Tyas

Wegen G = R™ muss das Minuszeichen im Zihler entfallen.

Vi-1_

Also: z = =4(vV2-1).
SO: T 0,55 (\/_ )
A 42(v2-1)2.
B 2WV2-1)?7 T 322~ 17,16%
Ay, 427

8. Berechne zunichst den Parabelscheitel: S(zg | yg) mit
a=-10,b=—-19 und c = 2.

—-19 (—19)2
s < U und ys 1 (_10)

5 (~10) >0

Der Scheitel liegt also im II. Quadranten.

Wegen a < 0 ist die Parabel nach unten getffnet, also verlduft ihr linker Ast auch durch
den III. Quadranten.

Weil sich die Aste der Parabel nach unten beliebig weit voneinander entfernen, muss ihr
rechter Ast ,irgendwann* die y-Achse iiberqueren. Also verlauft der Graph auch durch den
IV. Quadranten.

Nun musst du noch untersuchen, ob es Punkte auf der Parabel gibt, die im I. Quadranten
liegen.

Ermittle dazu die Nullstellen der Funktionsgleichung: 1022 — 192 + 2 = 0.
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9.

D* =

T2 =

3. Quadratische Funktionen

(=19)2 —4-(—10) - 2 = 441 und VD* = 21

19 £ 21

50 x1=—2und 22 =0,1.

xo = 0,1 liegt rechts vom Ursprung auf der x-Achse; also verlduft die Parabel auch durch
den I. Quadranten und damit durch alle vier Quadranten.

(a)

(b)

()

(d)

Vor dem binomischen Klammerterm steht heimlich der Formfaktor 1, egal, womit a
belegt wird. Also handelt es sich ausschliefllich um nach oben getffenete Normalpa-
rabeln.

/
~—_

i
w

wn
m
D
e
at+

L}
w
o}

So

Esistzg=2a = a= %g (1) und weiter gilt: ys = a® — 3.
2
Mit (1) folgt:ys = ‘%S —3=0,2502 — 3.

Aus der Schargleichung folgt: Die Parabeln besitzen die Scheitelkoordinaten (2a |

a’ —3).
Die Parabel p4 besitzt den Scheitel Sy(—1 | 2,75).
Es muss einerseits 2a = -1 << a = —0,5 gelten.

Gleichzeitig muss a? — 3 = —2, 75 gelten. Das ist fiir a = —0,5 (oder a = 0,5) erfiillt.
Also gehort die Parabel py der Schar an.
Die Parabel ps besitzt den Scheitel S5(3 | —0,75).
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3. Quadratische Funktionen

Es muss einerseits 2a =3 <& a=1,5 gelten.

Gleichzeitig muss a? — 3 = —0, 75 gelten. Das ist fiir a = 1,5 (oder a = 0,5) erfiillt.
Also gehort die Parabel ps der Schar an.

Die Parabel pg besitzt den Scheitel Sg(—5 | 3,75).

Es muss einerseits 2a = =5 <& a = —2,5 gelten.

Gleichzeitig muss a® — 3 = 3,75 gelten. Das ist fiir a = —2, 5 nicht erfiillt. Also gehort
die Parabel pg der Schar nicht an.

(e) Wenn eine dieser Parabeln die z-Achse beriihrt, dann liegt ihr Scheitel auf der -
Achse. Das ist dort der Fall, wo der Trégergraph aller Scheitelpunkte die z-Achse
schneidet. Es gibt offensichtlich zwei solche Schnittpunkte.

(a) Mit Hilfe einer Formelsammlung kannst du das Ergebnis sofort errechnen.

1
(b) Es miisste xg = 5 = 0 gelten. Ein Bruch hat aber nur dann den Wert 0, wenn der
a

Zéhler den Wert 0 besitzt. Das ist hier jedoch nicht der Fall. Also gibt es keine solche
Parabel.

(c) Lége einer der Scheitelpunkte im II. Quadranten, dann wire sein Abszissenwert < 0.

1 Ce
Wegen xg = 5 miisste a positiv sein.
a

1
Wegen ys = —a — 1a folgt ys < 0.
a

Dann liegt jedoch der Scheitel im III. und nicht im IT. Quadranten.

a | -1 | -05] 05 | 1
H 0,5]1,25) \ (1]1) \ (—1]-1) \ (0,5 | —1,25)

yA
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11.

(e)

(f)

3. Quadratische Funktionen

Es gilt:
1 1 ,
rs = % (1) < GZ—Q_xS (1)
1
AN ys = — 1 (2)

2-xg

Die Tabelle der Aufgabe (d) lisst vermuten, dass ein Vorzeichenwechsel des Para-
meters a eine Punktspiegelung des betreffenden Parabelscheitels am Koordinatenur-
sprung zur Folge hat. Die Parabel bleibt dabei deckungsgleich zur urspriinglichen
Parabel, wechselt aber ihre Offnungsrichtun% (siehe graphische Darstellung).

1
Also: @/ = —a und zg = 57 T T Tor T 3a = TS

1 1 1
d ) = — I = (= _—_— = — —q — —— = —
e vs “ T 4 (=a) 4-(—a) < “ 4-a> ys

Schnittpunkte mit der x-Achse verlangen y = 0 : az? +z —a = 0.

Fiir die Diskriminante D* ergibt sich: D* =12 —4-a - (—a) = 1 + 4a®.

4a? wird nie negativ. Daher bleibt 4a? + 1 stets positiv. Also hat die quadratische
Gleichung az? + x — a = 0 stets zwei Losungen. Damit schneidet jede Scharparabel
die z-Achse zweimal.

ym
Xm
r+y = 255 (1) & y=255-z (1)
Es gilt: A zey = 140 (2)

(1))in (2): z- (25,5 —2) =140 < —2*+2552—140=0
= L={17,5; 8}. Wegen (1) folgt: y =8 V y =17,5.
Das Gartengrundstiick ist 17,5m lang und 8 m breit (oder umgekehrt).

Fiir den Flicheninhalt A gilt: A = z - ym?.

Mit (1) folgt A(z) = 2(25,5 —x)m? <  A(z) = (—2% + 25,57) m?%.

Der Extremwert muss wegen des negativen Vorzeichens von z? ein Maximum sein. Die
Berechnung erfolgt z.B. so, als ob du die Scheitelkoordinaten der zugehorigen (nach
unten gedffneten) Parabel ermittelst:

a=-1 b=255und c=0:
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13.

3. Quadratische Funktionen

2 25, 52
3725:12,75 und yg =0 — Eii

= 162, 5625 (Maximum).

rg = —

Mit dem 25,5m langen Maschendraht hétte Familie Taerkot auf diese Weise sogar
etwas mehr als 162 m? einzdunen konnen.

Die Lénge = 12,75m liefert mit (1)’ die Breite y = (25,5 — 12,75)m = 12,75 m.
Das bedeutet, dass der flichengrofite Garten eine quadratische Form hétte.

Du kannst das durch z.B. Einsetzen iiberpriifen:

—4 in (1): (—4)2 40,5 (—4) — 14 = 0 ergibt eine wahre Aussage.

3,6 in (1): 3,62 +0,5-3,6 —14 = 0,76 # 0; d.h. 3,6 ist keine Losung.
22+0,5-14=0]-2 < 22242 —28=0. Wenn du jetzt noch die Summanden x

und 222 vertauschst, erhiltst du die Gleichung (2). Beide Gleichungen sind #quivalent.
Also haben sie die gleiche Losungsmenge.

L
iy
~_

Cy
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3. Quadratische Funktionen

P(—4|-4,5): -45 = 0,5-(-4,5)2+b-(—4,5)+c
Q(1]3): 3 = 0,5-12+b-1+c¢
—4,5 = 8—4b+c (1)
3 = 0,5+b+c (2)
(2) — (1): 7.5 = —7,5+ 5b

= b=3undzB.in (2): c=—-0,5.
Also gilt fiir p: y = 0,522 + 3z — 0, 5.
-3 32

= — = — = — —_ = — —_ —5 .
Ts 505 3 und ys 0,5 105 5= S(-3|-5)
Siehe Zeichnung oben.
An den Schnittpunkten der Parabel mit der Geraden gilt: x = —6 bzw. z = 1.

Dort liegen die betreffenden Punkte A,, und C,, aufeinander. Also gibt es jeweils kein
Dreieck.

WEeil die Punkte B, niemals mit den Punkten A, zur Deckung kommen, kann das
betreffende Dreieck hochstens zur Strecke entarten.
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4. Quadratische Gleichungen und
Ungleichungen

1. (a) -

(b) e Eine Moglichkeit der Losung besteht darin, vom Flidcheninhalt der Flagge denjeni-
gen der beiden iiberlappenden Rechtecke, die das Kreuz ergeben, zu subtrahieren.
Um den Flédcheninhalt des Kreuzes zu erhalten, musst du jedoch am Ende den
Inhalt des Quadrates im Zentrum einmal abziehen, weil das Quadrat ja beiden
besagten Rechtecken angehort.
Also: Ay(z) =11-16cm? — (112 + 162 — 2?) cm? = (22 — 27z + 176) cm?

e Wie oben schon dargelegt, ergibt sich:
Ap(z) = (112 + 162 — 22) cm? = (—22 + 272) cm?

(c) Der Flicheninhalt des umlaufenden Rechtecks betrigt 176 cm?.
30% von 176 cm? = 52, 8 cm?.
52,8 = —22 4+ 270 & 22 —27x+52,8=0

27 +4/517,8
2

xr12 =

x1 =0,5-(27+/517,8) ~ 24,88 (t) , wegen G =]0; 11[R.
@ = 0,5 (27 — /5IT,8) ~ 2,12 € G =]0; 11[.
Also: L = {13,5 — 0,5,/517,8}.

(d) 22 - 272 + 176 = —2%2 + 272 & 222 — 54w + 176 = 0 mit G =|0; 11[R

5442377

€12 4

x1 =13,54+0,5v377~ 23,21 (f) , wegen G =]0; 11[R.
2o = 13,5 — 0,5v/377 ~ 3,79 € G =]0; 11[R.
Also: L = {13,5 —0,5v377}

2. (a) 15m = 1500 cm entsprechen hier 6 cm.
Dann entspricht 1cm im Plan 1500cm : 6 = 250 cm in Wirklichkeit.
Der Plan wurde also im Maflstab 1 : 250 erstellt.

(b) e Im Plan ist jeder Radweg 1cm breit. Also wiirden die Radwege 2,50 m breit.
Die Gesamtfliche der beiden Radwege wiirde
2,5-15+2,5-12,5)m? = 68,75 m? betragen.
( ) ) ) ) ) g
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4. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

68, 75 m>

595 2 > 0.3 = 30% > 25%: Protest!

e Es gilt der Ansatz:
152+ (15 —2) -2 =025-225 < 22 —30x+56,25=0

30 £15v/3
T2 = ——F——
Das Pluszeichen entfillt, da sonst x > 15 wird. Also gilt:
15
<15 - 7x/§.

(c) e Das Dreieck M;M/S ist gleichseitig mit der Seitenlinge AB = 15m und der Hohe
- 15 N 15
BS:?\/gm = CS:(15—?\/§)m

e CS~2009m~2m
Radwegfliche fiir diesen Fall: 2 - 15m? + 13 - 2m? = 56 m?

56 m?2

o5 = 0.248 = 24,8%. Das ist ok.
m

3. (a) Die Figur wurde etwas kleiner gezeichnet:

D~——(6-X)cm——~| C |

xcm
S R | T
(6 — 2X) crre
P Q
A B

[e—— 6cm —

(b) 1. MOgllChkelt ARechteck = % . AABCD = 07 2- AABCD
r(6-2)=0,2-36 & 22-6x+7,2=0 (*)

6 4+ 64/0,2
Mit vVDx* = 6\/5 fo]gt; Ti = %

Das Pluszeichen entfillt, da sonst x > 6 wére.

Also gilt: x =3 —34/0,2 ~ 1,66.

2. Moglichkeit: Apgrs = £ - Aapcp
(6 -22)2=0,2-36 < 36—24r+422="7,2
a2 —6x+7,2=0 siehe (*)
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4. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

3. MOgllChkelt APQRS = ARechteck
(6—-22)2=2(6—12) < 36— 241+ 42° =62 — 22
& 22 —-6x+7,2=0 siche (*)

6+ 2v/3

1
(c) o(6—2x)2:§-36 & 22 —6r+6=0; 210 = 5

Das Pluszeichen entfillt wieder, da sonst x > 6 wire.
6 2
Also gilt: x:3—\/§:§—§\/§.

e Die Seite [AB] besitzt den Mittelpunkt M.
Weiter gilt: DM = M E = 1cm. Die Punkte M und A sind die Mittelpunkte der
beiden Kreisbogen.

D C

F

Unter der Basis [DE] wurde das gleichseitige Dreieck DFE mit der Seitenlénge
) .
2 cm konsturiert. Also ist die Hohe M F = 5\/§cm lang. Dann gilt auch M F =

- - 2 -
MG. Dann ist aber AG = (3 — 5\/§)cm: (3—+3)em = zcm = AP.

4. (a) Wenn das ,,L“ iiberall x m dick ist, dann ist die geflieste Fléche ein Quadrat mit der
Seitenlénge (6 — z)m.
Wenn das , L die Hilfte der Gesamtfliche ausmacht, dann muss die quadratische ge-
flieste Fliche die andere Hilfte einnehmen. Als Mafizahlengleichung ergibt sich dann:
(6 —2)2=0.5-(6-6) =18, mit z € |0, 6[R .
& |6—2|=VI18=9-2=3V2.
& 6-2=3vV2 V 6-—z=-3V2.
& r=6-3vV2 VvV z=6+3V2.
Wegen x € 0, 6[g folgt 2 = 6 — 3/2.
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4. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

(b) e Der Grundriss ist im Mafistab 1 : 100 dargestellt. (1m = 100 cm).

[ ]
A T 1m

0,5-6v2m

Ein Quadrat, dessen Seitenldnge 6cm betrdgt, hat eine Diagonalenlénge von
6\/5 cm.

0,5 - 6v/2cm ist dann gerade die halbe Diagonalenlinge dieses Quadrates.

Du erhéltst , wenn du mit Hilfe des Kreisbogens die Differenz aus der Seitenlédnge
des groBen Quadrates und seiner halben Diagonalenléinge abtrigst.

e Der Rest ist klar.

D Qs Q1 C
Ry
Rs ¢ » s
» Py
A S, Ss B

(b) Es gilt AS,BP, = AR,Q,D und A P,CQ,, = A AS, R, .
AABC’D =48 cm2

AP.QuRnS, = AaBcD — 2 Aas,.BP, — 2 AA P.CQ, -
2-Apns,Bp, =2-0,5-5,B-BP, = (1—k)-8cm-6kcm =48cm? - (1 — k) - k.
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4. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

2-Aap,cg,=2-0,5-P,C-CQp=(1—k)-6cm-8kcm =48cm?- (1 — k) - k.

Ap.QuRns, = 48 cm? — 2 - 48cm? - (1—k)-k
Ap,QnRnS, = 48 cm? - [1—2k(1 — k)]
_ AP.QuRaSy _ 48 cm? - [1—2k(1 — k)]

= = =1-2k(1—k).

(c) q(0,4) =1—-2-0,4-(1—0,4) =0,52 = 52%
(d)

1-2k(1—k) = 0,58
2k —2k+1 = 0,58
2k* — 2k +0,42 = 0

= k1 =0,3 und ky=0,7
(e) e Siehe Zeichnung.

e Es handelt sich um eine Raute.
Begriindung: Die vier rechtwinkligen Dreiecke S5 B P5, PsCQs5, R5sQ5D und ASsR5
sind kongruent, denn die besitzen jeweils Katheten, die jeweils 3cm bzw. 4cm
lang sind. Also sind auch ihre Hypotenusen, die die Seiten des Parallelogramms
P5Q5R5S5 bilden, gleich lang. Also ist dieses Viereck eine Raute.

o q(k) =1-2k(1—Fk) = 2k* -2k +1 =2(k* —k+0,52—-0,25)+1 = 2[(k—0,5) —
0,25) +1] = 2(k — 0,5)2 +0,5
k = 0,5 liefert den minimalen Flichenanteil von 0,5 = 50% .

(a) z=6.

(b) Gleichung (2):
Da der Nenner stets von 0 verschieden ist, hat der Bruch den Wert 0, wenn der Z&hler
den Wert 0 hat. Das ist wieder wie in (1) fir 2 = 6 der Fall.

Gleichung (3):
Fiir die Definitionsmenge D gilt: D = R\{—3}. Der Z&hler verschwindet fiir z = 6.
Also ist die Losung wieder die gleiche wie in (1).

Gleichung (4):

Der Nennner wird 0, wenn x = 6 gilt. Also folgt D = R\{6} .

Der Zihler hat nur eine einzige Nullstelle, ndmlich 2 = 6 ¢ D. Die Losungsmenge ist
im Gegensatz zu (1) leer.

Gleichung (5):
Wieder gilt D = R\{6} .
36-—22=6-2)6+7)=0 < z=6¢DVar=-6€D.
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4. Quadratische Gleichungen und Ungleichungen

Also ist z = —6 die einzige Losung. Sie stimmt nicht mit der Losung von (1) iiberein.

Gleichung (6):

D =R\{-6}.

0,522 —6x+18=0,5(r —6)2=0 & x=6¢D.

Die Gleichung (6) besitzt die gleiche Losung wie die Gleichung (1).

Gleichung (7):

D =R\{3}.

=0 & z=-2e€eDVz=6¢D.

Eine der Losungen der Gleichung (7) ist zwar mit der der Gleichung (1) identisch,
aber die Gleichung (7) besitzt noch eine zweite Losung, die in (1) nicht auftaucht. (1)
und (7) haben also verschiedene Lisungsmengen.

Gleichung (8):
(-1, )7 (V2z +2v3) - 17% - (V2x —V12) =

1 1
(~L)7 175 [(\/290)2 - (VI2)] = (-, D)7 175 20 - 12] = 0.
& x=6¢D.
Also ist die Losung wieder die gleiche wie in (1).
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Flacheninhalt ebener Vielecke

(a) - -
(b) APQRS = 9CH12
(c) B =14,04°

(a) 9cm, 18cm

(b) d = v/405cm ~ 20,12 cm

(a) e=4cm
(b) u=4-+40 em =~ 25,28 cm

(a) [F'G] ist genauso lang wie die Diagonale [AC| des Quadrates ABCD.
Also gilt: av/2=3,2 = a= 3—; =~ 2, 26.

7
Fiir die Zeichnung: AF = KB = 2acm ~ 5,52 cm.
F H
M. —,E
G ‘ N
C
K
A B
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(b)
()

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

2
A(ABCD) = a?cm? = (37%) cm? = 5,12 cm?

e Wegen CE = 0,5 - AC miisste gelten:
20 =1,5av/2 (a#0) = V2=75=73.
Weil aber /2 irrational ist, liegt hier ein Widerspruch vor.
Dieser Widerspruch lésst sich auch durch Vergéflerung oder Verkleinerung der
Figur nicht auflésen: Jede Vergréflerung oder Verkleinerung ist eine winkeltreue
Abbildung. Wenn in der Ausgangsfigur keine zwei Winkel mafigleich sind, dann
wird dies auch bei einer Gréflenénderung nicht anders.

e Es wird nur mit Mafizahlen gerechnet.
1. Moglichkeit:
A(AEF) = 0,5AE - FC =0,5-1,5aV/2 - ay/2 = 1, 5a°.
2. Moglichkeit:
A(AEF) =0,5-AF -EM = 0,5-2a-1,5a = 1, 5a>.
3. Moglichkeit:
Das Lot [F'C] zelegt das Dreieck AEF in die beiden rechtwinkligen Teildreiecke
ACF und CEF.
Das Dreieck ACF ist so grofi wie das Quadrat ABCD: A(ACF) = a.
Weil [FC] || [HN] ist, folgt A(CEF) = A(FCH) = 0,5a°.
= A(AEF) =a®+0,50% = 1,54

8. Der Flicheninhalt betrigt 8,625 cm?.

()

(e)

2
5 gch =2 Z&U cm? = (0,252% 4 2x) cm?

1. Moglichkeit (miithsam):

0,252 +2x =33 & 0,25(x+4)?=37 & (z+4)%=148(%)

Wegen x € RY ist (*) gleichwertig mit 2 = 2¢/37 — 4 > 8, was wegen EF = zcm <
AB = 8cm nicht geht.

2. Moglichkeit:

Damit das Dreieck AE D existiert, muss ¢ < 8 gelten. Das Trapez ABF E nimmt stets
weniger als die Hilfte des Rechtecks ABCD ein. Also muss stets A7 < 32cm? sein
und damit kann dieser Flicheninhalt nicht gréfer als 32cm? (némlich 33 cm?) sein.

Der Fliacheninhalt des Rechtecks ABC D muss dreimal so grofl sein wie der Fléchen-
inhalt des Trapezes ABFE:

3-(0,25024+22) =8 = 0,7522-22=0= 2(0,752—-2)=0 = 2=0f%
wegen x € R V0,752 —-2=0= x~2,67

Es muss gelten:

1
8—x:§\/§ & = 6 & rx~4,29

2+/3
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(f) Es muss gelten:
x+g:8 o 15z=8 & w~533

10.

(a) ~

(b) ARQC =2 AAPS A ASRD = APBQ.
Damit sind je zwei gegeniiber liegende Seiten des Vierecks PQR.S gleich lang. Also
handelt es sich um ein Parallelogramm.

(¢) Der gesuchte Flicheninhalt ergibt sich z.B. dadurch, dass man an den Eckpunkten
des Rechtecks ABC'D die vier jeweils paarweise kongruenten rechtwinkligen Dreiecke

abschneidet.
Es gilt: RD = 0,5(a —2)em = PB A SD =0,5(b — x) cm = BQ.
A(SRD) + A(PBQ) = 2-[0,5-0,5(a —x)-0,5(b— z)] cm?

= 0,25(a — z)(b— z) cm?

Weiter gilt: RC = 0,5(b+z)cm = AP A CQ =0,5(a +z)cm = AS.
A(RQC) + A(APS) = 2-10,5-0,5(b+x)-0,5(a + z)] cm?
= 0,25(a + z)(b+ z) cm?

Im Folgenden wird nur mit Mafizahlen gerechnet.

A(PQRS) = ab—1[0,25(a —z)(b—x)+0,25(a + x)(b+ z)]
= ab—0,25[ab — ax — bz + 2% + ab + az + bx + 2?]
= ab—0,5ab— 0,5z

A(PQRS) = 0,5(ab— 2?), was zu zeigen war.

(d) Fiir die MaBzahlen gilt:

ab — 0, 522

5 =0,5ab — 0, 2522

Wegen 0,252% > 0 (fiir alle 2 € R™) folgt:

b— 0,522 b
1—3L£—:<%?:O£MP:Q5UMABCDy

11.  (a) Die Katheten der Dreiecke sind jeweils zu einer der Koordinatenachsen parallel. Thre
Léngen konnen deshalb mit Hilfe der Koordinaten der Eckpunkte einfach bestimmt
werden.

(b) Aapep = 26 cm?

(©) --
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

: Das Dreieck entartet zur Strecke.
: Das betreffende Dreieck erhélt den falschen Drehsinn.

xT
xr =

(d) Es gibt zwei solche Dreiecke: Man errichte im Punkt A und im Punkt B jeweils eine
Senkrechte zur Strecke AB.

(e) ¢g* muss so zu AB parallel liegen, dass der korrekte Drehsinn gewahrt bleibt.
13. d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

14.

15. z =5.
16. z=5,8

17. (a) --

x = 6: Das Dreieck entartet zur Strecke.
x = 7: Das betreffende Dreieck erhilt den falschen Drehsinn.

(d) Es gibt zwei solche Dreiecke: Man errichte im Punkt A und im Punkt B jeweils eine
Senkrechte zur Strecke AB.

(e) ¢g* muss so zu AB parallel liegen, dass der korrekte Drehsinn gewahrt bleibt.
18. d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

19. (a)
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(b)
()

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

yll
g1
Ay
Go
) S
T A
_____ 122 e M
‘ My | By
i T
L/ B,
2
Ay

Es gilt: B,(z +2| -0,5-(x+2)+2) = Bp(x+2|-0,5z+1)

1. Moglichkeit: aus der Zeichnung

Im rechtwinkligen Dreieck Ay F5By gilt: o+ 5 = 90°. (*)

Die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks A F»Bs sind jeweils doppelt so lang wie
die des rechtwinkligen Dreiecks HoG9Bs. Also sind diese beiden Dreiecke zueinander
ghnlich.

Also gilt: <H2B2Gs = a und <BsGoHy = f.

Wegen (*) muss der Punkt By der Scheitel eines rechten Winkels sein.

Also folgt: [A3Bs] L g1.

2. Moglichkeit: rechnerisch
Der Steigungsfaktor der Strecke [ABs] miisste so grofl wie der negative Kehrwert des
Steigungsfaktors —0,5 der Geraden g sein. Er miisste also den Wert 2 besitzen:
Ay(=31-0,5-(-3)+1) = (-3|—-1,5) und
By(=3+2]-0,5-(=3)+1)=(-1]2,5)
Also gilt:

2,5+1,5

MAaBel =~ {5 = 2, was zu zeigen war. Also folgt: [A2Bs] L g;.

Einer der Durchmesser A, B,]| muss auf der Geraden g; senkrecht stehen, wenn der
betreffende Kreis die Gerade g; beriihren soll. Der Wert eines der Steigungsfaktoren
der Durchmesser [A,B,]| muss also der negative Kehrwert des Steigungsfaktors der
Geraden g; sein. Somit ergibt sich :

(=0,52+1) —0,5x  —x+1
(x+2)—=z 2
—x+1

=

M[AnB,] =

Also: -2 = x=5
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(x+2)+=z
2

(=0,52 + 1) 4+ 0, 5z
2

(e) Es gilt: Mn< \ ) =(x+1]0,5)
Der y-Wert ist also immer konstant 0,5. Also heifit die Gleichung der Ortslinie der
Mittelpunkte M, : y = 0, 5. Die Kreismittelpunkte liegen also auf einer Parallelen zur

z-Achse im Abstand von 0,5cm, die durch den I. und II. Quadranten verliuft.

(f) AyBy(2)? = (v +2—2)?+ (~0,52 + 1 — 0,5z) cm?
=  A,Bp(z)? =22+ (1 — 2)?cm?

= A,B,(z) =Vz?>—-22+5 cm

(g) 1. Moglichkeit: mit Hilfe der Zeichnung
Die Kreisflache wird minmal, denn der betreffende Kreisdurchmesser am kleinsten ist.
Das Ergebnis der Aufgabe (f) weist darauf hin, dass es solch einen kiirzesten Durch-
messer [AgBy] gibt.
Die Kreisdurchmesser sind die Hypotenusen der begleitenden rechtwinkligen Dreiecke
(siehe z.B. das Dreieck AsFyBy in der Zeichnung). Die waagrechte Kathete dieser
Dreiecke ist stets 2cm lang.
Kiirzer als 2cm kann der Kreisdurchmesser also nicht werden. Um dieser Lénge
moglichst nahe zu kommen, muss der Durchmesser daher moglichst waagrecht lie-
gen.
Alle Punkte A, auf der Geraden g¢;, die rechts vom Punkt S liegen, erzeugen schrig
abwirts gerichtete Kreisdurchmesser, die mit wachsenden Abszissenwert x eher steiler
als flacher verlaufen.
Ebenso geht es mit Durchmessern [A,, B, ], deren Endpunkte beide links von S liegen:
Sie lassen sich nicht in die Waagrechte zwingen.
Also kann der gesuchte waagrechte Durchmesser nur dort gefunden werden, wo ein
Endpunkt links und der andere rechts von S liegt. Aus Symmetriegriinden muss dann
der betreffende Endpunkt Ap 1cm links und der zugehérige Punkt By 1cm rechts
von S liegen: Ap(1 | 0,5) und By(3 | 0,5). Die Strecke [ApBy] ist dann 2cm lang
und stellt das zur Strecke entartete begleitende Dreieck dar. Der Streckenmittelpunkt
My(21]0,5) kommt dann dem Punkt S am néchsten. Fritz hat Recht. Betrachte auch
die Zeichnung.

2. Moglichkeit: durch Rechnung

Va2 =2z +5=+/(x—1)>+4

x = 1 liefert den minimalen Durchmesser d,,;, = 2 cm und damit auch die minimale
Kreisflache.

Die Koordinaten des zugehorigen Mittelpunktes My sind nach Aufgabe (e): (2] 0,5).
Aus der Zeichnung kann man die Koordinaten des Geradenschnittpunktes S ablesen:
(2| 1), was du durch Einsetzen in beide Geradengleichungen bestétigen konntest.
Also stellt die Strecke [M(S] die kiirzeste Entfernung zwischen der Ortslinie und dem
Punkt S dar. Fritz hat Recht.

1 2
(h) <§\/m2—2x+5> r=1Tr = z2—-224+5=4-17

= 22-2r—63=0 = ... =z;=9undazy=-7
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(i)

20. (a)

(b)

()

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Der Abstand der betreffenden Mittelpunkte zur y-Achse, also ihr Abszissenwert x + 1
muss genauso grofl wie der zugehorige Kreisradius sein:

1
<§vw2—2x+5>:m+1 ?
22 -2 +5=422+8x+4 = 322+10x—1=0

= D*=112 und v D* =~ 10,58

~10 £ 10,58

5 r1 ~ —3,43 und =y ~ —0, 10.

= T2~

Fiir beide Abszissenwerte existieren die betreffenden Durchmesser.
Anmerkung: Fiir diese Aufgabe gibt es die GEONExT-Datei 09eh118_11.gxt.

g2

Wenn sich die Rauten A, B, C,D, auf den Geradenschnittpunkt S zubewegen, dann
werden die Diagonalen [A4,,C)] immer kiirzer. Im Schnittpunkt S selbst entartet die
betreffende ,,Raute“ zur Strecke.

Aus der Zeichnung ergibt sich: S(3 | 1,5).

Rechnung: g1 N go : —%x—|—2,5 = %ﬂ:—O,B = x=3.

Also gibt es nur Rauten fiir x € R\ {3}.

o Es gilt: Cp (x| %:c —0,5). Wir rechnen im Folgenden meist nur mit Mafzahlen.

AuCrln) = /(@ =22 + [(22 = 0.5) — (~Lo +2,5)] = /7 = 3)?
= A,C,(z)=|z—3]| cm... und nicht nur (z — 3) cm!
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21.

(d)

(e)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

e Fiir x = 3 wird die Diagonalenlidnge 0. Also gibt es fiir diesen z-Wert keine Raute.

Wenn eine der Rauten A, B,C,D, zum Quadrat werden soll, miissen dessen Diago-
nalen gleich lang sein.

Also: |z —3|=4 & 2-3=4Vvzr-3=-4 = L={-17)}

Fiir den Fldcheninhalt A der Rauten A,,B,C,D,, gilt in Abhingigkeit von x:
Al)=3-4-|2-3| ecm?=2 |2 —3| cm?

Also: 2-|z—-3]=20 & x-3=10Vze—-3=-10 = L={-T7;13}

1 2
z+z (—sx+2,5)4+%x—0,5
Mn( > = )2 : )>:<x\%m+1>

Fiir die Entfernungen OM,, gilt in Anhéingigkeit von x:
OM,(z)?> = 22+ (%x +1)? cm?
— 224 da?lrg cm’
OM,(z)*? = 322+1lz+1 cm?
36 37 37 1369 = 37
37 [ L6 2 _36+1332 )
= - T — _ cm
36 37 1369
O (@) 37 (. 6 2 L 36
X = — | T — — cm
" 36 37 37

— 36
T = —% ~ —0,16 liefert OMy = 37 cm ~ 0,97 cm. Das ist die kiirzeste Entfernung.
Amerkung: Es gibt zu dieser Aufgabe eine GEONExT-Datei: 09eh119.gxt

1. Moglichkeit:

Wenn die Diagonale [B3Ds] auf der z-Achse liegt, dann liegt auch der zugehorige
Mittelpunkt M3 auf ihr. Dann muss dessen y-Wert 0 sein:

tr+1=0 & x=-6 = A3(—6]|—3-(=6)+2,5)=(-6]4,5)

Weiter folgt: C5(—6 | 2+ (—6) — 0,5) = (—6 | —4,5)

Der Punkt Bj liegt 2 LE weiter links von M3 auf der x-Achse: B3(—8 | 0).

Der Punkt Cj5 liegt 2 LE weiter rechts von Mj auf der a-Achse: C5(—4 | 0).

2. Moglichkeit: Wie du in der 1. Moglichkeit gesehen hast, muss die xz-Achse die
Symmetrieachse der Raute A3B3C3D3 sein, denn die y-Werte der Punkte As und Cs
unterscheiden sich lediglich durch das Vorzeichen. Also kannst du jetzt z.B. ansetzen:
Yo, = ~YA,-

2x-05=—(—32+25) < 22-05=32-25 & x=-6

Der Rest ist schon in der 1. Moglichkeit dargestellt.
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22.

(b)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

DA C
AN 7/
AN 7/
N 7
AN 7/
N /
AN 7
AN 7
AN 7
N 7
AN 7
\\ //
g SV E— M
I
I
I
I
I
I
I
I
!
A - B

In der Figur ist die Gerade EM die Symmetrieachse. Deshalb sind die beiden Dreiecke
AFED und BCFE kongruent, insbesondere also flichengleich.

Der Flacheninhalt der Dreiecke ABM und AMD ist ebenfalls gleich. Die Dreiecke
AMD und AED besitzen dieselbe Grundseite [AD]. Aulerdem sind die zugehorigen
Hohen [LM] bzw. [KE] gleich lang. Also besitzen die beiden Dreiecke AM D und
AED und damit auch das Dreieck ABM den gleichen Flicheninhalt, nidmlich 25%
der Quadratflache.

e Beschrifte deine Zeichung mit Mafizahlen:
D 3 EPFP 3 c

A 3 FQ 3 B

e 1. Moglichkeit: durch Rechnung
Das griine und das rote Trapez sind kongruent.
Rote Fliche A3 = 0,5 (4 +3) - 2cm? = 7cm?
Die blaue Flidche (1) ldsst sich in zwei kongruente Trapeze zerlegen:
A =100,5-(2+3)-2]-2cm? = 10cm? > A3
Der Eindruck hat den Konig nicht getduscht.
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23.

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

2. Moglichkeit: anschaulich

Die Hilfslinie [EF] verlduft durch die Punkte K und L, die die Mittelpunkte der
Strecken [GP] und [GQ)] sind.

Dann besitzt das Fiinfeck Q BC' PG den gleichen Flidcheninhalt wie das Rechteck
FBCE. Ebenso besitzt dann das Fiinfeck AQGPD den gleichen Fliacheninhalt
wie das Rechteck AFED. Die blaue Fliche nimmt also knapp die Hélfte der
Flagge ein. Dann kann dies fiir die rote und die griine Fliche der Flagge nicht
auch noch gelten. Der Kénig hat sich nicht getéduscht.

D 3 P 3 c

A 3 Q 3 B

Fiir die trapezformige Siidregion gilt:

Ay = 0.5 (x +3)-2cm? = (z + 3)em? = Ajz. Die blaue Fliche lisst sich
in zwei kongruente Trapeze zerlegen. Somit muss Ay = A; gelten: z + 3 =
0,5-3+(6—-2)-2-2 & z+3=18-2z & z=5

Die Flagge sieht dann so aus:
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

je— 2 cm —»
E
S D R
2
7 (2)
K L
P Q

%acm%

Aus Symmetriegriinden ist das Dreieck FF' D gleichschenklig.

Die Diagonale [QS] im Quadrat PQRS ist ebenfalls Diagonale im Quadrat K LES.
= <IFLS =45° = <«MLFE =135° = <LEF =45° = <<FED =
180° — 90° — 45° = 45°

Im Dreieck EF'D haben damit beide Basiswinkel das Mafl 45°, also ist dieses Dreieck
gleichschenklig-rechtwinklig.

(b) e Sémtliche Rauten besitzen die gleiche Seitenldnge = cm.
Das Dreieck EFD ist ein halbes Quadrat mit der Seitenldnge xcm und der

Diagonalenlinge ED = zv/2 cm.
Nun folgt: RS = acm = (z +2v2+z)em = a=x-(2+2)
a

= z=
2+/2
__a _2—\/§:a-(2—\/§):a_g\/§
2+Vv2 2-V2 2 2
(c) Es giltM—S:g\/icm:S—D
= D—R:ﬁ—S—D:(a—g\/i)cm,waszuzeigenwar.

e T

(d) Klar.

24. (a) e
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

S F R
(5 g
1)
C
H 5
A 6 i F
1)
13
P D Q
a cm acm ——»

e Am Punkt A erkennst du: € + 6 = 90°.
Die Rechtecke APQFE, AERS und DQRF sind kongruent.
= <QAE =<FQR=<SRA=¢
und <PAQ = <ARFE = <QFR = 0.
Wegen € + § = 90° und der Innenwinkelsumme von 180° im Dreieck CQR muss
<QCR = 90° gelten. Also ist das Dreieck AQC' rechtwinklig.

(b) Die Dreiecke CQR und FCR sind zueinander &hnlich. Die Hypotenuse [QR | im Drei-
eck QRC ist doppelt so lang wie die die Hypotenuse [F'R| im Dreieck FFCR. Also ist
der Flicheninhalt des Dreiecks QRC viermal (22 = 4) so grofi wie der des Dreiecks
FCR.

Damit ist der Fldcheninhalt des Dreiecks FQR fiinfmal so gro wie der des Dreiecks
FCR. Weil die Dreiecke FQR und ARS kongruent sind, ist der Flicheninhalt des
Dreiecks ARS auch fiinfmal so grof§ wie der des Dreiecks FCR.

Wir bezeichnen den Flicheninhalt des Dreiecks F'CR kurz mit ,, Ax*.

Dann gilt: Apgrs = 20 - Ax und

AAAQCZQO-AA—lo-AA—4-AA:6-AA.

A 6-A 3
AAQC _ A _ 2 _ 30%
ApQRrs 20-Aa 10

ANMERKUNG

Die Aufgabe (b) ist auch ohne den Vergleich der Flichen der beiden Dreiecke FCR
und CQR l6sbar. Dann brauchst du jedoch den Satz des PYTHAGORAS und die
Flachenformel fiir rechtwinklige Dreiecke. Dazu ein paar Stichpunkte:

— —  2a —= 4a
FQ=a-v5, CR="- wd 0Q=—.
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()

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

= A = _ .. -
ACQR = 3 N 5

4a® 6
= AAAQC:4a2—2a2— % = g -a2 usw.
S F R
5 1S
2 5
C
S
G
A = K o
13
P D Q

Die gesuchte Hilfslinie ist das Lot [SG | vom Eckpunkt S auf die Diagonale [AR]. Die
rechtwinkligen Dreiecke ARS, SGR und FCR sind zueinander dhnlich. Eine Kathete
ist jeweils doppelt so lang wie die andere.

Weil der Punkt F' die Hypotenuse [SR | halbiert, ist der Punkt C' der Mittelpunkt der
Kathete [GR] im Dreieck SGR.

Die Dreiecke AGS und FCR sind kongruent: Thre beiden Hypotenusen sind gleich
lang und sie stimmen in allen Innenwinkelmaflen paarweise iiberein.

Es gilt also: GC = GC =2 - AG.

= CA=3-AGund CR=2-AG.

Also folgt: CR:CA=2:3.

Auf der Strecke [QF'| spielt der Punkt C' die gleiche Rolle wie der Punkt G auf der
Strecke [AR].
Also folgt: CF: CQ =1:4.
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C

<p
\M

© g
AL z JB
N a "

(b) In einem gleichseitigen Dreieck hat jeder Innenwinkel das Maf} 60°.
Das bedeutet hier: ¢ = 30°. Somit sind die Dreiecke ABM, DMC und AED halbe
gleichseitige Dreiecke.
= BM = MC =0.5a
= DC=0,5-MC=0.5-0,5a =0,25a
= AD=AC - DC =a—0,25a =0, 75a
AD  0,75a

Weiter gilt: AAED ~ AABM. Streckungsfaktor k = =5 = =0,75.
a

Es ist hier also gleichgiiltig, wie lang die Seite des Grundstiickes ist.

AAAED
AaaBc

1
Nun gilt: Apaagp = 0,752 - Apaapy = =3 0,5625 = 28, 125%.

Das ist der prozentuale Anteil der asphaltierten Fliche an der Gesamtfliche (100%).
Die Rasenfliche nimmt also knapp 72% des Grundstiickes ABC ein.
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C\
H G
|
P5 : P3
< | r
K F
//‘\\
|
P ! P,
PN
AT D M E "B
% acm %

Die Gerade [CM] ist eine Symmetrieachse des Dreiecks ABC, die auf der Basis [AB]
senkrecht steht.

Nun gilt AM = 3 -AB und DM =
Strecke [AB] drittelt.

Also teilt der Punkt D die Strecke [AM] im Verhéltnis 2 : 1. Dasselbe Streckenverhélt-
nis erzeugt aber auch der Punkt H auf der Strecke [AC]. Also sind die beiden Dreiecke
AMC und ADH zueinander dhnlich.

= [DH]||[MC] = <HDA=90°.

Aus Symmetriegriinden sind die Punkte E, F', G, H und K ebenfalls Scheitel von
rechten Winkeln.

-AB = = - AD, weil ja z.B. der Punkt D die

Wl
N =

1
2

Wir rechnen meist ohne die Einheiten ,cm* bzw. ,,cm?“.

a’.

2 2
Das Dreieck DBF ist rechtwinklig: DF % = (% . a> — <% . a) % .
Die Dreiecke DBF, HFC und ADH sind kongruent. == DF = FH = HD.
Die Dreiecke EBG, KGC und AEK sind kongruent. = EG = GK = KE.
Also sind die beiden Dreiecke DF H und FGK gleichseitig. Die sechs kleinen Dreiecke
iiber den Sechsecksseiten Py P, ... PsP; sind ebenfalls gleichseitig und kongruent. Das
Sechseck P ... Py ist damit regelméBig.

1 — 1 1 1
A — . DFZ2. —Z.2.42%. — — .q2. 2
ADFH = 7 V3 130 V3 13 @ 3cm
1
Weil z.B. PP, = 3 - DF gilt, folgt:
1\? 11, 1, )
AAEP,P, = 3 'AADFH=§'E-CL V3=—.a’> V3em?

108

Der Stern besteht z.B. aus den Dreieck DFH, an das drei kleine Dreiecke vom Typ
E P, P, angefiigt worden sind:
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(L Ly 1 2
Astern = (12 a \/§> +3 (108 a \/§> =9 3cm
AStern 1 2 1 2 4
ki = = | - A3 =- V3 ==
' Aaasc (9 ¢ \/_> (4 a*-V3 9

Die gesuchten Hilfslinen sind die Diagonalen des Sechsecks. Durch sie wird dieses
Sechseck in sechs kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegt.
Wenn Du diese sechs kongruenten gleichseitigen Dreieck nach aufien klappst, hast du
den Stern erzeugt. Also besteht der Stern insgesamt aus 12 solcher Dreiecke. Damit
ist der Fliacheninhalt des regelméfigen Sechsecks P ... FPs im Inneren halb so grofl
wie der des Sterns:
2

ko =0,5-k = 5
Anmerkung: Eine Begriindung muss also nicht unbedingt rechnerisch erfolgen. Trotz-
dem kannst du auch wieder das Verhéltnis als Bruch von Flicheninhalten herleiten.
Das ist aber umsténdlicher.

Q

e Fiir das gesuchte Dreieck ,,A*“ mit der Seitenldnge a* cm gilt:

4 2 2
Apx = Astern = g ApaaBe = (§) - AaaBC
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Errichte also z.B. unter der Strecke [DB] das gesuchte Dreieck DQB mit der
Seitenlénge DB = a*. (Siehe Zeichnung oben.)

e Fiir das gesuchte Dreieck ,,A**“ mit der Seitenléinge a** cm gilt:

2 2\’
Anre = Asechseck = 5 Aaape = <?> - Aaapc
2 1
= a**:\/?—-a: <§-a> V2.

1
Der Term (5 . a> V/2 lésst sich als Diagonalenlinge eine Quadrates mit der Sei-

tenldnge 3 a deuten.

In der Zeichnung oben ist das Dreieck AA** D ein halbes Quadrat mit der Sei-
tenlinge AD = % - a. Damit hat die Diagonale [AA**] die Linge (3 - a)v2cm =
a** cm. Also ist das Dreieck APA** das gesuchte.

Das dunkel getonte gleichseitige Dreieck DQB hat den doppelten Flicheninhalt wie
das hell getonte Dreieck APA**.

(a) Die Figur wurde im Mafstab 1 : 2 gezeichnet.
C

Hier gilt: AF = AQ.
Der Inkreismittelpunkt M ergibt sich aus dem Schnittpunkt zweier Winkelhalbieren-

den des Dreiecks ABC.
LQ AQ
(b) Die Dreiecke ALQ und AF'C sind zueinander &hnlich: F:Q _4Q

==5 )
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—— d c
AAFC: AC = Vh? + 2. Also folgt mit (*): — = ———
c so folgt mit (*) A s

Logo e

V22

1 1 h - 1 h-c?
AAFQ:_.c.d:_.c. ¢ ¢

2 2 VRt 2 V2 i

Arpcqg = AaaBc — 2 - Aparqg | AaaBc

h-c?
1, e
Arpcq _ o, Asarq 5 2 VWP +EZ ¢
ApaBe ApaBe c-h Vh? + c?
c c 9
- =04 & ——=0,6
Vh? + 2 h% + c? |

= & =0,360"+0,36c> = 0,64¢c> =0,36h* | /

C

6 3
:> = - = — <:> N = :4.
h 8 4 c:h=3

D.h. die Basislinge AB = 2¢ miisste 1,5 mal so lang wie die Hohe dieses gesuchten
Dreiecks ABC sein.

1. Moglichkeit: anschaulich:
Im gleichseitigen Dreieck féllt der Inkreismittelpunkt mit dem Hohenschnittpunkt

zZusammen:
c

A F B

Die Seiten [F'P], [PQ] und [QF] zerlegen das gleichseitige Dreieck ABC' in vier kon-
gruente Teildreiecke. Zwei davon nimmt jetzt das Viereck FFPC(Q ein. Also betrigt
der Flichenanteil des Vierecks FPC(Q am gleichseitigen Dreieck ABC' ,,genau* 50%.

2. Moglichkeit: rechnerisch:
Wenn das Dreieck ABC' gleichseitig ist, gilt: h = ¢ - /3.
Eingesetzt in das Ergebnis der Aufgabe (d):
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A 1
FPCQ _ 1 _ ¢ —1- =1- 5 = 50%

Das Bild ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

Zeichne zunéchst einen Kreis mit Radius 6 cm. Um die Eckpunkte auf der Kreislinie
zu erhalten, tragst du den Kreisradius 6-Mal auf der Kreislinie ab. Beginne am lin-
ken oder am rechten Eckpunkt, dann liegen die oberste und die unterste Seite des
Sechsecks waagrecht. Verbinde dann diinn mit dem Bleistift immer zwei entsprechen-
de Seitenmittelpunkte miteinander, so wie es die Zeichnung darstellt.

Damit bist du praktisch fertig. Es gilt jetzt nur noch, die entstandenen Teilflichen
entsprechend auszumalen.

9 D E
P Q
h

A / \ B
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Die beiden gestrichelten Linien und die Zentrale h zerlegen das regelméflige Seckseck
in 6 kongruente gleichseitege Dreiecke.

Also sind die Vierecke PM HK und MQH K kongruente Rauten. Weil die Punkte D
und E Seitenmittelpunkte des Sechsecks sind, schneidet die Gerade g die Rautendia-
gonalen [K M| bzw. [M H] in den Rautenmittelpunkten F' und G.

Damit sind die Punkte F' und G Seitenmittelpunkte des Dreiecks M H K. Also gilt:
AFGC =2 AMGF. Das Viereck MGCF ist eine Raute.

Durch Drehung um 120° lésst sich ein rotes Viereck mit einem anderen zur Deckung
bringen.

(c) Betrachte erneut die Figur in der Losung der Aufgabe (b):
Die drei gefarbeten Trapeze sind kongruent. Also ist das Dreieck ABC' gleichseitig.
Aus Symmetriegriinden miissen dann alle 3 weiflen, alle drei roten und alle sechs
griinen Rauten in der Ausgangsfigur kongruent sein.
Das Seckseck enthilt 12 Rauten, der Stern enthélt 6 Rauten und die Mitsubishi-Figur
enthélt 3 Rauten.
6 Rauten

Prozentualer Anteil des Sterns am Sechseck: ——— = 0,5 = 50%.
12 Rauten
3 Rauten

— = 0,25 = 25%.
12 Rauten 0,25 5%

(d) Prozentualer Anteil des Logos am Sechseck:

29. (a) Zeichne zunéchst einen Kreis mit Radius 6 cm. Um die Eckpunkte auf der Kreislinie

zu erhalten, trégst du den Kreisradius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne am oberen,
dann am unteren Eckpunkt.
Um die Quadrate zu kostruieren, zeichnetst du am besten einen THALES-Kreis, des-
sen Durchmesser irgendeine Seite des regelméfligen Sechsecks ist. Ein solcher ist schon
in der Darstellung oben gestrichelt eingezeichnet. Beachte sodann, dass die Diagonalen
in jedem Qaudrat gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Eckpunkte
der restlichen Quadrate erhéltst du z.B. durch Punkt- bzw. Achsenspiegelungen.

(b)

B

M

Dieser Ausschnitt der Gesamtfigur ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

(c) Die Diagonalenldnge jedes der 6 Quadrate betragt 6 cm.

1
= AQuadrat = 5 ’ 62 Cm2 =18 Cm2
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Berechne zunichst den Flicheninhalt des regelméfligen Sechsecks. Es besteht aus 6

kongruenten gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenldnge 6 cm.
2

6
= Asechseck = 6 - Z : \/gch = 54\/§ cm? ~ 93,53 cm?.
Um den Stern zu erhalten, musst du aus diesem Sechseck 6 halbe Quadrate ausschnei-
den.
Die Fliche des Sterns erhéltst du also dadurch, dass du von seinem Flicheninhalt den

von 3 Quadraten subtrahierst:
Agtern = 54v/3cm? — 3 - 18cm? = 18(3v/3 — 4) cm? ~ 21,53 cm?.

e r =3
D It ¢ T
S Q T cm
A P B

e In jedem Quadrat stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. Auflerdem sind
sie gleich lang, und sie halbieren sich. Also gilt PR = SQ = 3cm.

1
Flacheninhalt des Quadrates: Ag = 3 -32cm? = 4,5cm?.

Flicheninhalt des Rechtecks: Ag = 6cm - 3cm = 18 cm?.

2
Flachenanteil: @ = 4,5cm
AR 18 cm?2

= 0,25 = 25%.

o r=28:
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R C

8 cm

A P B

e Es muss gelten: SQ = zcm < 6cm, also x < 6. (Dann wird das Rechteck ABC D
selbst zum Quadrat.)

()

A -

Ao _ 052" oot — 0.4 mit 2 € R,

AR 6$

o 0’56‘9”:0,4 & z=4,38.
31. (a)
yﬂ C_Z,/
/ﬂr
Dy
g
Cy
Dy
14 4, O 1 B Ay By, ©
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(b) Die Gerade g schneidet die z-Achse im Punkt S. Wenn einer der Punkte D,, auf S
liegt, dann entartet das betreffende Trapez zum Dreieck; es ist also kein Trapez mehr.
Falls einer der Punkte D,, im III. Quadranten liegt, wird der Umlaufsinn der Trapeze
A, B,C, D, falsch.
gN{x —Achse} ={S}: = 0,bz+2=0 <& z=-—-4
Also gibt es nur fiir £ > —4 solche Trapeze A, B, CpD,,.

(¢) Wegen C, € g gilt: Cp(zc | 0,52¢c +2) ANac =2+ 3
= Co@+3]0,5-(x+3)+2)=(z+3]0,5z+3,5).

AnBy + D, C,
2

Alx) = (O,5x+2)+2(0,5x+3,5)  3FE

A(z) = (1,52 + 8,25) FE
(e) 1,524+ 8,25 =53,25 <« z = 30.
(f) BuCp=5-4,D, < 050+35=5-(05z+2)< z=-325

Anmerkung: Zur Veranschaulichung der Losung gibt es die Datei 09eh065.gxt.

32.
D F C
- d
M
A B

(a) Aapayc =0,5-DC-DM =0,5-6m-3m = 9m?

(b) Zeichne zunichst die beiden genannten Absténde ein. (Hier: h; und hso)
Den Flédcheninhalt von Dreiecken berechnest du gewohnlich mit dem Term
0,5 - Grundlinie - Hohe
Wihle als Grundlinie in den beiden Dreiecken AEM und BCE die Strecken [AM]
bzw. [CD]. Es gilt hier AM = 3m und BC = 6m.
WEeil die beiden Dreiecke den gleichen Flicheninhalt haben, muss zum Ausgleich die
zugehorige Hohe hy doppelt so grofl wie die Hohe hsy sein:
hi1 =4m und hy = 2m.

(c) Zeichne zunéchst den Abstand d des Punktes E zur Seite [BC| mit dem Fupunkt F'
und die Hohe h des Dreiecks ABE ein.
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34.

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Die beiden Dreiecke MCD und ECF sind zueinander &hnlich:
Die Strecke [DF] ist doppelt so lang wie die Strecke [F'C]. Das bedeutet:

FC==-DC.

Wl

Wegen der Ahnlichkeit muss dieses Verhiltnis auch fiir die beiden anderen Katheten
der Dreiecke MCD und ECF gelten:

FD =

-DM=1m = h=5m.

W =

= Auprp=0,5-6m-5m = 15m?

D 4 cm R 4 cm C

o gy

4 cm P 4 cm Q 4 cm B

Die beiden Dreiecke ABS und DSC sind zueinander @hnlich: Es gilt z.B.: a = o*
(Z-Winkel).

A

_ = — = — =
AB 12 3 AaBs

DC 8 2 ADSC_<2>2 4
S \3

Es muss gelten: RS : SM = 2 : 3. (Siehe Losung (a).)

— 4
Fiir die Trapezhohe [RM] gilt: RM = 5\/50111 =2v3cm.

Wegen des Teilverhaltnisses von 2 : 3 teilst du gedanklich [RM] in 2 + 3 = 5 gleiche
Teile. 3 Teile davon entfallen auf die Strecke [SM] und 2 Teile davon entfallen auf die
Strecke [RS]. Also:

- 2 — 3
RS:3-2\/§cm:O,8\/§ und SM:g-Q\/gcm:I,Q\/i
Apsc 0,5-8cm-0,8/2cm 4

= = = = 16%
Aagep  0,5-(1248)cm-2v2cm 25 ’
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C a B

A\

Y

e Am besten beginnst du mit dem gleichseitigen Dreieck ADG im Zentrum.

e Errichte dann die drei Quadrate iiber den Seiten dieses Dreiecks ADG.

(b) Der Punkt M ist das Zentrum des Logos und gleichzeitig der Mittelpunkt des gleich-

seitigen Dreiecks ADG.
Die Strecke [MT] stellt ein Drittel der Hohe h dieses gleichseitigen Dreiecks dar:

1
T = cav3=2>-aV3

11
3 2 6
— 1 1
Fiir die Strecke [M P] gilt: M P = i aV3 + 20 = %(\/5—1— 3).

Die Strecke [M P] stellt zwei Drittel der Hohe h* des gleichseitigen Dreiecks PQR dar:

2
o =23+3 = h=%V3+3)
3 6 4
a 2
A h 2 —\/§
Nun gilt: —4P¢ — (—) =[—2— | ~0,5359 = 53,59%
APQR h

Z(\/§+3)

Das bedeutet: Das Dreieck PQR besitzt knapp 54% des Flicheninhaltes des Dreiecks
ADG.

99



(b)

()

(d)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

F E D

B

Das Viereck BHEG ist ein achsensymmetrischer Drachen, der sich aus den beiden
Dreiecken BHG und GHE zusammensetzt.

Der THALES-Halbkreis mit dem Durchmesser [AC] und dem Radius » macht deut-
lich, dass AM = M B = 1,5acm gilt.

1 a? 9 3 5 a? 9
Aq(a) = §~a'1,5a+zx/§ cm” = | ~a +Z\/§ cm

Ai(a) = %2(\/5 +3) cm?

e Die Dreiecke AGF und GH F sind kongruent, also flichengleich. Die beiden Drei-
ecke ABG und BHG haben gleich lange Grundlinien: AG = GH.
Der Kreisradius r stellt stellt die gemeinsame Hohe auf die beiden genannten
Grundlinien dar (im Dreieck ABG liegt diese Hohe aufierhalb). Also sind beide
Dreiecke flichengleich. Damit sind auch beide Vierecke flichengleich.

e Die beiden Vierecke ABGF und BCDH sind aus Symmetriegriinden kongruent,
also flichengleich. Daher sind im Fiinfeck ABCDF drei Vierecke von der Grofle
des Vierecks BH EG und zusétzlich noch die beiden gleichseitigen Dreiecke AGF
und HCD enthalten.

Also bedeckt das Viereck BH E'F weniger als ein Drittel der Fliache des Fiinfecks

ABCDEF.
2

a 1 9 a? 9
As(a) = 5-Zx/§+§-3a-1,5a cm :Z(5x/§+9)cm

2
a 2
A —(\/§ + 3)cm

Az(a) %2 (5\/§ + 9) cm?

Das Viereck BHEG bedeckt also etwas mehr als 25% der Fiinfecksflache.
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37.

(a)
(b)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Klar.

Bei dem Viereck ACDF handelt es sich um ein achsensymmetrisches Trapez. Dessen
Flachenterm konntest du zwar ohne Weiteres aufstellen, aber die Summe der Fliachen-
inhalte der fiinf gleichseitigen Dreiecke ist bequemer:

a?

2
AACDF=5'Z‘\/§CH12=%-5\/§CH12

Das Dreieck ABC ist ein halbes Quadat mit der Diagonalenlinge AC' = 3a cm:

2

- (3a)? em? = az -9cm?

N —
N =

Aapc =

2
Der Faktor T taucht in beiden Flachentermen auf.

Also musst du nur noch den Rest vergleichen, namlich 5+/3 mit 9:
5v/3 < 8,67 < 9. Also ist der Fliicheninhalt des Trapezes ACDF kleiner als der des
Dreiecks ABC'. (Das Trapez ist jedoch nur um knapp 4% kleiner als das Dreieck.)

S

[y
—

—2-5

B 40)

(=)
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o ()= ()= ()= ()

1.‘ 6 7

‘+_ -6 -1

1 4 6
2

Aapep = [5 76

‘ ] cm? = 27 cm?

(c) Z.B.: E(4 | 3) (sieche Zeichnung).
Anmerkungen:
Wenn der Punkt D seine Lage verdndert, dann bleibt der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC konstant. Also musst du nur darauf achten, dass der Punkt D so platziert wird,
dass der Fliacheninhalt des Dreiecks AC'D unveréndert bleibt.
Egal, wo du den Punkt D hinlegst: Die Grundlinie [AC| des Dreiecks AC'D bleibt er-
halten. Damit sich der Fldcheninhalt dieses Dreiecks nicht dndert, muss also die Hohe
und damit der Abstand des Punktes D zur Grundlinie [AC] unveréndert bleiben.
Der gesuchte Punkt £ muss sich dann auf der Parallelen (siehe gestrichelte Linie) zur
Diagonalen [AC| durch den Punkt D aufhalten, weil alle Punkte auf dieser Paralle-
len den gleichen Abstand zur Grunlinie [AC] besitzen. Es gibt daher beliebig viele
Losungen.

38. Es gilt: 3,62 + 4,82 = 62 Also ist das Dreieck rechtwinklig.

1
Ap = 3 -3,6cm - 4,8cm = 8,64 cm?.

39. ()

M
c=9cm
Es gilt also: 27cm? =0,5-9cm-h < h = 6cm.

(b) Hier gilt: 9cm +2a =24cm < a=7,5cm.
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()
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Fiir das z.B. x cm breite und y cm hohe Rechteck gilt dann:
x -y = 27. Es konnte also z.B. 9cm breit und 3cm hoch sein oder 20 cm breit und
1,35 cm hoch sein oder ...

o Figur 1: m~ V32 + 12 = V10 =~ 3,162227 766 . . .

e Taschenrechner: 7~ 3,141592654. ..

3,162227766 — 3,141 592 654
3,141 592 654

e ABAC: AC=V124+12=2

AADC: DE=AD=+vV22+12=./3

Also 7~ V2 + 3~ 3,14626437. . ..

e Beim Néiherungswert fiir 7 in der Figur 1 stimmt die erste Kommastelle und in
der Figur 2 stimmen die erste und die zweite Kommastelle.

~ 0,0066 = 0, 66%

e ARCHIMEDES: % = 3,142857143...
Taschenrechner: m = 3,141592654 . ..
Figur 2: V2 + /3 = 3,146 26437 .. ..
e [; =2-6378,388km - 3,146 =~ 40132,871 km
o [o =2-6378,388km - 3,142 = 40081, 790 km
e Al ~51km.

e Dieser Unterschied ist praktisch bedeutungslos, weil der Erddquator nur néhe-
rungsweise eine Kreisline darstellt.
AuBerhalb der Meeresoberfliiche fiihrt die Auatorline z.B. in Ecuador in Siida-
merika iiber die Andenkette hinweg oder in Kenia in Afrika dicht an dem iiber
5000 m Mount Kenia vorbei.
Auch die Ozeane bilden keine einheitliche Oberfliche. Der Meeresspiegel variiert
global in seiner Hohe bis zu 200 m.

41. falsch, falsch, richtig, richtig

42.

(a)

(b)

Vom groBen Wiirfel sind zwei Seitenfliichen voll sichtbar: A; = 2- 1,22 m?.
Von der vorderen Seitenfléiche sind Ay = (1,22 — 22) m? zu sehen.
Vom kleinen Wiirfel sind vier Seitenflichen sichtbar: Az =4 - 22 m?.
Es muss gelten: A1 + Ay = Ags:

2:1,224 (1,22 —2?) =422 & 3.-1,22=5-22
3 V6
& =124/~ ==0,24-V15.
V3o Ve
3
Vitein (0,24 -/15)

o = 3 ~ 0, 4648 = 46, 48%
grof )
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43.

S

S(] RO

A Py, P Q1 Qo B

(a) z€]0;6[Rr

(b) In diesem Fall geht es auch ohne Vierstreckensatz:
Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AP, S,, und @), BR, lassen sich zu einem gleich-

seitigen Dreieck mit der Seitenlédnge y = 2- (3 — §) cm = (6 — x) cm zusammenfiigen.

Dann gilt:

AP,QnRnS, = AaaBc —2-Aaap,s, — AAS.R.C
e
= ?(36—36%—123@—3@2—3:2)01112

A(z) = \/Tg (—22% + 122) cm®

3
R |
= cm? = —(—2% + 62) cm?

ApxaBc V3 62 18
4

(d) Es gilt: 1—18(—1'2 +62)=32%=0,32 < —2% 462 —5,76=0
= x1=1,2und 9 =4,8
(e) e Siehe Zeichnung oben: Zeichne zunichst ein Probequadrat, z.B. das Quadrat
ABDE.
Weil alle Quadrate und damit alle halben Quadrate zueinander dhnlich sind, muss
z.B. der gesuchte Punkt Sy der Schnittpunkt der Strecken [AC] und [EO] sein.
Die Lage der restlichen gesuchten Punkte ist dann klar.

e Die Dreiecke ABC und S, R,C sind zueinander dhnlich. Also gilt:
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

AB  CO 6 3v/3 18v/3
== & —=—"Y7 o z=—"_ _12/3-18
SpR, CF z 3V/3-u 6+ 3v3
Andererseits gilt nach (b): A(x) = %(—aﬁ + 62) cm?.
3V3 9
Az) = —%—-(x—?))z—i—zx/g cm?.

Einerseits betrédgt die Seitenlédnge des Quadrates PyQoRoSo

(12v/3 — 18) cm ~ 2, 78 cm.

Andererseits betréigt die Seitenléinge des maximalen Rechtecks 3 cm.
Also ist das maximale Rechteck kein Quadrat.

44. (a)
s xB_4 B‘1 B3 8 —x R

6—x
» As

y Ay
|A4

(b) z € [0;6]Rr

(c) Wir rechnen nur mit Mafizahlen:

AApPA.B, = Apors — AapPga, — AA A.RB, — AAPB,S
480,58 2—0,5-8—x)-(6—2)—0,5-6-x
48 — 4x — 24 + 4a + 3z — 0.52% — 3z

Alz) = (24— 0,52%) cm?

(d) 24 —0,52% = 0,3464-48 = =384
(e) Wir rechnen nur mit Maflzahlen:
PA,?> = AB, +PB,
82 +a22 = (6-—2)*+8—1z)?+6°+2°
64422 = 36— 122 + 2 + 64 — 162 + 2% + 36 + 2
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

= 22—-142+36=0 D =52 /D = 2y13. Es scheint sogar zwei Dreiecke zu

geben. Aber:
21 =T+ VI3~10,61¢ [0;6] 25=T7—I3~3,39 € [0; 6]
= L ={7—/13}, siche ,rotes* Dreieck.

(f) Wir rechnen nur mit Maflzahlen:

PA, = A,B,
(6 —z)2 + (8 —x)?

82 422 =
64 + 22 36 — 12z + 22 4 64 — 162 + 22
= 22-2824+36=0 D =640 +/D = 8/10. Wieder scheint es zwei Dreiecke
zu geben.
ro =14 — /10~ 1,35 € [0; 6]

x1 =144 410 ~ 26,65 ¢ [0; 6]
= L = {14 — v/10}, siehe ,blaues“ Dreieck.

45.  (a)
D 8—x 5"1 . c
I
I
|
' xT
8 —2x I;
|
I
___I ——————————— » Ry
Pll —————————————————— '|
|
I
I
I
I
I
|
I
2z i 88—
,I
I
I
I
I
I
I
Il
4 2z @ 8 —2x B
(b) Es muss gelten: 2z £8 & =4
= 8-2r=1 & =26

(¢) e Es muss gelten: Q2B = C'Ss
e Alle Trapeze P,Q, RS, besitzen die Gerade AC als Symmetrieachse. Sie schliefit

mit den Quadratseiten jeweils einen 45°-Winkel ein.
Wenn [S2Q3] an AC gespiegelt wird, dann erhiltst du die Diagonale [P, Rs], die

dann parallel zu [AB] bzw. [CD] liegt.
Also gﬂt: [P2R2] 1 [S2Q2]
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

AP.QuRnS, = AapcD —2-AAP,5.D — AAAQ.P. — AACS, R,
Alz) = [8:8-2-0,5-(8—22)(8—2)—0,5-(22)* — 0,5 2*] cm?
= [64—64+ 8z + 16z — 22> — 0,52% — 22%] cm®
A(xr) = (—4,52% + 242) cm?

() ea=-45 b=24 c=0:

24 —
rs = —m == g = 2,6 Siehe Lésung (C)
242
o ys=0— 1 (=15 = 32; das ist aber die Hélfte (= 50%) der Quadratfléiche.

(f) 1. Moglichkeit:
Die maximale Trapezfliiche betriigt 32 cm?. Dann gibt es kein Trapez, das noch grier,
némlich 41,07 cm? ist.
2. Moglichkeit:
—4,52% + 242 =41,07 < —4,52% 424z —41,07=0
Diskriminante D = 242 — 4. (—4,5) - (—41,07) = —163,26 < 0 (1)
Also gibt es keine reelle Losung und damit kein Trapez mit einem solchen Fliachenin-
halt.

(a) Klar.

(b) Das Dreieck APD ist ein halbes Quadrat. = ¢ =45°.
Die drei Winkel mit dem Scheitel P ergeben einen gestreckten Winkel:
w+90° 4+ =180° = P =45°.

(c) Wir rechnen im Folgenden ab und zu nur mit Mafizahlen.

— P __ 3 .
PB—8-5-3cm 3-L%_ PQ:ﬁzl,S-ﬁcm:SR:DS.

V2
PD=5-v/2cm = PS=5V2-1,5V/2=3,5v/2cm.
Apgrs = PQ - RS =1,5v2-3,5v/2 = 10,5cm?.
Aapep = 40cm? .

A 10, 5cm?
PQRS _ L0 ) 9695 = 26,25% .

AABCD B 40 cm2
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

D R C
S
G o
\, @
A ™ P B
[
E

e Klar.

e Die Strecke [AF] stellt die Hohe des gleichseitigen Dreiecks EF'G mit einer Sei-
tenléinge von 6 cm dar. Also gilt:
ﬁ:?)\/gcm = azQ-ﬁzG\/gcm.
PB=6V/3-6=6-(v3—1)cm.

g PE_6-(3-1) V2
PR=r5="0n ¥

PS=6v2-3-(v/6—v2) =(9v2—3V6)cm.
Apgrs =3 (V6 —v2) - (9v2 — 3V6) = (72v/3 — 108) cm? .

=3-(v/6-Vv2)ecm = DS.

Aapep = 6-6v3 = 36v/3cm?.

A 2v3 -1 2
pors _ (72v3 — 108)cm —2 /3~ 0,26795 ~ 26,80% .

Aapep  36y/3cm?
. . Apgrs _3-(a=b)-(3b—a) 1 (b a
(e) Es gilt allgemein: Aincn o =3 3a 44 )

b A 1
Setzen wir — = k, so ergibt sich weiter: —L 22 — __. <3k3 -4+ —> =T(k).
a Aapcp 2
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

. 1/
= % (% 2¢7+%>+2—v§
= % (%—2¢_+3k 4+2Jj
i 1 (1
k) = =5 +3k- Q T(k)
L) V3R
'(Q?_ %> =0 < ;F 3k=0
s 1=k/3 o k:;%:_
T@mm$:T<é%>:2—¢§zaﬂm%z2&%%.
oEsgiltg:% & a=bV3

In der Aufgabe (d) hattest du mit b = 6 cm konstruiert. Fiir die Hohe im gleich-
seitigen Dreieck EFG der Konstruktion (d) ergibt sich dann AF = 3v/3 cm. Weil
der Punkt F gleichzeitig Mittelpunkt des Halbkreises ist, gilt a = 2 - 3v/3cm =
6+/3 cm. Also ergibt sich:

b 6 cm
k=- =———— = —, wie in der Losung (e) schon errechnet.
a  6v3cm V3 g (©)
47.  (a) Klar.
(b) T e ]Oa 5[]R

(¢) Wir rechnen mit der Formel: Ap,ejeck = 5- Grundlinie - Hohe: In den Dreiecken

AP,Q, bzw AQ,S, gilt:

[N

1 1
A =—-z-(b— =—bx — = 1
APQn = 5 sz (b—x) be Qm (5.1)
1 1 1
A —Z.z-(a—12) = -az— =22 2
AQuSn = 5 cx-(a—x) an Qm (5.2)
1
(1) +(2): AM%@§R—§0%+®'$—$2 (5.3)

Die Gleichung (3) ist die geforderte.
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48.

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

1
Alr) = —a2*+ 5(@—1— b) -z
= e —tasn) o+ t@en?- Lo
2 4 4
1 2
= — [(m - Z(a—i— b)) — ~(a+b)?
1 21
Alz) = - <:U — Z(a + b)) + Z(a +b)?
1 . _ (a+0b)?
T = Z(a + b) liefert Apqr = T
(e)
mi mo
Ao D A /1S C
ﬂ
Qo Py

A - B

Hier gilt AgC = a +b.
S b
Der Punkt Tj halbiert die Strecke [AgC]: ToC = a—2{—
— b

Der Punkt Sy halbiert die Strecke [ToC]: SoC = ai_ =z

(a) Gleicher Umfang: 5a =3z < = 3%

2
(b) ATrapez =3 GZ\/g =

(o)

3
ZGQ\/g.

x? 25 ,
AAPQRZZ\@: 1 \/gz%a V3.
25
ATrapez 27

3 — -
ZGQ\/§ 36 3 108
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(C) AAPQR = 100% .
Nach Losung (b) gilt Amapez = 108% .
Dann ist also der Flidcheninhalt des Trapezes ABC'D um 8% grofler als der des Drei-
ecks PQR.

(a) uppc =a+s+s=2s+a uapcp = 4a
2s+a=4a & s=15a.

D a

A a B

Die beiden Kreisbégen mit dem Radius r = 1,5-3cm = 4,5 c¢cm und den Mittelpunkten
B bzw. C schneiden sich im Punkt FE.

2
() ABEM: h%=s?— (g) = (1,5a) — (0.5a)% = 2.25a® — 0.25a = 242
= h=aV/2

1 a?
Aapec = 2% av2 = ?\/5 und  Aapcep = a*.

2

a
AaBEC _ 7\/5 V2
2

~0,7071 = 70,71%

AaBcp a?

(d) h2:32—%2 = h= 32—%2.
AABEC = Aapcp - g 82—%2:a2 = 352—%2:a ?
= 32—%2:4(12 & 32:1(1&24—%2

- s:g 17~ 2,06 -a .
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(b)

(d)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

DHmcmHI_% C
* |
|
| |
[
| I
VA o
K e —E\l
NG|
——_—---------- ° ]
S '\ Q
F G
A p B
a cm

Das Viereck SMRD ist ein Quadrat, dessen Diagonalen [DM] und [SR] folgende
Eigenschaften besitzen:

o [SR] L [DM]. Wegen E € [DM] folgt [SR] L [DE].

e DM ist sowohl die Symmetrieachse des Quadrates SM RD als auch die des Vier-
ecks SERD.

Also ist das Viereck SERD ein achsensymmetrischer Drachen.

ASERD: 'SR'W. (*)

DN |

[SR] ist eine Diagonale des Quadrates SM RD mit der Seitenlinge 3cm: = SR =

3v2cm .

[DE] ist eine Diagonale des Quadrates mit der Seitenlinge KD = x c¢cm und der Dia-
gonale [DE]: = DFE =zv2cm.
Mit (*) folgt dann:

1
Asgrp = 3 3v2 - zv2cem? = 3z cm?.
Astern = Aacp — 4 - Asgrp = 36cm? — 4 - 3z cm? = (36 — 122) cm?.

e A(3)=(36—12-3)cm? = 0cm?.
Fiir x = 3 deckt sich das Drachenviereck SERD mit dem Quadrat SM RD. Das
geschieht auf die gleiche Weise mit den drei restlichen Drachenvierecken. Dann
sieht die Figur so aus:
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

D R C
s Q
A P B

D.h. der Stern entartet zu zwei gekreuzten Strecken [PR] und [SQ)], deren Flichen-
inhalt 0 ist.
e A(1,5) = (36 —12-1,5)cm? = 18 cm?.

Fiir x = 1,5 kommt der Punkt F auf den Diagonalenschnittpunkt Z des Drachen-
vierecks SERD zu liegen; d.h. das Drachenviereck entartet zum gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck SRD. Damit wird der Stern zu einem einbeschriebenen
Quadrat dessen Eckpunkte jeweils auf einem Mittelpunkt der Seiten des Quadra-
tes ABCD fallen. Dann sieht die Figur so aus:

D ]_3 C
X » ()
A P B

Anhand der gestrichelten Diagonalen des zum Quadrat PQ RS entarteten Sterns
erkennst du, dass dieses Quadrat halb so grof§ wie das duflere Quadrat ABCD
ausféllt, was auch die obige Rechnung bestétigt.

(e) 36 —-120=3,6 < 32,4=12z & 2x=2,T.

5l. (a)
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

T cm

Al

(b) a=45°.

()

Es gilt z.B.: MD’ L M A’. Die Diagonale [AC| halbiert diesen rechten Winkel.
e Aus Symmetriegriinden sind die vier Dreiecke, die iiber das Quadrat ABCD

hinausragen und die vier Dreiecke, die iiber das gedrehte Quadrat A’B’'C’'D’
hinausragen, alle kongruent. Also sind alle Seiten des fraglichen Achtecks geich
lang.

Die Diagonalen der Quadrate ABC'D und A’B’C’'D’ schliefien paarweise einen
45°-Winkel ein. Also haben alle Innenwinkel des Achtecks das Maf3 180° — 45° =
135°. Also ist das Achteck PQRSTUVW regelméfig.

Subtrahierst du vom gedrehten Quadrat A’B’C’D’ die Flichen der vier Dreiecke,
die iiber das Quadrat ABC D hinausragen, dann erhéltst du den Fliacheninhalt
des Achtecks PQRSTUVW .

Betrachte z.B. das Dreieck UT'C’. Aus Symmetriegriinden muss es gleichschenklig-
rechtwinklig sein. Also gilt: XT = XC’ = zcm. .

Das Dreieck MCXC" ist gleichschenklig: MC = MC’ = 4cm’

Damit gilt einerseits: MX = (4 — x)cm. (*)

Das Viereck MY CX ist ein Quadrat, dessen Diagonale 4 cm lang ist. Damit gilt

andererseits: M X = —cm.

V2

Mit (*) ergibt sich:

P I x:4—i:4-<1—i>:4-ﬂ_1.

V2 V2 V2 V2

Das Dreieck UTC" ist genauso grofl wie ein Quadrat mit der Seitenléinge zcm .
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52.

(b)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

V2

Ayrer =8+ (3 —2v/2) em?.

2
2-1 2—-2v2+1
Ayrer = 22 em? = <4\/— ) cm? = 16 - ¢ 2,

Wegen Apqrstuvw = Aarporp — 4 - Ayrer folgt:
1
ApQrsTuvw = 3 82cm? —4-8- (3 —2v2) cm?

ApgrsTuvw =32 [1 — (3 —2v/2)]em? = 32 - [2v/2 — 2] em?
ApgrsTuvw =64+ (V2 — 1) cm? ~ 26,51 cm?.

62
Fldcheninhalt Aa des Dreiecks ABC: Ax = e V3em? = 9v3cem?.

Jedes Quadrat darf sich auch ,,Drachenviereck” nennen. Am einfachsten kommst du
mit der Flachenformel fiir das Drachenviereck zum Ziel:

1 —» 1 (6 2
Hier: Aypcg = 3 M6’2 =5 (5 . \/§> cm? = 13,5cm2.
13,5cm?

9v3
100% — 86,60% = 13,40% . Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' ist etwa um 13, 40%
groBer als der des Quadrates M PCQ) .

Das Viereck MSCR ist ein achsensymmetrisches Drachenviereck.
Begriindung:

em? ~ 0, 8660 = 86, 60%

e Seine Diagonalen stehen (wie auch die des Quadrates M PC(Q) aufeinander senk-
recht.
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

e Die Gerade M (' ist die Sysmmetrieachse des Drachenvierecks.

S 1 6
(d) u:4-MP:4-MF\/§:4-§-5\/5-\/§cm:6\/écm.

53. ()

(b) Die drei Diagonalen zerlegen jedes regelméfige Sechseck in sechs kongruente gleichsei-
tige Dreiecke. In unserem Fall hat jedes dieser gleichseitigen Dreiecke eine Seitenlédnge
von 4cm .

Die sechs kongruenten Halbkreise lassen sich paarweise zu drei Vollkreisen mit dem
Radius r = 2 cm zusammenfiigen .

42
Also: A = (6-2-\/3—{—3-22-%) em? ~ 79,27 cm? .

o4.
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

D G c
H ¢
y F
Q)
A E B

o Esgilt: AB=81,6cm :4 =20,4cm und PQ = 34cm :4 =8,5cm.
Dann folgt: QF = PE = (20,4cm — 8,5¢m) : 2 =5,95¢cm .
Weiter folgt: PF = 8,5cm + 5,95cm = 14,45cm .
AEFP: EF’ = Appey = PF° + PE° = (14,45cm)? + (5,95 cm)?
=  Aprqgp = 244,205cm? .

e 1. Moglichkeit: Agppagy = AaBep — 4 AAEBF
Agprar = (20,4cm)? —4-0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244,205 cm? .

2. Moglichkeit: Aprer = Apgrs +4 - AaEFP
Agprar = (8,5cm)? +4.0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244, 205cm? .

Mit Hilfe der Berechnung des Flicheninhalts rechtwinkliger Dreiecke .

55.  (a)
D . R c
} (G |
¢ -—------ ‘- | °
K |
S ¢ Y2\ ‘Zy ,,,,,,, y
)
A 2em P B

(b) Das Dreieck SRD ist gleichschenklig-rechtwinklig. = 11 = 45°.
Dann gilt auch ¢y = 45° (Z-Winkel) .
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()

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Das Dreieck PBQ ist gleichschenklig-rechtwinklig. = ¢ =45°.
Also folgt: [PQ] || [SR] .
Das Viereck PQRS ist ein (achsensymmetrisches) Trapez..

ﬁ—FP—Q‘—

Fiir die Trapezfliche A gilt: Apgrs = 5 KL.

Die Strecke [SR] ist die Diagonale eines Quadrates mit der Seitenlédnge 4 cm .
Also folgt: SR = 4v/2cm.

[DK], [NB] und [PQ)] sind jeweils Diagonalen eines Quadrates mit der Sei-
tenlénge 2cm.

Also folgt: DK = NB = PQ = 2v/2cm und LB = v/2cm.

Im Quadrat ABCD gilt: DB = 6v/2cm.

Damit gilt: KL=6v2cm—2v2cm —v2cm = 3v2cm.

4+/2 cm + 2v/2 cm
2

Und damit gilt: Apgrs = -3v2cm = 18cm?.

Das Trapez PQRS ist von vier rechtwinkligen Dreiecken eingeschlossen. Zwei von
ihnen sind kongruent.
Apqrs = Aapcp — 2 - Aaaps — Aasrp — AAPBQ -

1 1 1
APQRS:36cm2—2-5-2-4cm2—5-4-4cm2—§-2-20m2:18cm2.

Sa

S ¥?

A B

Das Viereck S1BS2D ist ein achsensymmetrischer Drachen.

(b) Im Quadrat ABCD halbiert die Diagonale [AC] den rechten Winkel DCB. Also gilt:

b = 45°.
Das Dreieck S1BC ist gleichschenklig. = ¢ = (180° —45°):2 =67,5°.
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

= %:leD: 2802135():%:D52B
= o = %:SlDSQ = %:52351 = (3600 —4. 67, 50) 12 =45°.

(c) Abrachen = % -BD - 55;.
BD =6-v2cm (~8,49cm).
Wegen S1C = 6cm folgt AS] = CSy = (6-/2 —6)cm (~ 2,49cm).
Dann ist 5152 = [6-v2—2-(6-v2—6)] cm = (12— 6v/2) cm (=~ 3,51 cm).
ADrachen = % : [6\/5- <12 — 6\/5)] cm?.
Abrachen = (36v/2 — 36) cm?(~ 14,91 cm?).

Abrachen (3612 — 36) cm?
Drachen _ (36v2 Q)Cm =2 - 1~0,4142 = 41,42% .
AQuadrat 36 cm

N7

L
Cl

(b) Es gilt a = 8 = 45°. Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck APQ gilt aber auch
a = p = 45°. Also stimmen die beiden Dreiecke ABC und APQ paarweise in ihren
Innenwinkelmaflen iiberein. Damit sind sie zueinander #hnlich.

(¢) Weil die beiden Dreiecke ABC und APQ zueinander dhnlich sind, gilt fiir den Ahn-
lichkeitsfaktor k z.B.:

k::.
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(b)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Das Dreieck M BC ist ein halbes Quadrat mit der Daigonalenlinge BC = 3v/2cm.
AP — BA-BP=BA-BC = (6 3v2)em.

(6 — 3v/2) cm

Damit folgt k =
6 cm

Und

2
—3V3

Aparg _ o |(6=3V2em | o 501716 17.16%.

An ABC (3v/2) cm

D R C
45° ¢
®
()
45°
45°
S
45°
A P B

Die beiden Dreiecke PB@ und SRD sind gleichschenklig-rechtwinklig. Also haben
ihre spitzen Innenwinkel das Mafl 45° .

Weiter gilt: CQ = BC — BQ = DC — DR = CR. Also ist auch das Dreieck RQC
gleichschenklig-rechtwinklig. Dann gilt ¢ = 45°.

Am Punkt @ gilt somit: 45° + ¢ +45° = 180° = ¢ =90°..

Aus Symmetriegriinden sind dann auch die drei restlichen Innenwinkel des Vierecks
PQRS rechte Winkel. Also handelt es sich hierbei um ein Rechteck.

Eine mogliche Strategie: Apgrs = Aapcp — 2 (Aa PBQ + AA RQC)
L Z 9 2

AAPBin- <3\/§) cm” = 9cm”.
1 2, 5

AA RQe = 5 <6 — 3\/5) cm” = (27 — 18\/5) cm” .

Apors = 36cm? — 2 - [9cm? + (27 — 18v/2) em?] = (36v/2 — 36) cm? .

Apgrs  (36v/2—36)cm?  (36(v/2 — 1) cm?

Aapep 36 cm? N 36 cm?
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(b)

()

(d)
(e)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

=2 — 10,4142 = 41, 42%

X
P11

T cm

A 6 cm B

Fiir x = 0 ergibt sich das maximale Dreieck. Fiir x = 6 entartet das betreffende
Dreieck zur Doppelstrecke [BC].
Also gibt es Dreiecke fiir z € [0; 6]

Eine mogliche Strategie: Berechne jeweils den Flicheninhalt der Dreiecke AB P, und
P,MC in Abhingigkeit von x. Subtrahiere die beiden Fldcheninhalte dann vom
Flécheninhalt des Dreiecks ABC'.

1
AA ABC = 5-60m-60m: 18cm?.

2

AaaBp, = = -6cm - zecm = 3z cm”.

-P,C-F,M=--(6—x)cm-3cm = (9—1,52)cm?.

1
2
1
AAap,vc = 3

DO | —

A(z) = [18 =3z — (9 — 1,5z)] cm? = (9 — 1,5x) cm?® = AA p, piC -

Kommentar: Die Flicheninhalte der Dreiecke BC'P,, werden sténdig durch deren Sei-
tenhalbierende [P, M| halbiert .

9-1,5x2=6,6 < x=16.

Es muss gelten: CP, = CM .

CP, = (6—m)cm.

Das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck ABC' ist ein halbes Quadrat mit der Dia-
gonalenlinge BC' = 6y/2cm = CM =3v2cm.

Damit muss gelten: 6 — x = 3WV2 & x=6-3/2~ 1,76.
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(f) 20% =0,2.
(9—-1,5z)cm? =0.2-18cm? & 9-1,50=3,6 < x=3,6.

60. (a)
+>
A E B
e AABC: = 180° — 58° — 62° = 60°.
A EBC: e =180° — 31° — 60° = 89°.
e AABD: § =180° —29° — 60° = 91° # 89°.
Also ist das Viereck EBDF kein achsensymmetrischer Drachen.
e Im Viereck EBDF gilt: ¢ +6 =180° = ¢+ = 180°. Also ist das Viereck
EBDEF ein Sehnenviereck; d.h. es besitzt einen Umkreis.
61. (a)
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

A

(b) Es gilt: ATSC ~ ADBC'.
Weil z.B. TC = % - DC gilt, folgt dann TS = % DB = % -6cm = 2cm.
Andererseits gilt z.B.:
BC=3-v2cm = ﬁ:%-B—C:\/ﬁcm<20m.
Also ist das Achteck nicht regelméfig.

(c) Den Fliacheninhalt des Achtecks PQRSTUVW kannst du am einfachsten dadurch
berechnen, dass du vom Flécheninhalt des Quadrates ABC D die Flicheninhalte der
vier kongruenten weiflen Dreiecke an seinen Eckpunkten subtrahierst. Den Flichen-
inhalt A jedes dieser Dreiecke berechnest du am besten mit der Formel A = % -g-h.

ApQRrsTUVW = % . (60m)2 —4-%-20m-1cm: 18cm? — 4cm? = 14 cm?

ApgrsTuvw _ 14cm?
A ABC 18 cm?

=0,7~77,78% .

62. (a)
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63.

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

Die Mittelpunktswinkel aller Teildreiecke dieses regelméfligen Achtecks haben alle das
gleiche Maf} p = 360° : 8 = 22,5°. Aus Symmetriegriinden gilt dann ¢ = 22,5° : 2 =
11,25°.

Damit entsteht die Figur so, wie sie in der Angabe dargestellt ist.

Das Dreieck M BC ist gleichschenklig-rechtwinklig, also ein halbes Quadrat. = BC =
3v/2cm.

Das Dreieck QBR ist gleichschenklig-rechtwinklig, also ein halbes Quadrat. Es sei
RQ=zcm. = RB=-Zcm=S5C.

V2
= B—C:3\/§cm:(2-%+x)cm ‘C—*/g
= — _6 . 2=V2
& 6=2r4+2V2 < =5

b= 30— vD). )
Dann ist ug = 24(2 — v/2) cm ~ 14,06 cm .

Berechne zunéchst den Flicheninhalt eines Teildreiecks z.B. A MQR:

1 — S N
AA MOR = iRQMF mit MFF = MB — FB, wobei MB = 3cm gilt.

Weil das Dreieck @ BR gleichschenklig-rechtwinklig ist, gilt:

__ 1 — 1 - 1
FB=--RQ=--zecm = MF=3-=-z)cm .
2 2 2
= A _1 F—1 (3 ) cm?

AMQR_Q X CIn —2 X 5 Z)cme .

Mit (*) aus der Losung b) erhalten wir:

1 1
AAMQR = 5'3(2—\/5)'[3—5-3-(2—\/5)] cm?
3(2 - 2) 2 -2 s 6-3vV2 3vV2
= 2TV 3-3. em? = 2~ V2 OVE Ly
2 2 2 2
9 2
AaMQr = 5'(\/5—1)cm
9
ApQrsTuvw = 8-AAMQR=8-§-(\/§—1)CH12:36-(\/5—1)cm2
1 2
Aarpcp = 5-6cm-60m:18cm
A . 21 2
Apgrstovw 36 (v2—Dem — 2. (V2 - 1) ~ 0,8284 = 82, 84%
Aapcp 18 cm?
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64.

(b)

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

H
K

A M B

Die beiden Dreiecke M BH und K HC sind kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke. Zusammen sind sie so grofl wie das Quadrat AMHK .

Das bedeutet, dass das der Fliacheninhalt des Dreiecks M BH ein Viertel des Flédchen-
inhalts des Dreeicks ABC betrigt. Das Dreieck M BF ist halb so grofl wie das Dreieck
MBH .

1

Also gﬂt: AA MBF = g ‘AAABC-

Die Dreiecke AMC und M BC' haben den gleichen Flicheninhalt, weil ihre Grundli-
nien und Hohen jeweils gleich lang sind. Damit sind sie jeweils halb so grof3 wie das

Dreieck ABC'.

1 1

3
= AamFc = 3 - AA ABC — 3 AA ABC = 3 AA aBc = 0,375 - Ax aBC -

Der Flichenanteil betrigt somit 37,5% .

Nimm an, dass die Halbgerade [C M den Winkel AC' B halbiert.

Der Punkt M wiirde dann ebenfalls auf der Winkelhalbierenden liegen. Dann miisste
sein Abstand zum Schenkel [C'A der gleiche sein wie zum Schenkel [CB. Es miisste
also gelten AF = AM .

Im rechtwinkligen Dreieck M BF ist [M B] die Hypotenuse; d.h.

MF < MB =AM .

Also wird wird der Winkel AC'B nicht von der Halbgeraden [C'M halbiert.
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65.

5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(b) Die gestrichelten Hilfslinien in der Eingangsfigur machen dir klar, dass

Axgcm. = - Aamcep gilt.
Aus Symmetriegriinden folgt dann: Ax poa, = % - AABCD .

Die Strecke [AM,] stellt im Dreieck AC'D eine Seitenhalbierende dar.
Also gilt: AAAC’MC = % . AAAC’MC .

Dann ist AAAC’MC = i -AacD -

Wegen Aa aenv, = Aa acm. — Aa gou, folgt dann:

ApnaEM, = 5 AABCD — 15 - AaBeD = 15 - AaBCD -
Die beiden Dreiecke AM,E und AEM, besitzen die gleiche Grundlinie [AE].
Wegen F'M, = EM, sind ihre Hohen gleich lang. Folglich gilt:

3
ApaMaE = ArAEM,. = 15 - AaBCD -

o 3 3
Damit ist AAMaEMC =2 16" Aarpcp = g AABCD -

A 3
T = = 0,375 = 37,5%.

AaBcpD
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5. Flacheninhalt ebener Vielecke

(b) Den Flidcheninhalt A des Dreiecks AM,G kannst du mit

1 -
AAAMani'MaG'FA. (*)
berechnen.
Nun ist M,G = M,F + FG . (**)

. e = L —— 1 —
Es gilt offensichtlich FFA = 3 AM = 1 -AC.

. 1 1 —

Analog gilt M,F = 3 BM = 1 BD.

Weiter machen dir die gestrichelten Hilfslinien anhand der Ahnlichkeitsséitze Folgen-
des klar:

AF — 2. AC uwnd AF = + . 4E
4 3

D It FG =~ B, =~ M,F—~. L. BD = BD
ann git: =g Blle =3 Ml =3 P T
. . . 1 1 — 1 —
Mit (**) ergibt sich dann MaG:Z-BD+E-BD:§-BD.
Mit (*) ergibt sich schlielich

1 1 — 1 — 1 1 — —
A —-...BD-Z.AC=—.-.BD-AC.
AAMG =5 "3 4 12 2

1 -
Mit Aagcp = 5 -BD - AC folgt:

1 1 —
An AM,G E'ﬁ'BD'AC _ _
et = A2 = 5 = 0,083 =8,3%.
ABCD 5@[4—0
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Abbildung durch zentrische
Streckung

. Es gibt mehrere Moglichkeiten: z.B. iiber Steigungsdreiecke, Vektoren, Geradengleichungen.

Antwort: Nein, aber ziemlich knapp.

Z.B. iiber Steigungsdreiecke oder die Lénge von Strecken.
Antwort: Um 50%.

E*(2,6/3,1).

(a) ALGD ~AHKL ~ AKBF ~ AEBL ~ADAB ~ ADBC

(b) Es sei AD = z cm.
Weil alle Rechtecke im Inneren flichengleich sind, muss DG = BF = FC = 0,5z cm
gelten.
Dann ist EB = (6 — 0,5z)cm = AD = z cm.
= 6=1,5z AD = 4cm; d.h. alle inneren Rechtecke sind sogar kongruent.
Nun kannst du die Figur zeichnen.

D 2 G 4 C
L 2
K
4 H F
2
A 2 E 4 B
ADLG ~ ADBC:" o

GL 4 4

= _2 o GL=-

2 6 3
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

_ 4 9 _
HL=2--===0,5-GL
33

Aus (a): AHKL ~ ALGD mit dem Ahnlichkeitsfaktor k = 0, 5.
= A(HKL)=0,5- A(LGD) = 0,252 3 cm? = 2 cm?
AHKL) 2 2 1

=Z:2d=1=_
A(ABCD) ~ 3 48 24

A E QFT B

Wenn y zunimmt (abnimmt), dann wird = gréfer (kleiner).
(c) 1. Mbglichkeit (mit der Hilfslinie GT) :

Wegen EB = 4cm folgt ET = (4 — x) cm.

APSG ~ AETG: .
PS GT y 6
PG ET 3—x2 4-—=x

Damit ergibt sich der gewiinschte Ausdruck.

2. Moglichkeit (ohne die Hilfslinie GT) :

Es gilt: QS = (6 — y)cm und APSG ~ AETG:

= y=0B-2)6—y)=18—-3y—6xr+zy < y(r—4)=06x— 18, woraus die
obige Beziehung folgt.

(d) 1. Méglichkeit (elegant):
Es gilt AEFS ~ AHSG. Wenn das Dreieck HSG doppelt so grofl wie das Dreieck
EFS ist, dann muss fiir die entsprechenden Seitenlingen der Streckungsfaktor den
Wert /2 besitzen.

Eimuss z.B._gelten:
HG =+/2-EF, also 6 — 2z = /2 - 2. Damit ergibt sichzx=3—-v2~ 1,59 .

2. Méglichkeit (aufwindig):
Es muss gelten: A(HSG) =2 A(EFS). Also: - HG-PS=2-1.EF.QS
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

B-z)-y=2-(6-y) & y=3:%

Mit dem Ergebnis der Aufgabe (b) folgt dann

6-(3—x) 12
(4—z) bH-=z

Diese Bruchgleichung fithrt dann auf die quadratische Gleichung

wzgi\/ﬁ,

22 —6x+7=0 mit G=]0;3[r = x12= 5

Das Pluszeichen entfillt wegen 3 +v/2 > 3 .
6. Der Turm ist 290 m hoch.
7. DE =6,25m

8. (a) --

(b) Der Fahrer erreicht 1,1 Promille um 2.40 Uhr, 0,5 Promille um 6.40 Uhr und 0,3
Promille um 8.00 Uhr.

(c) Morgens um 7.40 Uhr hat der Fahrer 0,35 Promille.
(d) - -

9. (a) Siehe Zeichnung.
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

Y1 0 B’ |
\ N /
AR / - /
g / ~_ A

A
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\
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N
/
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—
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~ o[/ 1 x
/ — |
/ 5

(b) e Siehe Zeichnung.
e Zunichst ergibt sich S(—1 | 4). Weiter sei S’/ (zs’ | (ys').

- /o _ —
Aus ZS':k-Z?folgt: (zs, 1> =-1,5- < 1 1>
S

-3 4 =3
/! /
. - rzg' —1 = 3 = x5'=4
Daraus ergibt sich: ys'—3 = —15 = yg'=1,5

Also: S'(4]1,5).

Die unvollstindige Gleichung der Bildparabel p’ lautet daher:
p'y=alr—4)2+1,5

Du siehst nun: 7'(0 | 3) € p’. Als Begriindung dafiir kannst du z.B. die , Fiinf-
Punkte-Regel“ fiir die Zeichnung einer Normalparabel bei bekannten Scheitelko-
ordinaten heranziehen. Dann erhéltst du (mit & = —1,5) durch Abzdhlen der
Késtchen: T7(2,5 | 3).

2
T'(2,5] 3) in die Gleichung von p’: 3 =a(2,5 —4)2+1,5 = a= 3
Somit ist das Ergebnis in der Aufgabe (b) bestétigt.
Anmerkung:
Der Wert des Formfaktors a’ der Bildparabel p’ lisst sich auch allgemein herlei-
ten.

Gehe von einer Parabel pg aus, deren Scheitel im Ursprung liegt.

po : y = ax® mit a # 0. Ein beliebiger Punkt Py(zg | az?) € p wird einer zentri-
schen Streckung mit dem Zentrum O = (0 | 0) und dem Streckungsfaktor k # 0
unterworfen. Sein Bildpunkt sei Py/(x' | y').
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

—
Dann gilt OPy' =k - O—Po> :

xo’ N T xo' = k-z (1)
(a’x0’2>_k (a:c2> A a'rg’? = k-az? (2)

xo/ 12
Aus (1):x:7 in (2): a'mg'? =k-a %5

Damit ergibt sich:

Diese Beziehung zwischen den entsprechenden Formfaktoren gilt fiir alle mogli-
chen zentrischen Streckungen von Parabeln.

(¢) e Siehe Zeichnung.

e Die Gerade g’ muss zur Geraden g parallel liegen, denn jede zentrische Streckung
ist winkeltreu.
g ty=—2x+t'undT'(2,5]3)€g':3=-2-2,541¢'
= t'=8undg’:y=-2r+8
2
p’ﬂg’:g-(az—4)2—|—1,5:—2x—|—8 | -3
e 2224102 +12,5=0 = D*=100-8-12,5=0
Also ist die Gerade g’ eine Tangente an die Parabel p’.
Allgemein gilt: Jede zentrische Streckung ist ,,tangententreu.

(d) e Siehe Zeichnung.

e Fiir die Inhalte A von allen moglichen Fléchen gilt bei deren zentrischen Streckung
mit dem Streckungsfaktor k: A’ = k% - A, wobei A’ der Inhalt der Bildfliche ist.
Hier gilt: k = —1,5 und A = 2,875 cm?.
Also folgt A’ = (—1,5)2 - 2,875cm? = 6, 46875 cm?.
(e) () = k- Ax(a)

Also gilt hier: (—3,3752% — 5,625z + 13,5) cm? = (—1,5)? - Aa(x) |: 2.25

= Aa(z) = (—1,522 — 2,5z + 6) cm?

Anmerkung: Natiirlich kannst du den Flécheninhalt Aa(z) auch direkt iiber die

Flachendeterminante berechnen. Offensichtlich wére dieser Weg aber weiter.
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10.

(f)

6. Abbildung durch zentrische Streckung

1. Moglichkeit: Durch eine Extremwertberechnung (Vorsicht!)
Ana(z) = (—3,3752% — 5,625z + 13,5) cm?

5
= —3,375(z + 37— 4) cm?

5 5\? 25
=-3375 |22+ = ) =4 2
, m+3m+<6> 36 ]cm
5\2 169
=335 |(z+2) ——=—| cm?
6 36

5 2
Aa(z) = [_3, 375 <x + 6) + 15,84375] cm?

5
Jetzt wire es fatal, einfach zu antworten: ,o = —— liefert ... “, denn dieses Rechen-

ergebnis deckt sich zundchst nicht mit den Gegebenheiten in der Zeichnung! Warum?
Nun, die Variable z ist als Abszissenwert der Punkte C,, festgelegt worden! Das be-
deutet, dass dieser Abszissenwert zur Parabel p und nicht zur Parabel p’ gehort.

Dieser z-Wert muss also erst noch der zentrischen Streckung unterworfen werden:

)
= - i 1)-(—=1,5) =2,75. Wegen Z(1 | ...) muss noch 1 addiert werden. Al-

so betriagt der Abszissenwert des gesuchten Punktes unter den Punkten C,,, der den
maximalen Flédcheninhalt liefert: 3,75.

Aber der Punkt S’ besitzt den Abszissenwert 4. Daher kann S’ nicht der gesuchte
Punkt sein.

2. Moglichkeit: anschaulich

Unter allen Punkten auf der Parabel p’ miisste der Punkt S’ den grofiten Abstand
von der Grundlinie [A’B’] besitzen.

Andererseits muss der Punkt, der den grofiten Fldcheninhalt liefern soll (nenne ihn
z.B. C*'), auf der Tangente an die Parabel p’ liegen, die zur Grundlinie [A’B’] par-
allel verlduft. Die Tangente an die Parabel p’ durch den Punkt S’ verlduft aber im
Gegensatz zur Strecke [A’B’] waagrecht. Also kann der Punkt S’ nicht der ,richtige®
Punkt sein. Der Punkt C'*’, der den grofiten Flicheninhalt liefert, liegt etwas links
oberhalb des Punktes S’.

93



(b)

6. Abbildung durch zentrische Streckung

S
D Ty C
AN K ’
AN e
N 7
AN 7/
\\ k //
AN 7/
AN "/
N v
AN
M
7 AN
P // \\
— 4 L7 AN » R
7/ AN
7/ AN
7/ AN
7 N\
7/ N

Es gilt: DC = 2a und T'S = a (Das ist die Dreieckshohe.)
Aapcsp = Aapep + Apcs = (2a)? + 3 - 2a - a = 5a?
Apors = QS -PR=1.(2a+a)-2a = 3a?

APQRS . 3a2 _ 3

= - =0,6 =60%
Aapcsp  ba? 5 ’

Das Dreieck DC'S ist ein halbes Quadrat, dessen Seite jetzt 14,5 cm lang wire. Also
wiirde gelten: Apcg = % -14,5% cm? = 105, 125 cm?.

Mit Hilfe der gestrichelten Linien erkennst du: Das Quadrat ABCD ist in vier kon-
gruente Dreiecke zerlegt worden, die zum Dreieck DC'S kongruent sind.

Das Quadrat ABCD hiitte also einen Flicheninhalt von 4-105,125cm? = 420, 5 cm?.

Es sei K der Schnittpunkt der Strecke [SR]| mit der Strecke [T'C].
Es gilt dann: KC = DC — DK = 2a — av/2 = a(2 — /2)

Weiter gilt: TK = av2 —a = a(v/2 — 1)

Dann gilt fiir Das Teilverhéltnis

K—C_a(2—\/§)_2—\/5_\/52—\/5_\/5-(\/5—1)_\/5
TK a(v2-1) V2-1  V2-1  1-(vV2-1)

2-v2 _2-v2 V241
V21 V2-1 V2+1

Es sei L der Schnittpunkt des Kreisbogens k mit der Strecke [T'C|. Zwar liegen die
Punkte K und L in der Zeichnung aufeinander, aber ist das auch tatséchlich so?
Die Dreiecke LRC und TLS sind beide rechtwinklig und sie besitzen im Punkt L
mafgleiche Scheitelwinkel. Also sind die beiden Dreiecke zueinander #hnlich und du
kannst den Vierstreckensatz anwenden:

Natiirlich kdmst du mit zum selben Resultat.

TL TS TS a
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11.

12.

6. Abbildung durch zentrische Streckung

Also teilt der Punkt L die Strecke [T'C] im gleichen Verhéiltnis wie der Punkt K. Dann
miissen aber die beiden Punkte K und L aufeinander liegen; d.h. der Kreisbogen k
verlauft tatséchlich durch den Schnittpunkt der Strecke [SR] mit der Strecke [T'C].

A N B

(b) Offensichtlich passt das Dreieck DCE fiinfmal in die Figur hinein.

Die Dreiecke AM D und AED besitzen die gleiche Grundseite [AD]. Thre Hohen [M L]
bzw. [EK] sind gleich lang. Also sind diese beiden Dreiecke flichengleich.
Daher gilt: Aaapp = % - AABCED-
Aus Symmetriegriinden folgt: Aaapr = AapceEDp — 2 - % - AABCED = %AABCED-
Aaape 3 _ o0
AapceEp 5

Aus Symmetriegriinden muss das Viereck M QE P eine Raute sein. Die Dreiecke AN E
und PHFE sind zueinander dhnlich:

PO FH 1

AN EN 3

Daraus ergibt sich iibrigens, dass die Strecke [C'D] von den Punkten P und @ in drei
gleiche Teile geteilt wird.

N AaPHE _ <l>2 _ 1 Aargr
AAANE 3 9
2
9

ApomE
AAABE

Ur- und Bildparabel besitzen die gleiche Symmetrieachse, ndmlich die y-Achse. Dort
muss sich das Streckungszentrum Z aufhalten.
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13.

14.

6. Abbildung durch zentrische Streckung

Wie bei jeder zentrischen Steckung ist Z der einzige Fixpunkt. Dieser Punkt muss also
auf beiden Parabeln liegen.Der einzige Punkt, den beide Parabeln gemeinsam haben,
ist der Scheitel im Ursprung. Also liegt das Streckungszentrum Z im Ursprung.

(b) Du konntest jetzt die Bildkoordinaten eines konkreten Punktes auf der Urparabel
(z.B. (1]2,5)) abbilden und dessen Bildkoordinaten in die Gleichung der Bildparabel
einsetzen.

Wir leiten gleich eine allgemeine Beziehung her, die du fiir analoge Fille iibernehmen

kannst:

P|a-2?) — 25 5 P2’ |y’

—
Mit ZP" = k- ZP und k # 0 folgt:

' = k-z (1) & r= (1)
' = k-az? (2

z'? a
Wi @y’ =ka- Ty o gm0

& k:i/ also: k=

S|
|
o
ot

Zwei Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in allen drei Innenwinkelmafien iiberein-
stimmen.

Der dritte Innenwinkel im urspriinglichen Dreieck hat das Maf§ 180° — 73,47° — 41,26° =
65,27°. In ihm hat also der dritte Innenwinkel das Maf3 65, 27°.

Das andere Dreieck besitzt dieses Innenwinkelmaf} ebenfalls. Also kann dieses Dreieck (wenn
auch die beiden anderen Innenwinkel paarweise iibereinstimmen) zu ersten Dreieck &hnlich
sein.

(a)
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

C
FE
60 m
T m
A D B
«— rm 54 m - >

Das Viereck ADEC ist ein Trapez. Also ist [AC] || [DE].
Daher gilt: ADBE ~ AABC. Nach einem Vierstreckensatz folgt:
T 54

2
T _ 54z — 3240 = 0.
60 sita & ol

Diese quadratische Gleichung besitzt die Losungen 36 und —90, wobei —90 natiirlich
ausscheidet.
Also ist der Zaun 36 m lang.

zm  36m

Fiir den Ahnlichkeitsmafstab & gilt z.B.: k= — = —— = 0,6
60m  60m

Fiir Lenis Anteil DBE gilt: Axppre = 0,6 - AaaBpc.

AADBE
AABC

Weiter folgt: =0,62=0,36 = 36%.

Also bekommt Sarah den restlichen Anteil von 100%, ndmlich 64%.
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

E M F

A P Q B

(b) Die Dreiecke APS und SMFE sind zueinander dhnlich.

16. (a)

()

Es gilt z.B.: AP: EM =1:2=PS: SE.

Die Strecke [PE] ist 6,3 cm lang. Nach dem obigen Seitenverhéltnis von 1 : 2 folgt:
PS =4,2cm und SE = 2,1cm = SR. Das Viereck SRFE ist ein Quadrat.

Fiir den Flécheninhalt A der Figur PQRM SP gilt dann:

A=21cm-4,2cm +0,5-2,12cm? = 11,025 cm?.

2
11,025 cm :0’27:3_1_1 25 3

Flichenanteil: —2 a2 =2 =
At 8 32 em2 1090 90 18

A P B
Die Figur wurde im Maflstab 2 : 3 gezeichnet.

Die beiden Dreiecke PBQ und ABC sind rechtwinklig. Ein Winkel hat jeweils das
MaB 5. Also stimmen diese Dreiecke wegen der Innenwinkelsumme von 180° in allen
drei Inenwinkeln iiberein. Also sind sie zueinander dhnlich.

B BC _
AapPBQ ~ AaaBc  Vierstreckensatz: TQ = A:g o 6 - r_ g
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

& bM—-—9r =06 <& x=3,6

APQCR 362CH12
d _ — 0,48 = 48%
( Apagc  0,5-6-9cm? 0
(a)

C K

******************** S

S x B R//// i

|[@== |

b T a |

R E ;

e PN

A P F  Q B H

Zeichne z.B. das Probequadrat QH K C mit der Seitenlinge h[= 4, 8 cm)].
[AK] N [BC] = {R}. Zeichne dann das Quadrat mit der Seite [RQ)] fertig.

(b) Aus der Zeichnung in (a) ist ersichtlich, dass beide Dreiecke rechtwinklig sind. Au-
Berdem taucht in beiden Dreiecken der Winkel mit dem Mafi S auf. Also stimmen
die beiden Dreiecke sogar in allen drei Innenwinkeln {iberein. Also sind sie zueinander
ghnlich.

(¢) Wegen AFBC ~ AABC gilt:

CF AC ﬁé
BC AB a c

b
o h=2 Mitec=+vaZtbcem folgt die Behauptung.
c

Fiir a = 6 cm und b = 8cm ergibt sich A = 4,8 cm.

(d) In beiden Dreiecken tauchen Stufenwinkel mit dem Mafl 8 auf. Also sind die beiden
Dreiecke zueinander &hnlich.

(e) Wegen ASRC ~ AABC verhalten sich die Léngen der Hypotenusen wie die entspre-
chenden Hohen in beiden Dreiecken:

L h—z N hc

—_— = xr =

c h h+c
b

Mit hzzaibz cm und ¢ = va? + b2 cm ergibt sich:
a® +
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

ab

ab
va? + b2
Erweitert man den Bruch mit v/a2 + b2, so ergibt sich die Behauptung.

+ Va2 + b2

(f) o In diesem Fall gilt b=a. = == =

3a? 3
a2
. Aprors _ v _ 32 = - =0,4=144,1%
Apapc Lo 1o 97 7
2
[ ]
C
a° B

Das Dreieck ABC lésst sich in neun kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreieck zerlegen. Vier davon nimmt das einbeschriebene Quadrat ein. Also be-

tragt der Fliachennateil dieses Quadrates am Dreieck ABC
4

5 =0.1=144,%
18. (a) Klar.

(b) Ay = A3 =1,5°7recm?® = A;+ Ay =2-1,5%7cm? (= 14, 14cm?)

Der Durchmesser d des grofien Kreises ist genauso lang wie die Diagonale [BD] des

Quadates ABCD.
= d=3V2em = 7r3=1,5/2cm.
= As=(1,5v2)rem? =2 1,52mem? = Ay + A

Also sind die beiden kleinen Kreise zusammen genauso grofl wie der grofie Kreis.
Oder kiirzer: Der Durchmesser des groBen Kreises ist v/2 — mal so groB wie der Durch-
messer eines kleinen Kreises. Also ist der Fliachenihalt des grofien Kreises doppelt

(= (V/2)?) so gro8 wie der eines kleinen Kreises.

19. (a)
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

B/
= b
T
D x S (4 \‘\ ) C
_:'/ w* \\ 19
\\ .F/
b AN b
.F a
(ID*
£
9
A a B
b
D/

(b) Das Spiegelbild des Rechtecks ABC'D ist das kongruente Rechteck AD'CB’.
Also gilt: CB=CB’ = AD =b.
Die beiden rechtwinkligen Dreiecke ASD und SC B’ stimmen also in der Seitenléinge
b iiberein.
Weiter gilt: 1) = ¢+ (Scheitelwinkel) = ¢ = @*.
Damit sind die beiden Dreiecke ASD und SCB’ kongruent. Insbesondere gilt dann
AS =CS und DS = SB’ = z.

e Einerseits gilt dann im Dreieck SCB’: CS = Vb? + 22
Andererseits gilt: CS =a —

e V2t a2=a-z|? = bW +22=d>-2ax+2> & z=

(C) AAACS:AAACD—AAASD ) , , , ,
1 1 b —b b 2% — b b
AAACSzaab——bCC:—-<a_a’ >:§$:4_(a2+b2)

2 2 2a 2a a
(d) e Siehe Zeichnung.

e Aufgrund der Eigenschaften der Achsenspiegelung sind die beiden Dreiecke AC B’
und AC'D kongruent. Sie besitzen die gemeinsame Hypotenuse [AC]. Also sind
die beiden Hohen [DF] und [B'F’] gleich lang. Das bedeutet, dass die beiden
Punkte D und B’ den gleichen Abstand zur Strecke [AC] besitzen.

Also folgt: [B'D]||[AC]. Also ist das Viereck ACB'D ein (gleichschenkliges)
Trapez.

(e) Die beiden Dreiecke AC'S und DSB' sind zueinander #hnlich; d.h.:
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

AApspr = k2 - Aaacs mit k =

Ly

a2—02\> b, o, b (a®—12)?
AADSB’-( 2_|_b2> R (a —|—b)—£ a2—{—b2
(f)
1 b, o b (a®—1b?)?
Atrpes = 25w b g (@A) T T
2b 9 9 b 9 9 b (a2—b2)2
e - A ~. b 277
4a (a )+4a (a+ )+4a a? + b2
b 200 =0 - (@® +0°) + (a® + D7) 4 (0 = bP)?
T 4a a? + b?
b 4a* a?

L b ——
4a a? + b2 @2 + b2
(g) Es muss gelten: Appgpe: = 0,9 Aapcop. Also:

a? a?

ab-m:(),Q-ab = m

=0,9 < 0,1a®>=0,9°

Wegen a,b > 0 folgt dann a = 3 - b.
2 2

a
a? + b2 = ab

v,
a? + b2

(h) Es muss gelten: ab -

FEin Bruch hat aber genau dann den Wert 1, wenn Zédhler und Nenner gleich sind:
a? =a>+b> = b= 0(f). Dann wiirde das Rechteck zur Strecke entarten; ein
solches Trapez gibt es nicht.

(i) Es gilt: <DCA = ¢ (Z-Winkel).
Weiter gilt:<<BAS =1 =2 - ¢ (F-Winkel).
Ebenso folgt: ¢ = 90° — 2¢ (Innenwinkelsumme im Dreieck SCB’).
Damit das Trapez ACB’D zum Rechteck wird, muss ¢ + ¢ = 90° gelten.
Das bedeutet: 90° — 2e + ¢ = 90° <& ¢ = 0°. Wieder wiirde das Rechteck zur
Strecke entarten; d.h.ein solches Trapez gibt es nicht.

20.
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21.

6. Abbildung durch zentrische Streckung

C

A /B B

In beiden Dreiecken ABC und SBM kommt der Innenwinkel mit dem Maf3 5 vor.
Zudem sind beide Dreiecke rechtwinklig. Also miissen beide Dreiecke auch im Maf3
des dritten Innenwinkels iibereinstimmen; also gilt A SBM ~ A ABC.

Wir rechnen nur mit Mafizahlen.

PYTHAGORAS im Dreieck ABC: BO- = 7,22+ 5,42 = BC=9cm

= BM =4,5cm.

MS AC  x _ 5,4

Vierstreckensatz: = = = 3,375.
lerstreckensatz MB AB 4’ 5 7’ 5 = X y
Berechne den Ahnlichkeitsfaktor: Z.B. k = ﬂ = 4,5 =0,625.
AB 7,2
A
Dann gilt —298M _ 12 — (1 6252 = 0, 390625.
A ABC

Das bedeutet: Das Dreieck SBM nimmt 39,0625% der Fliche des Dreiecks ABC ein.
Dann nimmt das Viereck ASMC 100% — 39,0625% = 60,9375% der Fliche des
Dreiecks ABC ein.
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

D

P2

A

C
®1
$Q
6 cm
2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die ldngste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses

Vierecks sein.

(c¢) In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

(d) Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa Pec + Aa Doc) -

1
AAPBC:§-2,5-6CH12:7,5CH12.

Wegen (c) folgt: Aa poc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

Mit k£ = D:C folgt: k=
PC

12
13

Aapgop = 3601112—(

313
= 36cm? — —. 7,5cm2

Aapgp 6084 —2374,5  3707,5

V2,52 + 62cm 13

2
= AADQC = <—> -7,5cm2 =

—— .7,5cm?.

144
7,5cm® + — - 7,5cm”
,ocm” + 6o " cm >

~ 0,6094 = 60,94% .

AaBcp

22. (a)

6084



(b)

6. Abbildung durch zentrische Streckung

]{31 k2

1. Moglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M,F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,CM, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck fillt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke F'BC und F,BM, sind zueinander dhnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC'. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:

e Die vier Dreiecke F,BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck FBM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FF'BC'.

e Die vier Dreiecke AFy, My, Fy, F My, F'SM, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF M, halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M, und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:
Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:
AN MyM.C = % - AA aBc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,CM, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
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23.

6. Abbildung durch zentrische Streckung

[M,My) als Symmetrieachse.

= Apm,om, =2 YAnaBc =% - Aaasc -
Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.

D C
\
\\ 4101
\\
\\
$Q
6 cm
\\
\
\\
\\
\\\ ©2
A P 2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die lingste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses

Vierecks sein.

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa pec + Aapoc) -

1
AA PBC = 3

-2,5-6cm? =7,5cm?.

Wegen (c) folgt: Ax poc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

Mit k£ = folgt: k=

S

6 cm 12
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6. Abbildung durch zentrische Streckung

12\ 2 144
= AADQC:<1—3> -7,501112:@-7,5(1112_

144
Aapgp = 36 cm? — <7,5cm2 + 169 7,50m2>

313
= 36cm? — — . 7,5cm2

169

AspoD 6084 — 2374.5  3707.5

LAPQD - _ 2 2~ 0,6094 = 60, 94% .

Aipcp 169 - 36 6084 0
C

kl k2

(b) 1. Méglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M,F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,C M, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck féllt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke FFBC und F,BM, sind zueinander #hnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

(c¢) Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:
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25.

6. Abbildung durch zentrische Streckung

e Die vier Dreiecke F,BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck FBM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FFBC'.

e Die vier Dreiecke AFy, My, Fy, F My, F'SM, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF Mjp halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M, und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:

Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:

AN MyM.C = % - AA ABc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,C M, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
[M,My) als Symmetrieachse.

=  Apm.om, =2 $AxaBc =% Aa aBc

Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.

(b) Es gilt a = 8 = 45°. Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck APQ gilt aber auch
a = ¢ = 45°. Also stimmen die beiden Dreiecke ABC und AP(Q paarweise in ihren
Innenwinkelmaflen iiberein. Damit sind sie zueinander dhnlich.

(c) Weil die beiden Dreiecke ABC und APQ zueinander dhnlich sind, gilt fiir den Ahn-
lichkeitsfaktor k z.B.:

AP

=C

Das Dreieck M BC ist ein halbes Quadrat mit der Daigonalenlinge BC = 3v/2cm.
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26.

(b)

6. Abbildung durch zentrische Streckung
AP =BA—-BP=BA—-BC = (6-3V2)cm.

(6 — 3v/2) cm

Damit folgt k =
6 cm

2
A —3v2
Und 2AAPQ _ 12 _ (6 —3v2)em =3-2V2~0,1716 = 17,16% .
A aBC (3v/2) cm

D R C
45° ¢
®
()
45°
45°
S
45°
A P B

Die beiden Dreiecke PB@ und SRD sind gleichschenklig-rechtwinklig. Also haben
ihre spitzen Innenwinkel das Mafl 45° .

Weiter gilt: CQ = BC — BQ = DC — DR = CR. Also ist auch das Dreieck RQC
gleichschenklig-rechtwinklig. Dann gilt ¢ = 45°.

Am Punkt @ gilt somit: 45° + ¢ +45° = 180° = ¢ =90°..

Aus Symmetriegriinden sind dann auch die drei restlichen Innenwinkel des Vierecks
PQRS rechte Winkel. Also handelt es sich hierbei um ein Rechteck.

Eine mogliche Strategie: APQRS = Aarpcp — 2 (AA PBQ + Ap RQC)
1 2 2 2
AAPBQ:§-<3\/§) cm” = 9cm”.

1 2
AARQe = B <6 - 3\/5) cm? = (27 — 18V/2) cm?.

Apors = 36cm? — 2 - [9cm? + (27 — 18v/2) em?] = (36v/2 — 36) cm? .

Apgrs  (36v/2—36)cm?  (36(v/2 — 1) cm?

Aapep 36 cm? N 36 cm?

=2 —1~0,4142 = 41,42%
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10.

Flachensatze am rechtwinkligen
Dreieck

. (a) 9cm, 18 cm

(b) d = +v/405cm ~ 20,12 cm

(b) 60°, 120°
(c) Ay =2,75-4/90,75 cm? ~ 26,20cm? Ay = 1,375 - 1/90, 75 cm? =~ 13,10 cm?
A3z = Ag
(d) d =2,75-v/3cm ~ 4,76 cm
. Es gibt mehrere Moglichkeiten: z.B. iiber Steigungsdreiecke, Vektoren, Geradengleichungen.

Antwort: Nein, aber ziemlich knapp.

Z.B. iiber Steigungsdreiecke oder die Léange von Strecken.
Antwort: Um 50%.

E*(2,6/3,1).

d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

(b) u=14-v/2cm ~ 19,80 cm

.x=1,24r

(a) [F'G] ist genauso lang wie die Diagonale [AC| des Quadrates ABCD.
Also gilt: av/2=3,2 = a= 3—\/2 =~ 2, 26.
Fiir die Zeichnung: AF = KB = 2acm ~ 5,52 cm.
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11.

12.

13.

14.

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

F H
BN XE
G ‘ N
C
K
A B

2
b) A(ABCD) =a?cm? = (22) cm? = 5,12 cm?
(b) A( ) ,

()

V2

e Wegen CE = 0,5 - AC miisste gelten:

20 =1,5a0v2 (a#0) = V2=75=73.

Weil aber v/2 irrational ist, liegt hier ein Widerspruch vor.

Dieser Widerspruch lésst sich auch durch Vergéflerung oder Verkleinerung der
Figur nicht auflésen: Jede Vergréferung oder Verkleinerung ist eine winkeltreue
Abbildung. Wenn in der Ausgangsfigur keine zwei Winkel mafigleich sind, dann
wird dies auch bei einer Grofliendinderung nicht anders.

Es wird nur mit Mafzahlen gerechnet.

1. Moglichkeit:

A(AEF) = 0,5AE - FC =0,5-1,5aV/2 - ay/2 = 1, 5a°.

2. Moglichkeit:

A(AEF)=0,5-AF -EM = 0,5-2a - 1,5a = 1, 5a2.

3. Moglichkeit:

Das Lot [F'C] zelegt das Dreieck AEF' in die beiden rechtwinkligen Teildreiecke
ACF und CEF.

Das Dreieck ACF ist so groff wie das Quadrat ABCD: A(ACF) = a®.
Weil [FC] || [HN] ist, folgt A(CEF) = A(FCH) = 0,5a°.

= A(AEF) =a?+0,5a% = 1,5a>.

Der Umfang betriagt 32 m.

Der Treffpunkt ist 17m vom Brunnen entfernt.

BC = 21cm

Die grofle Pizza hat einen Durchmesser von 32,5 cm.
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15. (a)

(b)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

D C

A 6 .
0
" (a —x)cm
acm Q
R 43 ——————————————————— J » S
xcm xcm

v &

A rem  p (a —z)em B

Am Punkt C gilt: € + 6 = 90°. *)

Die rechtwinkligen Dreiecke PBC und RSD sind kongruent, denn es gilt: PB =
RD = (a —x)cm und BC = RS = acm.

Also folgt <DSR =6 = <SDC (Z-Winkel).

Wegen (*) gilt im Dreieck DQC' : ¢p = 90°.

Die kiirzeste Entfernung eines Punktes zu einer Strecke (Geraden) ist das Lot von
diesem Punkt auf die Strecke (Gerade). Aber hier steht z.B. die Strecke [AD] offen-
sichtlich nicht auf der Dreiecksseite [BC| senkrecht.

C

A *B
F
56 m ’
Der Punkt D halbiert die Seite [BC]. = DC = 28m.
Das Dreieck EDC ist ein halbes gleichseitiges Dreieck mit EC = 0,5 - DC = 14 m.
= AE=56m-14m =42m.
Das Dreieck AFE ist wieder ein halbes gleichseitiges Dreieck: AF = 21 m.
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17.

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

= FB=5m—2lm=35m.

2lm _ 3 S4F.FB-3:5
35m 51

Wiéhle z.B. eine 8 cm lange Strecke [AK] und teile sie in 8 gleiche Teile. Zeichne die
zugehorigen Hilfslinien parallel zu [BK] ein. Der Winkel, den die Strecken [AK] und
[AB] einschlieflen, spielt zwar keine Rolle; du solltest ihn aber wegen der Zeichenge-
nauigkeit nicht zu spitz wihlen. Es folgt dann: Der Punkt F' teilt die Strecke [AB] im
Verhiltnis 3 : 8.

Damit gilt: AF : FB =3 : 5.

Weg a)

Er besteht aus 5 gleich langen Strecken, denn jede Strecke stellt die Diagonale eines recht-
eckigen Gitterkéstchens dar:
110,5m : 5 = 22, 1 m. So lang ist die Diagonale eines Gitterkéastchens.

Weg b)

Er enthélt 3 gleich lange Rechtecksdiagonalen eines Gitterkéstchens. Der Rest dieses Weges
ist dreimal so lang wie Breite eines Gitterkéstchens. Fiir die Breite eines Gitterkéstchens
gilt dann:

(91,8m —3-22,1m) : 3 =8,5m.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Weg c)

Von einem Gitterkéstchen kennst du nun dessen Diagonalenlidnge (22,1 m) und dessen Brei-
te (8,5m).

Dann lésst sich mit dem Satz des PYTHAGORAS die Hohe eines Gitterkédstchens ausrech-
nen. (Das Gitterkéstchen ist hier aus Platzgriinden waagrecht gelegt):

Hier gilt: 22+ 8,52 = 22,12 = 2 = 20,4. Fiir die Lénge des Weges c) ergibt sich dann:
3:8,5m+2-22,1m+2-20,4m = 110,5m; d.h. die Wege a) und c) sind gleich lang.

18. (a)

bcm \\?;

acm

Altes Format:
a
a:b=4:3 & —-—=- < b:Za.

Mit dem PYTHAGORAS folgt:

3 \? 9 25
772:a2+b2:a2+<1a> :a2<1+ﬁ>:a2-ﬁmita,b>0.
5
& 77:Za < a=061,6 und b= 46, 2.
Neues Format:

a:b=16:9 « 2L-2 o p=_—"g.

Mit dem PYTHAGORAS folgt:
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

9 \? 81 337
" =a"+b=a -|-(16a) a (1-1— ) a 256m1ta,,b>0.

& a~ 67 und b~ 36.

(b) Altes Format: A, = 61,6cm - 46,2 cm ~ 2846 cm?
Neues Format: A4, ~ 67cm - 36 cm ~ 2412 cm?.
Das alte Format weist also bei gleicher Diagonalenlénge einen grofieren Fliacheninhalt
auf.

Das Logo ist mit seinem Umkreis verkleinert dargestellt.
Im gleichseitigen Dreieck ADG stellt die Strecke [GT] die Dreieckshshe dar. Dann gilt:

— 1 1 1
MT=—--=-aV3=—="-aVv3.
55 av/3 5 av'3
— 1 3 — 1
= MKzé-a,\/§+a:a-(%-I—l).Weitergilt:CK:a-a.
Im rechtwinkligen Dreieck M KC' gilt:
V3 Lo 3 V3 1
2 _ X2 4 Z. =2 | =+ X514+ 2.
r [a(6+)+(2a) a(36+3++4)
a2
& =T (1+V3) (*)
= r=a 4+3\/§ a=4cm: r ~5,53cm.
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20.

(b)

(a)
(b)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck
Fiir die Fliche Ag des Umbkreises gilt dann mit — (*):
T2
Ao =5 -a (4 +V3).

Das gleichschenklige Dreieck EDC' hat die Schenkellénge a. Es wird durch die Héhe
[LD] in die beiden kongruenten rechtwinkligen Dreiecke EDL und LDC' zerlegt.

Es gilt: <CDE = 360° — 2-90° — 60° = 120°.

= <LED = <CLD = (180° — 120°) : 2 = 30°. Somit lassen sich die beiden Half-
ten des Dreiecks FDC' zu einem gleichseitigen Dreieck zusammenfiigen, das mit dem
gleichseitigen Dreieck ADG kongruent ist.

Um den Flicheninhalt des Logos zu berechnen, musst du also zu dem der drei Quadra-
te den vierfachen des gleichseitigen Dreiecks ADG im Zentrum addieren. Fiir Azg0
ergibt sich dann:

2
AL0g0:3'a2+4'aZ'\/§:3a2+a2\/§:a2(3+\/§).

AOO 2
jg __@B+v3) ~ 0, 7883 = 78, 83%
O]

g-aQ-(él—i-\/g)

Knapp 79% des Umkreises werden vom TDK-Logo bedeckt.

Klar.

4cm

e Jede Faltachse ist gleichzeitig Spiegel- bzw. Symmetrieachse.
Also gilt: APBQ = APQD = 1 = ¢o.
Wegen [AB] || [BD] folgt @2 = @3 (Z-Winkel).
Also gilt: ¢1 = 3 und damit [BQ] || [PD].
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21.

(d)

(e)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Weil gleichzeitig [PB] || [@D)] gilt, sind die beiden gegeniiberliegenden Seiten je-
weils parallel: Das Viereck PBQD muss ein Parallelogramm sein.

e Das Parallelogramm PBQD besitzt die Symmetrieachse PQ. Jedes Parallelo-
gramm mit einer Symmetrieachse ist eine Raute.

Es gilt: PB = PD = (8 — x) cm.
PYTHAGORAS im Dreieck ABD: (8 — z)? = 42 + 2.
& 64—16z+2°=2+16 & 2=3.

1. Moéglichkeit: Berechne die Fliache des Teildreiecks PQD.

AprqpPp = % -DQ-h

WEeil jede Raute ein gleichseitiges Viereck ist, gilt DQ = 8cm — 3cm = 5cm.

Also: Aagprp = <% -5 4> cm? = 10cm?. Die Raute PBQD ist doppelt so grof wie

dieses Teildreieck: Appgp = 20 cm?.

2. Moglichkeit: Schneide vom Rechteck ABCD die beiden kongruenten Dreiecke
APD und BCQ ab:

1
ApBgD = (8-4)cm? —2- <§-3-4> cm? = 20 cm?

Es gilt: FQ = DQ — DF = 5cm — 3cm = 2cm.
PYTHAGORAS im Dreieck PQF: PQ? = (42 + 22) cm?
= PQ=+20cm.

PYTHAGORAS im Dreieck ABD: BD? = (8% + 4?) cm?
= BD=+80cm.

1
= Appgp = <§ -v20 - \/80> cm? = 20 cm?.

(a) Klar.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

6 cm

B/

(c) Die Faltachse PQ ist gleichzeitig die Spiegelachse. Jede Achsenspiegelung ist lingen-
und winkeltreu. Es gilt also CQ = QC" = (6 — =) cm.

(2)
(h)

(i)

PYTHAGORAS im Dreieck C'QD: C'Q? = C'D? + DQ?:

6-22=02+3 <
_ 3
DQ:DC"=2,25:3=0,75="=3:4.

Im Dreieck C'QD gilt: p1 + 101 = 90° (*).
Am Scheitel C’ gilt: ©1 + 90° + 1p9 = 180°

36—12x+22=22+9

& 2=225

= 1+ ¥ = 90°.

Mit (*) folgt 19 = 1. Somit stimmen die beiden rechtwinkligen Dreiecke C'QD und
ASC’" in zwei InnenwinkelmaBen iiberein. Wegen der Innenwinkelsumme von 180° in
jedem Dreieck miissen die beiden Dreiecke auch im Maf3 des dritten Innenwinkels
iibereinstimmen: 1 = . Also gilt: AC'QD ~ AASC'.

Im Dreieck SB’'P gilt: <B’SP = 5 (Scheitelwinkel) = ¢;. Die beiden Dreiecke ASC’
und SB’P sind rechtwinklig. Also sind sie zueinander dhnlich. Also sind alle drei

Dreiecke zueinander dhnlich.

In der Losung (d) wurde gezeigt, dass DQ : DC” = 3 : 4 gilt.
Wegen der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke C'QD und ASC’ muss ebenso AC” : AS =

3 : 4 gelten.

Also: i :§ < AS =4cm.
AS 4

1 —— — 1
Apascr :5'145'140':5'(4'3)cm2:6cm2.

PYTHAGORAS im Dreieck ASC":
C'S?2=A582+ AC"?2: (C'S? = 3%2cm? + 42 cm?

SB = C'B' - '8
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Wegen C'B’ = CB = 6 cm folgt: SB’ = 6cm — 5cm = 1cm.
Wie vorher in (e) dargelegt, gilt AASC’ ~ ASB'P.

SB" 1
Weit ilt: =— = -.
eiter gi 5 4

1
Der Streckungsfaktor k betrigt hier also i

1\? 1
Apnspp = (Z) “Aaascr = Apaspp = 6 -6cm? = 0,375 cm?
Aprsp 0,375 cm?
TOSEE S 20,0104 = 1,04%,
ABCD
(a)
C
L
s
A B

(b) e Der Punkt S liegt auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AC]. Also gilt:
<CSA =90°.

e Der Punkt S liegt aber auch auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AB].
= <ASB =90°.
Also hat der Winkel C'SB das Maf3 180°. Daher liegt der Punkt S auf der Hypo-
tenuse [BC].
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

=

N

N 5

e Es gilt: M,S = M,A = Radius des kleinen Halbkreises und M.S = M.A =
Radius des groflen Halbkreises.

Wenn in einem Viereck zwei Paare benachbarter Seiten jeweils gleich lang sind,
dann ist dieses Viereck ein achsensymmetrischer Drachen.

Die beiden kongruenten rechtwinkligen Dreiecke AM,. M, und MyM.S besitzen die
gemeinsame Hypotenuse [BC]. Diese Hypotenuse muss daher der Durchmesser
des THALES-Kreises sein, der auch durch die Punkte A und S verlduft. Da-
mit ist dieser THALES-Kreis der Umkreis des Drachenvierecks AM.SM;. Sein
Mittelpunkt My ist der Mittelpunkt der Diagonalen [M M.

C
q

A M, B

Mit Hilfe der drei Mittelpunkte M., My und M, der Seiten des Dreiecks ABC
ldsst sich dieses Dreieck in vier kongruente Teildreiecke zerlegen.

Das halbe Drachenviereck AM_ M, ist eines dieser Teildreiecke, die jeweils 25%
der Fliche des Dreiecks ABC' einnehmen.

Also nimmt das Drachenviereck AM,.SM; 50% der Fliche des Dreiecks ABC ein.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

B/
= b
T
D x S (4 \‘\ ) C
_:'/ w* \\ 19
\\ .F/
b AN b
.F a
(ID*
£
9
A a B
b
D/

(b) Das Spiegelbild des Rechtecks ABC'D ist das kongruente Rechteck AD'CB’.
Also gilt: CB=CB’ = AD =b.
Die beiden rechtwinkligen Dreiecke ASD und SC B’ stimmen also in der Seitenléinge
b iiberein.
Weiter gilt: 1) = ¢+ (Scheitelwinkel) = ¢ = @*.
Damit sind die beiden Dreiecke ASD und SCB’ kongruent. Insbesondere gilt dann
AS =CS und DS = SB’ = z.

e Einerseits gilt dann im Dreieck SCB’: CS = Vb? + 22
Andererseits gilt: CS =a —

e V2t a2=a-z|? = bW +22=d>-2ax+2> & z=

(C) AAACS:AAACD—AAASD ) , , , ,
1 1 b —b b 2% — b b
AAACSzaab——bCC:—-<a_a’ >:§$:4_(a2+b2)

2 2 2a 2a a
(d) e Siehe Zeichnung.

e Aufgrund der Eigenschaften der Achsenspiegelung sind die beiden Dreiecke AC B’
und AC'D kongruent. Sie besitzen die gemeinsame Hypotenuse [AC]. Also sind
die beiden Hohen [DF] und [B'F’] gleich lang. Das bedeutet, dass die beiden
Punkte D und B’ den gleichen Abstand zur Strecke [AC] besitzen.

Also folgt: [B'D]||[AC]. Also ist das Viereck ACB'D ein (gleichschenkliges)
Trapez.

(e) Die beiden Dreiecke AC'S und DSB' sind zueinander #hnlich; d.h.:
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

DS
A /:k2'A mltk::
ADSB AACS CS
z a? — b2 a? — b2 a? — b2
k= - Na- -
a—z 2a 2a a? + b2
a2 —b2\?* b b (a® — b?)?
A ;= ()= =
ADSE <a2—|—b2> 4a (" +57) da  a®+?
(f)
1 b b (a2 —b2)?
Afvapes = 2-=-x-b+ — - (a>+b) 4+ — — "2
Trap 2 v +4a (a” + )+4a a? + b2
2b 9 9 b 9 9 b (a2—b2)2
e Py A 2y 2\ TP )
4a (a )+4a (a” + )+4a a? + b2
b 200 =0 - (@® +0°) + (a® + D7) 4 (0 = bP)?
" 4a a? + b?
b 4a* a?

L b ——
4a a? + b2 @2 + b2
(g) Es muss gelten: Appgpe: = 0,9 Aapcop. Also:

a? a?

ab-m:(),Q-ab = m

=0,9 < 0,1a®>=0,9°

Wegen a,b > 0 folgt dann a = 3 - b.
2 2

a
a? + b2 = ab

v,
a? + b2

(h) Es muss gelten: ab -

FEin Bruch hat aber genau dann den Wert 1, wenn Zédhler und Nenner gleich sind:
a? =a>+b> = b= 0(f). Dann wiirde das Rechteck zur Strecke entarten; ein
solches Trapez gibt es nicht.

(i) Es gilt: <DCA = ¢ (Z-Winkel).
Weiter gilt:<<BAS =1 =2 - ¢ (F-Winkel).
Ebenso folgt: ¢ = 90° — 2¢ (Innenwinkelsumme im Dreieck SCB’).
Damit das Trapez ACB’D zum Rechteck wird, muss ¢ + ¢ = 90° gelten.
Das bedeutet: 90° — 2e + ¢ = 90° <& ¢ = 0°. Wieder wiirde das Rechteck zur
Strecke entarten; d.h.ein solches Trapez gibt es nicht.

25.
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26.

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

C

A /B B

In beiden Dreiecken ABC und SBM kommt der Innenwinkel mit dem Maf3 5 vor.
Zudem sind beide Dreiecke rechtwinklig. Also miissen beide Dreiecke auch im Maf3
des dritten Innenwinkels iibereinstimmen; also gilt A SBM ~ A ABC.

Wir rechnen nur mit Mafizahlen.

PYTHAGORAS im Dreieck ABC: BO- = 7,22+ 5,42 = BC=9cm

= BM =4,5cm.

MS AC  x _ 5,4

Vierstreckensatz: = = = 3,375.
lerstreckensatz MB AB 4’ 5 7’ 5 = X y
Berechne den Ahnlichkeitsfaktor: Z.B. k = ﬂ = 4,5 =0,625.
AB 7,2
A
Dann gilt —298M _ 12 — (1 6252 = 0, 390625.
A ABC

Das bedeutet: Das Dreieck SBM nimmt 39,0625% der Fliche des Dreiecks ABC ein.
Dann nimmt das Viereck ASMC 100% — 39,0625% = 60,9375% der Fliche des
Dreiecks ABC ein.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

A/

A//

N
03

e Siehe Zeichnung.
e Siehe Zeichnung.
(b) Begriinde:

e Jede Punktspiegelung ist lingentreu. Also gilt: CA = CA’.
Jede Achsenspiegelung ist lingentreu. Also gilt: CA’ = CA” .
= C(CA=CA". Also ist das Dreieck AC A" gleichschenklig.

e Es gilt: CA = CA” = CA’. Das bedeutet, dass die drei Punkte A4, A’ und A”
vom Punkt C gleich weit entfernt sind. Folglich miissen die Punkte A, A’ und A”
auf einer Kreislinie £ mit dem Mittelpunkt C' liegen. Diese Kreislinie ist nun der
THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AA’]. Also ist das Dreieck AA” A’ wegen

A" € k rechtwinklig.

27, (a)

4cm

|
|
A 3cm L'? 3cm B
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28.

(b)

()

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

1. Moglichkeit:

Die Dreiecke AEC und AE'F haben die gleiche Grundlinie [AE] und gleichlange Hohen
[BC] bzw. [EF]. Also besitzen sie den gleichen Flidcheninhalt.

Das Dreick AEF nimmt ein Viertel der Fliche des Rechtecks ABCD ein, also trifft
dies auch fiir das Dreieck AEC zu.

2. Moglichkeit:

Aapc = Aapcp — Agpc — Aacp -
1 2 2 2 2
AAEBC:§-3-4CH1 =6cm” und Ap g4cp =6-4cm” : 2 =12cm

=  Appc=24cm? —6cm? — 12cm? = 6cm?.
Das ist aber ein Viertel der Fliache des Rechtecks ABCD .

Der Abstand eine Punktes zu einer Strecke (oder Geraden) ist immer die kiirzeste
Entfernung dieses Punktes zur Strecke. Sie wird durch das Lot vom Punkt E auf die
Strecke [AC| dargestellt.

Wir wissen schon, dass Ax apc = 6cm? gilt.

Der gesuchte Abstand h ist die Hohe im Dreieck AEC mit der Grundlinie [AC]:

1 —
AAEC:§-AC-h.

AC = V62 +42cm = +/52cm.

12 cm?

V52 cm

6cm2:%-\/520m-h = h= ~ 1,66cm.

—

» ()2
M 4 cm

Q1

X CIm J
A zcem p P S B
f— 6 cm

(b) Siehe Zeichnung.
(c¢) Auf der Kathete [BC| kann x nicht ldnger als 4 cm. werden. Fiir z = 0 und = = 4 gibt

(d)

es kein Viereck. Also: = € ]0; 4[R .

e FEin Viereck, darf sich dann Trapez nennen, wenn es zwei parallele Seiten besitzt.
In der Zeichnung ist das Trapez AP»@Q2C vorhanden. Du siehst, dass die Dreiecke
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29.

(e)

(f)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

P, BQs und ABC dann zueinander dhnlich sind. Wende den Vierstreckensatz an,

wobei die Variable & mit eingebunden sein muss:

6
=1 & 24-4dxr=06r & 24=10x & zx=2/4.

e Siehe Zeichnung.
e AapBg, =0.5-3,6-2,4cm? =4,32cm?.

AAaapc =0.5-6-4cm? = 12cm?.

AAPQQQC = AAABC — AAPQBQQ = 12cm2 — 4, 320m2 = 7, 68CHI2 .
e AC =+62+42cm = +/52cm (= 7,21 cm).

PyQo =+/3,6% +2,42 = /18,72 cm (~ 4,33 cm) .

Vvb2cm + /18,72 L

5 =7,68cm®> = h~1,33cm.

Aap,g.c =

A@) = Aapo,0 = 05-AB-BC —05-P,B - BQ,
A(z) =12em? — 0.5 (6 — 2) - xem? = (12 — 32 + 0,522) cm? .
Also gilt: A(x) = (0,52% — 3z + 12) cm? .

A(x) = (0,52% — 3z + 12)cm? = 0.5 - (22 — 62 + 33 — 9 + 24) cm?
=0.5-[(x —3)2+15]cm? = [-0.5- (z — 3)% + 7,5] cm?.

x = 3 liefert Apin = 7,5cm?.

Die Symmetrieachse miisste entweder durch zwei Eckpunkte des fraglichen Vierecks
oder durch zwei seiner Seitemittelpunkte verlaufen. Der Verlauf durch zwei Eckpunkte

ist offensichtlich ausgeschlossen.

Im anderen Fall miisste die Symmetrieachse die gemeinsame Mittelsenkrechte zweier
Vierecksseiten sein. Diese Vierecksseiten miissten dann aber zueinader parallel sein.
Also wire das gesuchte achsensymmetrische Viereck ein gleichschenkliges Trapez.

Da es aber nur nur ein Trapez, nimlich AP,@Q>C, gibt und AP, = 2,4cm # CQy =

1,6 cm gilt, gibt es unter allen Vierecken AP,Q,C kein achsensymmetrisches.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

D G c
H ¢
y [
Q)
A E B

o Esgilt: AB=81,6cm :4 =20,4cm und PQ = 34cm :4 =8,5cm.
Dann folgt: QF = PE = (20,4cm — 8,5¢m) : 2 =5,95¢cm .
Weiter folgt: PF = 8,5cm + 5,95cm = 14,45cm .
AEFP: EF’ = Appey = PF° + PE° = (14,45cm)? + (5,95 cm)?
=  Aprqgp = 244,205cm? .

e 1. Moglichkeit: Agppagy = AaBep — 4 AAEBF
Agprar = (20,4cm)? —4-0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244,205 cm? .

2. Moglichkeit: Aprer = Apgrs +4 - AaEFP
Agprar = (8,5cm)? +4.0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244, 205cm? .

Mit Hilfe der Berechnung des Flicheninhalts rechtwinkliger Dreiecke .

30. (a)
D . R c
} (G |
¢ -—------ ‘- | °
K |
S ¢ Y2\ ‘Zy ,,,,,,, y
)
A 2em P B

(b) Das Dreieck SRD ist gleichschenklig-rechtwinklig. = 11 = 45°.
Dann gilt auch ¢y = 45° (Z-Winkel) .
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Das Dreieck PBQ ist gleichschenklig-rechtwinklig. = ¢ =45°.
Also folgt: [PQ] || [SR] .
Das Viereck PQRS ist ein (achsensymmetrisches) Trapez..

() e

o
Fiir die Trapezfliche A gilt: Apgrs = SE+PQ.

KL.
2

Die Strecke [SR] ist die Diagonale eines Quadrates mit der Seitenlédnge 4 cm .
Also folgt: SR = 4v/2cm.

[DK], [NB] und [PQ)] sind jeweils Diagonalen eines Quadrates mit der Sei-
tenlénge 2cm.

Also folgt: DK = NB = PQ = 2v/2cm und LB = v/2cm.

Im Quadrat ABCD gilt: DB = 6v/2cm.

Damit gilt: KL=6v2cm—2v2cm —v2cm = 3v2cm.

4+/2 cm + 2v/2 cm
2

Und damit gilt: Apgrs = -3v2cm = 18cm?.

e Das Trapez PQRS ist von vier rechtwinkligen Dreiecken eingeschlossen. Zwei von
ihnen sind kongruent.
Apqrs = Aapcp — 2 - Aaaps — Aasrp — AAPBQ -

1 1 1
APQRS:36cm2—2-5-2-4cm2—5-4-4cm2—§-2-20m2:18cm2.

31. (a)
D C
\
\\ (pl
\\
\\
$Q
\
\\ 6 cm
\
\\
\
\\
\
\\
\\\ ©2
A P 2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die ldngste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
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32. (a)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses
Vierecks sein.

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa pc + Aa poc) -

1
AAPBC:§-2,5-6cm2:7,5cm2.

Wegen (c) folgt: Aa pgc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

DC 6 cm 12
Mit k = =— folgt: k= ——— ==
PC V2,52 +62cm 13
12\ 2 144
= Aapgc = (1—3> -7,5cm? = 5 - 7,5cm?.

144
Aapgp = 36 cm? — <7,5cm2 + 169 7,5cm2>

313
= 36cm?® — —. 7,5cm2

169
AapPQD 6084 — 2374,5  3707,5
. = ~ 0,6094 = 60,94% .
AaBcD 169 - 36 6084 ’ ,94%
C
kl k2
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33.

(b)

7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

1. Moglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M, F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,CM, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck fillt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke FFBC und F,BM, sind zueinander &hnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC'. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:

e Die vier Dreiecke F, BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck F'BM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FFBC'.

e Die vier Dreiecke AF, My, Fy, F'My,, F'SMp, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF Mjp halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:

Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:

AN MyM.C = i - AA aBc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,CM, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
[M,My) als Symmetrieachse.

= Apm,om, =2 3Arapc = 3 - A aBc

Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.
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7. Fldchensétze am rechtwinkligen Dreieck

D F C

A B

(b) Im Dreieck ACF gilt die Dreiecksungleichung: Zwei Seitenléngen miissen zusammen
mehr ergeben als die Lange der dritten Dreiecksseite; d.h. hier gilt: AF + FC > AC'.
(c) DF =32m.
Im Dreieck AFD gilt: AF = /322 +692m = /5785 m.
Im Dreieck ABC gilt: AC = /922 +692m = 115m.
Wegunterschied: +/5785m — 115m ~ 21 m.
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8. Berechnungen am Kreis

1. (a) ca.17,91m
(b) ca.0,71m

2. x=1,24r

3. Der Flicheninhalt betrigt 44,33 cm?.

(a) Weil alle Rechtecke im Inneren kongruent sind, muss BF = FC = AE = 2cm =
Kreisradius 7 gelten. = BC = AD = 4cm.

D 2cm C

2\
r (3 2cm
4 cm (15 M =
///irglf?z//// 2cm
B

- 6 cm —

(b) Wir berechnen zunéchst den Flidcheninhalt A(1) des Kreissegmentes (1): (Der Fléchen-
inhalt des Kreises wird spéter mit Ag abgekiirzt.)
Wegen PM = lcm und M@Q = 2cm ist das Dreieck PM(Q ein halbes gleichseitiges
Dreieck. = <@QMR =120°
Das Dreieck RM @ ist dann genauso grofl wie ein gleichseitiges Dreieck mit einer Sei-
tenléange von 2 cm.

A

120° 22
A(l) = <3600 C92r 1 3> cm? &~ 2,46 cm?

Ao = 227 cm? ~ 12,57 cm?

A1) _ 2,46cm?
Ay 12,57 cm?

~19,57%
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(a)

(b)

8. Berechnungen am Kreis

Und weiter gilt: % = %g) ~ (100% — 19,57%) : 2 ~ 40, 22%

Zeichne zuerst den Kreisbogen um den Punkt A mit dem Radius 3 c¢cm. Dadurch
erhéltst du den Punkt P.
Zeichne dann den zweiten Kreisbogen um den Punkt B mit dem Radius BP. So
erhéltst du den Punkt Q.

D Q C

As
Al A2

14
. (G
A P B

Neben dem Kreissektor APD mit dem Flécheninhalt A; erzeugt die Hilfslinie [BQ)]

den Kreissektor BQ P mit dem Flicheninhalt A und dazu das Dreieck Q BC mit dem

Fliacheninhalt Ag.

Es muss gelten: AP = 3cm und damit BP = BQ = 5cm.

A 90°
1

= -32-7Tcm2¢u7,07cm2
360°

3
ABCQ:COSQDZE = p=~>53,13° = Y =~36,87°
36,87°

9 = 52-7Tcm2%8,04cm2
360°

7Z.B. PYTHAGORAS im AQBC: QC?+3?cm? =52cm? = QC =4cm.
Az = 3 -4em - 3em = 6cm?

Das Rechteck ABC'D hat einen Flicheninhalt von 24 cm?.
Fiir den gesuchten Fliacheninhalt A gilt dann: A = Aapcp — A1 — Ay — As
A= (24—7,07—8,04 —6)cm? A= 2,8)cm?.

e Zeichne die Strecke [AB].
e Trage den rechten Winkel in A, und den Winkel mit dem Maf} 35° in B an.
e Der Schnittpunkt der freien Schenkel der beiden Winkel ist C.
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(a)

8. Berechnungen am Kreis

A B

Es gilt: v = 90° — 35° = 55° und tan 35° = SCA
= CA=~5,60cm.

Fiir den Inhalt A der grauen Fliche AQP ergibt sich:

Aagp = Aaasc — Aqy — Ag)- (%)

Weiter gilt: A1) = Aaapc — Asektor(3se) und A(2) = Aaapc — Asektor(55°)
Mit (*) ergibt sich:

ApaBc — (AaaBc — Asertor(350)) — (AaaBc — Agektor(55°))

Aagp = AnaBc — ArABC + Asektor(350) — AnaBo + Agektor(550)

AaQr = Asektor(350) + Asektor(s50) — Ananc (*%)

Hinweise:

cm’

e Natiirlich kann man auch die Inhalte der Teilflichen Ay und A) gleich aus-
rechnen und diese dann vom Flacheninhalt des Dreiecks ABC subtrahieren.

e Wie konntest du die obige Gleichung (**) geometrisch deuten?

35°
Asektor(35°) = 360° -8% . mem? & 19, 55 cm?

55°
Asektor(55°) 360° 5,607 - cm? ~ 15,05 cm?

Aupe ~ = -8 = 22,40 cm®
ABC N 5+ cm - 5,60cm = 22,40 cm

SchlieBlich ergibt sich: Aagp ~ (19,55 + 15,05 — 22,40) cm?
= Aagp ~ 12,20 cm?

e In jedem Quadrat stehen die beiden Diagonalen aufeinander senkrecht und sie
halbieren sich.
Damit kann man das Quadrat ABCD zeichnen.

e Der Punkt M erzeugt die beiden Kreisb6gen oben und unten; die Punkte A und
C erzeugen die beiden Kreisbégen links und rechts.
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8. Berechnungen am Kreis

B

Das Viereck PQRS ist ein Quadrat. Mit Hilfe seiner Diagonalen erkennst du, dass das
Quadrat PQR.S halb so grofl wie das Quadrat ABCD ist. Die vier grauen Kreisseg-
mente sind alle kongruent, da sie von kongruenten Kreissektoren mit gleichem Radius
und gleichem Offnungswinkel (90°) stammen.

Zwei dieser Segmente wurden links und rechts aus dem Quadrat PQRS herausge-
schnitten, zwei wurden oben und unten an dieses Quadrat angefiigt. Somit hat die
grau eingefiarbte Figur in der Aufgabe den gleichen Flicheninhalt wie das Quadrat
PQRS; die Figur ist also halb so grof§ wie das Quadrat ABCD. Fritz hat Recht.

Am einfachsten erhéltst du ein regelméfliges Sechseck mit einer Seitenléinge von 4 cm,
indem du auf einer Kreislinie £ den Radius von 4 cm sechsmal abtriagst. Damit dieses
Sechseck aber mit zwei gegeniiber liegenden Seiten (hier: [ED] und [AB]) waagrecht
liegt, zeichnest du erst die Symmetrieachse s ein und dann wieder durch den Punkt M
eine zweite Symmetrieachse, die auf s senkrecht steht. Diese schneidet die Kreislinie
k in den Punkten F' und C.

Zwei weitere Kreise Radius von 4cm um F und C schneiden die Kreislinie k£ in den
Punkten F und A bzw. B und D.
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8. Berechnungen am Kreis

Der direkteste Weg der Flichenberechnung fiihrt iber den Kreisbogen PQ), so dass
ein geschlossener Kreisring entsteht, dem lediglich noch das (grau eingefiarbte) Kreis-
bogendreieck Q PG entnommen werden muss.

Jedes regelméflige Sechseck ldsst sich in 6 kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Der groBe Radius R des Ringes ist so lang wie eine Hohe [MG] des gleichseitigen

Dreiecks MDE: R = %\/gcm = 2v/3cm.

Der kleine Radius r des Ringes ist halb so lang wie die Seitenléinge des gleichseitigen
Dreiecks MDFE: r = 2cm.

Damit ergibt sich fiir den Fliacheninhalt Ag;,, des geschlossenen Kreisrings:

ARing = [(2\/3)2 — 22 . 7'('] cm2

Der Flacheninhalt Agreisdreiect des Kreisbogendreiecks QPG bleibt iibrig, wenn man
aus dem gleichseitigen Dreieck M DE die drei kongruenten Sektoren FQG, M P() und
DGP mit einem Mittelpunktswinkel von jeweils 60° entfernt:

42 60° ) 1 )
AKreisdreieck == Z . \/g -3 360° <] cm© = 4\/§ — 57‘( cm

Damit ergibt sich der gesuchte Flidcheninhalt:

1 17T — 8v/3
A= <8w—4\/§+ 577) cm? = %\/_ch ~ 19, 78 cm?

Hinweis:

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, den Flédcheninhalt des offenen Kreisrings au-
Berhalb des Dreiecks M DE zu berechnen und dann die beiden ,Enden®, die im
gleichseitigen Dreieck M DFE liegen, anzufiigen. Doch dies ist offensichtlich wesent-
lich miithsamer auszurechnen.
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8. Berechnungen am Kreis

e Zeichne die Dreiecke DBC und ABD.

e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius BC schneidet die Seite
[BD] im Punkt @ und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt D und dem Radius
DC schneidet die Seite [BD] im Punkt P.

e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt D und dem Radius D@ schneidet die Seite
[AD] im Punkt R und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius
BP schneidet die Seite [AB] im Punkt S.

c

A

Ay = AApBC — ASektorBCQ = A2

Ar = Aappe — (A1 + A2) = Aapsc — 2 - (AaDpBC — ASektorBCQ)
A =2 AgertorBCQ — AADBC

Wie kannst du dieses Ergebnis geometrisch deuten?

Es wird zunschst nur mit MaBzahlen gerechnet: BC = 3v/2

1 45°
Aappc =76:3=9;  AgektorBog = —— - (3V/2)’m = 2.257
2 360°
I 9 9
Also: Ay =451-9 = Ar= 7—9 cm” (= 5,14cm?)

Was spielt sich nun unterhalb der Strecke [DB] ab?
DQ =BP=6-3V2
60° 1
Ag = Ay = 3600(6—3\/5)2-7r: 6(36—36\/§+18) o
A3 =A;=(9-6V2) -1 (=1,62cm?)
AR =AS =6 — (6 —3V2) = 32
18

60°
A5 = 3500 (3v2)* -7 = 5 =5 (= 9,42 cm?)
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8. Berechnungen am Kreis

62
Arr =7 3—[2-(9—6V2)m + 37]

Arp = 9v3 — (187 — 12v/21 + 37)
A =9v3— (21 —12v/2)7 (= 2,93 cm?)

Fiir die Gesamtfliche A des ,,Fisches* ergibt sich:

A=A+ A= [(%—9) +9\f—(21—12\/§)7r} cm?

A= [9(\/3—1)—7r-<21—12\/§—g>] cm?

A= [9(\/5 —-1)+ ;w(sx/i — 11)] em? (= 8,07 cm?)

e Zeichne das gleichseitige Dreieck ABF'. Die Hohe [F' M| dieses Dreiecks ist genau
so lang wie die Rechtecksseiten [AD] und[BC].

e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt A und dem Radius AD schneidet die Seite
[AF]| im Punkt P und der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt B und dem Radius
BC schneidet die Seite [BF] im Punkt R.

e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt F und dem Radius F'P schneidet die Seite
[BF] im Punkt R.

e Der Kreisbogen mit dem Mittelpunkt /" und dem Radius FD = 3cm schneidet
die Seite [AF] im Punkt S, wobei ebenfalls F'S = 3 cm gilt.

e Nun musst du noch den Kreisbogen um den Punkt A mit dem Radius AS zeich-
nen. Dieser Kreisbogen trifft auf den Punkt M.
Weil die Mittelpunkte F und A der beiden Kreisbogen, die sich im Punkt S tref-
fen, zusammen mit dem Punkt S auf einer Geraden liegen, gehen sie ohne Knick
ineinander {iber.

e Die entsprechenden Schritte fiithren rechts der Symmetrieachse M F vom Punkt
C iiber den Punkt 7" zum Punkt M.
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8. Berechnungen am Kreis

Ay Aq
D \ F / c
\ P/ ¥
Ap Arr
Agfrr
S T
A4 A5

Ag A

A M B

Wir rechnen meist nur mit Mafizahlen:

Aapep =6-3V3=18V3 (= 31,18cm?)

1 9
Aaarp = - Aapep = 5 V3 (= 7,79cm?)
30° s 9 ,
AsektorAPD = ASektorBCR = 360° (3v3)%*r = i (~ 7,07 cm?)
9 ~ 9 ,
Ay = Ay = Aparp — AsektorAPD = 3 3 - Vi (= 0,73cm")

Weiter gilt: FP =6 — 3/3.

60° 36 — 36v/3 + 27 21 — 12v/3
A = . — 2 . — —
3= 3600 (6 3\/3) T : T 5 T
21 )
A3:?7T—6\/§7T (= 0,34cm?)
9 60° 9 3
As= A = 24/3 — 2. =232 2
4 5 2\/_ 360° 37 5 3 5T (~ 3,08cm?)
60°
As = A7 360° 32.1="n (=4,7Tlcm?)

Ar = Arr = Aaarp — A1 — Ay

9 9 9 9 3
Ar=2va_ (23 22) - (2v3-2
I 2\/_ (2\/§ 47‘(’) <2\/§ 27T>

15 9
A[ :A[[: Zﬂ-_i 3 (% 3,990m2)
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8. Berechnungen am Kreis
Arrr = Aaapr — As — (Ag + A7), wobei Ag = A7 gilt.

21 3 27
Arrr = 9V3 - <7ﬂ_6\/§ﬂ> —2-§7r:9\/§—77r+6\/§ﬂ (=~ 5,83 cm?)

Damit ergibt sich als Flicheninhalt A der grau getonten Figur:

1 2
A:2-A1+A1H:2-(f-w—gﬁ>+<9\/§—;w+6\/§w>

A =6m(v/3—1)cm? ~ 13,80 cm?

Die Strecken [AB], [BC], ..., [FA] sind jeweils 3cm lang. Also sind die Dreiecke
ABM, BCM, ..., FAM gleichseitig und kongruent. Daher haben die Winkel BAF',
CBA,..., EFA alle das Maf} 120°. Also ist das Sechseck ABCDEF regelméfig.

Das Viereck FM DFE ist aus den beiden kongruenten gleichseitigen Dreiecken FF'M E
und M DFE zusammengefiigt. Also ist das Viereck FM DFE eine Raute, deren Diago-
nalen [F'D]| und [EM] im Punkt H aufeinander senkrecht stehen.

Im Dreieck M DE liegt die Strecke [M G| auf einer Winkelhalbierenden. Der Punkt G
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(a)

8. Berechnungen am Kreis

ist gleichzeitig der Schwerpunkt in diesem Dreieck, der alle Seitenhalbierenden (hier:
[EC] und [DF]) und damit alle Hohen im Verhéltnis 2:1 teilt.

— 2 3
Alsogilt:MG:§-§ 3cm =+V3em (= 1,73cm).
1
Wegen FC = 6cm gilt: Aarce = 3 6-v3cm? = 3v/3cm?(x 5,20 cm?)

Die Dreiecke FAM, ABM und BC'M sind gleichseitig und kongruent:
32 9
Anapm = 3em? = Z\/gch(’fU 3,90 cm?).

Von den beiden Dreiecken FAM und BC'M musst du jeweils noch das nach innen
gewolbte Kreissegment unter der Sehne [AF| bzw. [BC| subtrahieren.

Diese beiden Segmente sind aus Symmetriegriinden zu ihrem jeweils dariiber liegen-
den Kreissegment kongruent.

Somit ergibt sich z.B: ASegment[AF] = AsektormFA — AAMFA-

Alle folgenden Berechnungen erfolgen in der Einheit cm?.

60° 32 3 9
ASegment(AF) = 360° 3% — z 3= 577 - Z\/g (% 0,82 CIIl2)

Fiir das Flichenstiick A*, das durch die Strecken [M F] und [M A] sowie durch den
nach innen gewdlbten Kreisbogen AF begrenzt wird, ergibt sich:

3? 3 .9 9 3
A*:_ — — — = — — = =~ 2
1 3 27T+4\/§ 2\/§ 5T (~ 3,08 cm”)

Fiir den Inhalt A des grauen Flichenstiickes ergibt sich damit:

A:3\/§+Z\/§+2-<9\/§—§w> = <3+%+9>\/§—37r.

2 2

A= (%\/g - 37T> cm? (= 15,26 cm?)

e Zeichne das gleichseitige Dreieck ABC'. Verlidngere dabei die Strecken [AC| und
[BC] jeweils iiber C' hinaus.
[AE] N [BD] = {S}
Zeichne den Kreisbogen k1 (S ;r; = SA).
ko(D;re = DB) N [AC = {F} und k3(E ;73 = EA) N [BC = {G}.
Zeichne den Kreisbogen ky(C;ry = CF).
Die Gerade P() ist die Symmetrieachse der Figur.
Der Mittelpunkt der Strecke [PQ)] ist M.
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8. Berechnungen am Kreis

Zwar sind die beiden Kreisbégen ko und k4 kongruent, aber die beiden Kreisbogen &y
(Radius SQ) und k3 (Radius C'P) sind es nicht. Also ist die Senkrechte zur Geraden
PQ durch den Punkt M keine Symmetrieachse der Figur. Andere Geraden, die eben-
falls durch M verlaufen, kommen aus dem gleichen Grund nicht als Symmetrieachsen
in Betracht.

Der Schnittpunkt S ist auch der Schwerpunkt des Dreiecks ABC, der die Schwerlinien
im Verhéltnis 2 : 1 teilt.
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8. Berechnungen am Kreis

Es seien r; = SA, ro = DB und r3 = CF.
Die drei Kreisbogen k1, ko und k3 schliefen die Kreisteile A1, Ao, A3 und A4 aufler-
halb des gleichseitigen Dreiecks ABC' ein, dessen Flicheninhalt kurz Aa heiflen soll.
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8. Berechnungen am Kreis

1 2 1 2 1 2 1 2
A = 9a7r—3AA—i— CL7T—AA—|—6(Z7T—12CL\/§7T+AA
1 3 1 1 a?
2
_ T DRV
C”T<9+8+6> 34
8+ 27+ 12 l+7
_ 2 _ 2 L,
D V33
47 3
= EaQW—l—\/Q_aQ-(l—i—ﬂ)
a2
Ap; = 5-(4777—6&—677\@) ~ 52,31 cm? fiir a = 6 cm

Fiir den Durchmesser d,, des Umbkreises k,, gilt: d, =2 -r; + r3.

1 1,2 1 1
= ru:5-(2r1+r3):§(§a\/§+§a\/§—§a)
1 1 1
Tu = ga\/g—kzax/g—za
7 1
- (a3
1
Ty = Ea(?x/g—?)) ~ 4,56 cm fiir a = 6 cm
2 a’ V3
= — (156 —42V3
K 11 )

Fiir den Flécheninhalt A, des Unkreises ergibt sich dann:
2

a
A, = — (156 — 42 :
u= 1 (156 V3) -
a2
) L 5 =0,7999561666 ... ~ 0,8 = 80%
u a

57156 - 42V/3) -

Der Verdacht liegt nahe, dass es genau 80% sind. Aber Zihler und Nenner stehen leider
im irrationalen Verhiltnis (man sagt, ,, Zéhler und Nenner sind inkommensurabel.*).
Das liegt z.B. daran, dass sich die Zahl 7 nicht herauskiirzt.

13.

— Zeichne Das Quadrat ABC D mit seinen Diagonalen und dem Kreisbogen b
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8. Berechnungen am Kreis

- bN[AC] ={T}
— Zeichne die Tangente t an diesen Kreisbogen im Punkt T
— tN[DC] ={P} und tN[BC| ={Q}

— Die Senkrechten auf die Seiten [AC| und [BC] im Punkt P bzw. @) schneiden
sich im Mittelpunkt M;

— Der Kreis um den Punkt M; mit dem Radius M;@Q schneidet die Diagonale
[AC] im Kreismittelpunkt Mo

— R=M{T und r = MT

e Konstruktion: Die Diagonalen sind 2a = 12 cm lang, sie stehen aufeinander senk-
recht und sie halbieren sich. Die restlichen Konstruktionsschritte sind oben an-
gefiihrt.

2a

A

Das Dreieck PQC' ist gleichschenklig-rechtwinklig.
Dort gilt: TC = AC — AT = 2a — aV/2.
Das Viereck M1QCP ist ein Quadrat. Also gilt dort:
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8. Berechnungen am Kreis
M\T =TC =2a—aVv2=R.

MQ =M My =PC =TC -2 = (2a — av/2)V/2 = 2aV/2 — 2a.
r = MyT = M{My — M\T = M{ My —TC = 2av/2 — 2a — (2a — a\/2)
r=3av2 - 4a

Die beiden Beriihrradien r erzeugen das Quadrat Mo RC'S. Dann miisste aber gelten:
MyC = rv/2.

Nun ist MyC = M;C — My My = 2-TC — My M,

= MyC =2-(2a —aV?2) — (20V2 — 2a) = 4a — 2av/2 — 2a/2 + 2a = MyC =
6a — da\/2 = (3a\/_ —4a) - V2=r- \/5, was zu zeigen war.

Analog miisste nun gelten: M A = RV?2:
MA=AC-CM; =2a—-2-TC =2a—2-(2a —av2) = 2av2 - 2a
M A = (2a — a\/i)\/ﬁ = RV/2, was zu zeigen war.

14. (a) e Die Seitenldnge des gleichseitigen Dreiecks betriagt 2z m. Die Strecke [PL] stellt
eine der Hohen in diesem Dreieck dar.

—_— == 2
Dann gilt PL = PB = <§\/§>m: (z+a)m < 2v/3m= (z+a)m

a V3+1 a a a
& = : =—.(V3+1) ==+ -V3.
V3-1 V3+1 2 ( =273

e Der Punkt T ist der Mittelpunkt der Seite [H B]|, die am lang ist. Die Strecke
[TU] ist eine Hohe in dem gleichseitgen Dreieck HU B mit der Seitenlénge am.
TU =4V3m=TQ = HQ=HT+TQ=(%+%V3)m=2zm.

(b) Die Breite des Fensters betrigt 2m = 200 cm. Im Mafitab 1:25 bedeutet das fiir deine
Zeichnung AB = 200cm : 25 = 8cm.
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8. Berechnungen am Kreis

R

— Konstruiere z fiir a = 4cm geméf der Darstellung in der Aufgabe (a)
Konstruiere das Dreieck PQR

Der Punkt M ist sowohl der Mittelpunkt des Inkreises dieses Dreiecks als auch
der Rosettenmittelpunkt

— Die Spitzen der Rosette sind die Eckpunkte eines regelméfligen Sechsecks

(c¢) In diesem Ausschnitt erkennst du im Zusammenhang mit der vorangegangenen Kon-
struktion:
Die Punkte E und M teilen die Dreieckshohe [RH]| in drei gleich groBe Teile. Das
Dreieck M LFE ist gleichseitig.
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8. Berechnungen am Kreis

Fiir den Inkreisradius o = M F gilt:

1 2z \/g a a \/g
—-.2. L 1) — .1+ X2
0=3 5 V3m 32<x/§+m2<+3>m
Die beiden Kreissegmente an der Sehne [M E] sind kongruent. Fiir den Flécheninhalt
AR eines Blattes der Rosette gilt dann:

e o 221 2) 149

Fiir @ = 1 ist dann Ar ~ 0,112cm? = 11,2 dm?
und Ages =6 - Ap = 67, 2dm?.
Es werden etwa 70 dm? rotes Glas fiir die Rosette benétigt.

Es gilt: PS = PL = /3 m.

APHS: HS? = PS? — 2?m? = (322 — 2%) m? = 222 m?.

= HS=2zV2m.

Die Fensterhohe H.S ist genauso lang wie die Seite des Quadrates mit der Seitenlinge
xm (was eine andere Konstruktionsmdoglichkeit der Figur eréffnen wiirde).

Mit x = g (\/§+ 1) ergibt sich: HS = 2v/2m = g (\/E—i— \/5) m.

wl
[\

Fiir a = 1 ergibt sich: HS ~ 1,93 m.
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8. Berechnungen am Kreis

T

Zeichne einen Kreis um M mit dem Radius R = 5cm
Zeichne die vier Symmetrieachsen der Figur ein; =  Punkt T
Trage am Punkt T links und rechts einen 30°-Winkel mit dem Schenkel [T'M an

Die freien Schenkel dieser Winkel schneiden die im 45°-Winkel stehenden Sym-
metrieachsen im Punkt D bzw. C. Das Dreieck DCT ist dann gleichseitig.

Die Punkte D, C und T sind jeweils die Mittelpunkte der drei Kreisbégen
Der Rest kommt durch Punkt- oder Achsenspiegelung zustande

Das Dreieck M CD ist gleichschenklig-rechtwinklig.

= SM=SD=SC=zcmund CD = SC = 2z cm.
Das Dreieck DCT ist gleichseitig.

Also gilt fiir dessen Hohe ST = 2 - g\/gcm = zV3cm.

= (z4+2vV3)em=z(1+V3)cm=R

R
= r=———
(V3 +1)cm
R vV3—-1 RV3—R RV3 R
® TrCin = . = g —_
V34+1 V3-1 2 2 2
(c) EsgiltME:EG—MG:RT\/g—g.
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8. Berechnungen am Kreis

16. (a) AMgZE—Mg,E:ZlT—R
Wende in den beiden Dreiecken AM M3 und MM M3 den Satz des PYTHAGORAS

an:
AAMMs: 22 = (4r—R)?—(2r)?
z? = 16r2 -8R+ R? — 4r?
x? = 12r2 —8rR+ R? (1)
AM{MMs:  x? = (r+R)2—r?
x? = 24+ 2R+ R%2 12
x? = R2+2rR (2)
(1) =(2): 12r2 -8R+ R*> = R?>+2rR
& 12r? — 10Rr =0
= 2r(6r — 5R) = 0 = R=1,2r

(b) Fléchenunterschied:
AA = A — A, = R?n —r?r = (1,2r)?m — r’r = r21(1,44 — 1) = 0, 4477

AA 0,443
= =0,44 =44
A, r2m ’ %
17. (a)
E C D
q J
®3) Q P (1)
A B
(b) Das Dreieck BDC ist ein halbes Quadrat mit der Diagonalenlinge BC = 5 cm.
— 5 5-v2 5
Dann ist die Seitenlinge BD = — cm = V2 cm = —v2cm, also 2,5-v/2cm ~
VRV RV A
3,54 cm lang.
(c) A L5 e 6,25 cm?
¢ =—-|—=] m*= cm
ACBD 2 \/5 )
45°
(1) = 360° -3,542 . wem? ~ 4,92 cm? = As)

Ay = Ay ~6,25cm? — 4,92cm? = 1,33 cm?

90°
360°

(2) & (5 —3,54)? - rcm? &~ 1,67 cm?

Agesamt =2+ Ay + Ay 2 1,33cm? + 1,67 cm? = 4,33 cm?
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8. Berechnungen am Kreis

C
Y
D
(1)
ko
k1 2)
A 4 /B A J
A E B

e Zeichne die Strecke AC' = 6cm. Trage am Punkt A einen rechten Winkel an.

e Zeichne um den Punkt C einen Kreisbogen k; mit Radius 6 cm. Zeichne um den
Punkt A einen Kreisbogen ko mit Radius 6 cm.

e k1Nky ={D}. Das Dreieck ADC' ist somit gleichseitig mit der Seitenlénge 6 cm.
ko N {freier Schenkel des rechten Winkels mit dem Scheitel A} = {E}.

o [CDN[AE = {B}.

(b) Weil das Dreieck ADC' gleichseitig ist, folgt v = 60°. Weil das Dreieck ABC' recht-

winklig ist, folgt 8 = 30°.

Der Fliacheninhalt A des Dreiecks ABC' betriagt somit
1
A= 3 6-6v3cm? = 18V3cm? (= 31,18cm?).

Berechne dann den Flidcheninhalt des Kreissektors (1) mit dem Mittelpunkt C' und
dem Kreisbogen von A nach D:

60°
1) = 3600 -6?mem? = 6rem?  (~ 18,85 cm?)

Den Inhalt Ay der Fliche (2), die durch die Strecken [EB] und [BD] sowie durch
den Keisbogen von F nach D begrenzt wird, berechnest du, indem du den Inhalt des
Kreissektors mit dem Mittelpunkt A und dem Radius 6 cm vom Flécheninhalt des
Dreiecks ABD subtrahierst.

Das Dreieck ABC ist ein halbes gleichseitiges Dreieck. Weil CD = 6 cm gilt, ist der
Punkt D damit der Mittelpunkt der Hypotenuse [BC], die ja 12cm lang sein muss.
Deshalb ist der Flicheninhalt des Dreiecks ABD halb so grofl wie der des Dreiecks
ABC:
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19.

(b)

8. Berechnungen am Kreis

Apapp =0,5-18v3cm? = 9v/3cem? (= 15,59 cm?).

30°
360°

= A = <9f — -6%) ecm? = (9v/3 — 3m)em? (= 6,16cm?).

Den Inhalt A der geténten Fliche erhiltst du, indem du die beiden Fliacheninhalte
A1y und Ay vom Flécheninhalt des Dreiecks ABC subtrahierst:

A =183 —[6m + (9v3 — 37)] cm? = (9v/3 — 37) cm? = A(y) !

Das bedeutet z.B. auch, dass der Kreisbogen von E nach D die Flache halbiert, die
von den Strecken [AB] und[BD] sowie vom Kreisbogen von A nach D begrenzt wird.

ava

A S O P B

Um den Inhalt der blauen Teilfliche PBQP zu berechnen, musst du von der Fliche
des Sektors OBQ die des Dreiecks O P(@Q subtrahieren:

Im rechtwinkligen Dreieck OPQ gilt: OP = 1cm und OQ = 3cm.

1
Also: cosa = 3 = a~70,53°.

70, 53°

32 . rem? & 5,54 cm?
360°

Sektor ~

Aporg ~0,5-1-3cm? ~ 1,41 cm?
Appop ~ 5,54cm? — 1,41 cm? = 4,13 cm?
Geamte blaue Fliache: A~ 2-4,13cm? = 8,26 cm?.

1
Halbkreis: Ay = 3 2. 14,14 cm?

Agrin 14,14 cm? — 8,26 cm?

S A T ~0,4158 = 41,58%
HK )
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8. Berechnungen am Kreis

Knapp 42% der Halbkreisfliche sind griin eingefirbt.

Zeichne zun#chst den Umkreis der Figur mit dem Radiua a = 6cm. Trage dann
den Radius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne dabei mit einem der , waagrechten“
Punkte C oder F'. Zeichne dann die 6 Kreisbdgen ein.

M

Die Ausgangsfigur (AF) enthilt drei Kreisbogendreiecke (K BD). Eines davon ist jetzt
herausgezeichnet.

Es setzt sich aus einem gleichseitigen Dreieck (D) und drei kongruenten Segmenten
(Sg) zusammen.

Den Fliacheninhalt der Ausgangsfigur (AF') kannst du berechnen, indem du vom
Fliacheninhalt des Umkreises (k) der Ausgangsfigur den der drei Kreisbogendreiecke
(K BD) subtrahiertst:

Aarp = A —3- AxBD-

Weiter gilt also: Axkpp = Ap + 3 - Agg und ASg = AgertormiaB — AD.

= Agpp = Ap + 3 (Asektorman — Ap).

o 2
" 360° -azw—Q-%\/g cm?

=  AgBp =3 ASektormaB —2- Ap = [3

1 1
= Agpp = [iazﬂ — 5(12\/3} cm?

1 1
Asp = a?mem? — 3 - [5(1277 — §a2\/§] cm?

3 3 i
Aar = [a% — 5(1277 + §a2\/§] cm? = %(3\/5 — m) cm®

Fiir a = 6 ergibt sich: Aqr ~ 36,98 cm?.
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8. Berechnungen am Kreis

21. (a) Zeichne zunéchst den Umkreis der Figur mit dem Radiua a = 6cm. Trage dann
den Radius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne dabei mit einem der ,, waagrechten“
Punkte C' oder F'. Zeichne dann die 6 Kreisb6gen und die 3 Halbkreise ein.

(b)

M

60°

A acm B

Die Figur stellt eines der drei kongruenten Elemente der Ausgangsfigur (AF') dar: An
den Schenkeln [M A] und [M B] des gleichseitigen Dreiecks ABC' liegen zwei kongruen-
te Segmente (Seg), die zum Flicheninhalt des gleichseitigen Dreiecks addiert werden.
Davon wird dann der Flidcheninhalt des Halbkreises (Hk) subtrahiert. Das Ergebnis
wird schliefilich noch mit 3 multipliziert.

Apr =3 (Aac +2- Aseg — Apr) = 3 - [Aapc + 2 - (Asektor — AaBc) — Ak
Apr =6 Agektor —3 - Aapc — 3 - Any)

[ 60° a? 1 /a\2
Aue— |6 29 Y ._.<_) 2
AF _63600a7r34\/§ 3-5-(3) 7| em
[ 3 3
Agp = |a®m — Za®V/3 — = a’r| cm?
‘T 8
—5 2 3 2 2 a’2 2
App = gaw—za\/g cm® = §'(5W_6\/§) cm

Fiir a = 6 ergibt sich: Aqr ~ 23,92 cm?

Anmerkung:

5 3 225° 2
Es gilt Aap = [g a’n — Zazx/g} cm? = [3600 ca’rm—3- azx/g} cm?.

Das bedeutet: Die Ausgangsfigur hat den gleichen Flicheninhalt wie ein Kreissektor
mit dem Mittelpunktswinkel 225° und dem Radius acm, dem man 3 gleichseitige
Dreiecke mit einer Seitenldnge von jeweils a cm entnommen hat.
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22.

(b)

8. Berechnungen am Kreis

Die Gerade [AT] ist eine Symmetrieachse des gleichseitigen Dreiecks ABC und des
Dreiecks ADE. Also ist dieses Dreieck ADE ebenfalls gleichseitig. Die Strecke [MT]
stellt den Radius des Kreises k dar.

Die a = 6.cm lange Strecke [AT] ist eine Hohe im gleichseitigen Dreieck ADE. Der
Kreis k ist der Inkreis des Dreiecks ADE. = [AT] N [EF] = M. Somit stellt die
Strecke [MT] den Radius des Kreises k dar.

Weil im gleichseitigen Dreieck die Winkelhalbierenden gleichzeitig die Schwerlinien
sind, teilt der Mittelpunkt M die Strecke [MT] im Verhéltnis 2 : 1.

1 2
1 AKreis <§ ‘ a) m 1 1 2
= r=—-a = = 5 =17 5>
3 ASektor ﬂ . a2 T 9 6 3
360°
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24.

8. Berechnungen am Kreis

S’ R’
| A by
NS R/
| |
|
D SN C
| S
% " / |
I / |
| g I
| // |
| J }
|
BB 45° |
P x Q
T T
k
A Yy B

Zeichne zunéchst den Kreis mit dem Mittelpunkt M und seinem waagrecht liegenden
Durchmesser. Zeichne dann zwei Geraden ein, die jeweils einen 45°-Winkel mit dieser
Waagrechten bilden und sich im Punkt M schneiden. Die Schnittpunkte dieser beiden
Geraden mit der Kreislinie k sind die Eckpunkte des Quadrates ABCD.

Um das Quadrat PQRS zu erhalten, zeichnest du am besten erst ein (hier gestrichelt
eingezeichnetes) Probequadrat mit den Eckpunkten R’ und S’ ein. Dann folgt:
[MR']Nk={R}und [MS']|Nk={S}.

Die Lote der Eckpunkte R und S auf die Waagrechte liefern die restlichen Quadrat-
Eckpunkte @ und P.

Fiir die Berechnung kannst du den Radius r verwenden. Es geht jedoch auch, wenn
du fiir r 4 cm einsetzt.

Es gilt: AB =y und MP = z, dann ist PS = 2z (siche Zeichnung).

Das Dreieck ABM ist gleichschenklig-rechtwinklig und damit ein halbes Quadrat mit
der Diagonalenlinge y = rv/2. =  Aupcp =y> = 2r2.

PYTHAGORAS im Dreieck PMS: 22 + (23:)2 = 72

2r 4
& ht=r? e =" = A — (97)2 = =2
x r T 7 PQRS = (2x) 57°
A £r?
PQRS _ §
=2:5=—=40

Das Quadrat ABCD ist um 60% grofler als das Quadrat PQRS.
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8. Berechnungen am Kreis

fe— 3cm —

Beginne am besten mit dem Vollkreis.

1 1
(b) Agr = <§-327r—§-227r> cm? =2, 5rem? ~ 7,85 cm?

(c) Die Mafizahlengleichung fiir x € Q" heifit:
9
2l e Z222=I o 1=V3~1,73
(d) Es gilt AB=CD = (3 —z)cm.
1 1
2 - UVollkreis = 2+ 2xmCmM UK = 5-67‘1’4—2-(3—1‘)4—5-21'7{ cm

= dem=3r+6—-2rx+zr < x(2+37)=6+37

_6+37T
2437

~ 1,35

A P 4m M 10m
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26.

()

(a)

8. Berechnungen am Kreis

Fiir deine Zeichnung gilt:

20m =2000cm = AB =2000cm : 200 = 10cm

4m=400cm = PM =400cm : 200 =2cm

Strategie: Addiere den Flécheninhalt des Dreiecks PM R zum Kreissektor (2) mit dem
Mittelpunktswinkel ¢). Halbkreisfliche. Die ,weile“ Teilfliche (1) ist kein Kreissek-

tor.

Die Hilfslinie [M R] ist die Schliisselstelle auf dem Losungsweg.

1
AHalbkreis = 5 : 1027T m? = 50m m? ~ 157,08 m?

Ay = AgektormrA — AAPMR

Sinussatz im Dreieck PM R: Slze = s1n11(;°)0

= e~ 17,84° =~ 180° —130° — 17, 84°
1 : o 2
AAPMR%§-4-10-SIH32,16 %10,65m

P ~ 180° — 80° — 32,16° = 67, 84°

B (67, 84°

2 2 ~ 2
A(Q) = 360° 10“ - 7T> m- = 597 20m

AFarpe ~ (10,65 + 59,20) m? = 69, 85m?

A 2
Farbe ~ 69,85m2 %0’44:%
AHalbkreis 157,08 m
D F

= 32,16°
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(b)

27. (a)

(b)

()

8. Berechnungen am Kreis
Aus Symmetriegriinden gilt: A; = Ajy.
Ar=(32->-3%-71)cm?® ~ 1,93 cm?.

Agesamt =4-Ar+2-Ap=6-Ar= 11,58cm2.

Die Figur 1 ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

Figur 1
I1I
¢ .
M

Du hast die drei Halbkreise I, IT und III vor dir.
Es miisste gelten: A;;r = Ay — Ayr. Es wird in der Einheit cm? gerechnet.

1 1 1 1
AlSO:§-4,827T:5-627{'—5-3,627(' tgm
4,82 =62 -3,62 < 23,04 =36 —12,96. Das stimmt, also ist die Behauptung

bewiesen.

e Die Figur 2 ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

159



28.

8. Berechnungen am Kreis

Figur 2
C

e Fiir die Mafizahlen miisste gelten:

122 =7,2249,6° < 144 =51,84+92,16. Das stimmt, also ist das Dreieck
ABC rechtwinklig.

Es gilt: 62:a2—|—b2| -%-%-7‘(‘
c\? 1 ra\? 1 b2
(_) 71':—(—) '7T+—' — T
2 2 \2 2 \2
Das bedeutet: Der Halbreis I hat den gleichen Flédcheninhalt wie die beiden Halb-
kreise II und III zusammen.

-

N[

In der Figur 1 siehst du einen gleich gelagerten Fall: Wenn du den Halbkreis 11
aus dem Halbkreis I entfernst, ergibt sich: Der Halbkreis I muss genauso grof3
sein wie die beiden Halbkreise II und III zusammen.

In der Figur 1 und der Figur 2 haben gleich nummerierte Halbkreise den gleichen
Durchmesser; d.h. sie sind kongruent.
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8. Berechnungen am Kreis

r=4cm

(b) Anmerkung: Zu allen Fliichenmaf3zahlen gehort die Einheit ,,cm?%. Es gilt:

1 1
AHalbkreis(klein) = 3 - 4*1 und A Kreisring = 3% 6°T — A Halbkreis(Klein) -

Es muss also gelten: AHalbkreis(groB) =2- AHalbkreiS(kIein) .

1 1
& 5-5,6%:2-5-4% ‘& 15,68 # 16.
L o 1 2 2 2 2
(c)§-R 7T:2-§\/18 mecm® & R°=36cm® = R=6cm.
1 1
(d) Esmussgelten:§-R27T:2-§-7"27r = R=rV2.

Du konntest das auch mit Hilfe der Eigenschaften der zentrischen Streckung be-
griinden:

o Alle Kreise sind zueinander dhnlich.

e Wenn du eine Kreisfliche verdoppelst, dann gilt fiir den Streckungsfaktor k: k? =
2 = k=+2.

29. (a)
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30.

(b)

8. Berechnungen am Kreis

Die drei Diagonalen zerlegen jedes regelméflige Sechseck in sechs kongruente gleichsei-
tige Dreiecke. In unserem Fall hat jedes dieser gleichseitigen Dreiecke eine Seitenlédnge
von 4cm .

Die sechs kongruenten Halbkreise lassen sich paarweise zu drei Vollkreisen mit dem
Radius r = 2 cm zusammenfiigen .

42
Also: A = (6-2-\/3—{—3-22-%) cm? ~ 79,27 cm? .
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31.

8. Berechnungen am Kreis

(b) Von der Kreisscheibe hat Erwin das Kreissegment C' DM C' heruntergeklappt.

Den Flédcheninhalt dieses Kreissegmentes erhéltst du, indem du vom Flicheninhalt
des Kreissektors EDMCFE den Flicheninhalt des Dreiecks DC'E subtrahierst.

Im Dreieck DMFE gilt: ME =MD = DFE =3cm.

Also ist das Dreieck DM E gleichseitig, und es gilt: ¢ = 60°.

Das Dreieck DC'E hat den gkeichen Flicheninhalt wie dieses Dreieck DM E .

120°

360° .32 rem? & 9,420m2 .

ASektor =

32
AADCE = ZCIDZ VERS 3,900m2.

ASegment ~ 9,42 cm? — 3,90 cm? = 5,52 cm? .

Diese Segmentfliche musst du zwei Mal von der Fliache der Kreisscheibe subtrahieren:
Agefirbt ~ 3%mem? — 25,52 cm? ~ 17,23 cm? .

Agegirbt 17,23 cm?
Ao 28,27cm?

~ 0,6945 = 69,54% .
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8. Berechnungen am Kreis

D, o ¢ c

A B
(b) Strategie: Subtrahiere den Flidcheninhalt des Dreiecks BCG vom Flécheninhalt des
Viertelkreises mit dem Mittelpunkt C' und dem Radius r = 6cm .

2 2

1
Agektor = 1 627 cm? = 97 em? .

WEeil sie z.B. im Winkelmaf ¢ iibereinstimmen, sind die beiden rechtwinkligen Drei-
ecke ABC und BCG zueinander &hnlich:

. TC- 36 cm?

3
=8

=45
Scm o ¢t

1
= AABog = 3 .6cm-4,5cm = 13,5cm?.

= A= (97 —13,5)cm? ~ 14,77 cm? .

32. (a) Klar.
(b) Wir rechnen nur mit Mafzahlen:
521 —r?r = 0,19-5%7
r’r = 0,81-5%7
r = 0,9-5cm =4,5cm

(¢) Wir rechnen nur mit Maflzahlen:
3,521 = (R?-3,5)r1
R’r = 2-3,5%x
R = 3,5-vV2cm~4,95cm

33. (a)
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8. Berechnungen am Kreis

C

A[(
M;

M,

A1 / Bl

e
&
LIS
B

Aé & »
B

e
(IS

Wir bezeichenen die Seitenléinge des gleichseitigen Dreiecks ABC mit a.

Die Dreiecke AM A; und M BB sind halbe gleichseitige Dreiecke mit der Seitenléinge
5. Aus Symmetriegriinden sind diese beiden Dreiecke zudem kongruent.

Das Dreieck M BB ist (ebenso wie das Dreieck AM A1) ein halbes gleichseitiges Drei-
eck mit der Dreieckshéhe M By (= MA;) = 4/3.

Weil der Punkt T auf der Halbkreislinie liegt, gilt ebenso MT = %\/3 = % -MC.
M, und M, sind also zwei Seitenmittelpunkte des gleichseitigen Dreiecks ABC'.
Dann gilt [M,M,] || |[AB].

Demnach betrigt der Inkreisradius p; des Dreiecks My M,C' ein Viertel von dem des
Dreiecks ABC.

Fiir den Inkreisradius p, des gleichseitigen Dreiecks gilt: pg = % . %\/§ .

= p=i.1.4 3=£V3.

Fiir den Flicheninhalt Ay des kleinen Kreises gilt dann:

2

2
“@) o=

A = (ﬂ 96

Fiir den Flicheninhalt Apx des Halbkreises gilt dann:

3a2
— .

A =
HK 32

1.(2\/§>2.ﬂ:

2 \4
Fiir das fragliche Flachenverhéltnis ergibt sich dann:

[ (5]

Ay
Ank

32 1
96 37
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Raumgeometrie

(a) A=12,73cm?
(b) - -

(a) V(z) = (=822 + 28z + 120)cm?
(b) Vinaz = 144,5cm? fiir z = 1,75
(c) x¢1 =3,10 z2=0,40

.V =37ml

(a) Am besten zeichnest du dir erst einmal die Axialschnitte der beiden Rotationskorper
hin:

=TI =
z N
4 \
g \
/ \
! —_—— | —- - - =

Zur Figur 1 Zur Figur 2

(b) Der zur Figur 1 gehorende Rotationskérper R; besteht aus einem Kegel, an dessen
Grundfliche eine Halbkugel hiangt. Aus dem Kegel des Rotationskorpers Ry ist eine
Halbkugel mit dem gleichen Radius herausgebohrt worden. Beide Kegel von R; und
Ry sind kongruent.

Also unterscheiden sich die entsprechenden Rauminhalte V7 und V5 der beiden Rota-
tionskorper lediglich um das Volumen einer Kugel mit Radius 2 cm:

4 32
Vl—Vg:AV:5-23-77(:1113:E-Wcm3%33,51cm3.
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()

(d)

9. Raumgeometrie

Die Oberflichen O und Oy der Rotationskorper R; und Ro bestehen aus paarweise
kongruenten Teilflichen:

— Zwei Kreisringe mit dem Durchmesser 9cm, die jeweils 2, 5cm breit sind
— Zwei Kegelméntel
— Zwei Halbkugeln mit dem Durchmesser 4 cm

Folglich hat Maria Recht: O7 = Oa.
Anmerkung: Natiirlich kannst du die Oberflichen auch jeweils berechnen, aber da-
durch verzogerst du nur die Entscheidung, ob Maria Recht hat.

h = g\/i wird in (b) gezeigt.

s
(G
h
yas \ \/c
M*
M
A B

Im rechtwinkligen Dreieck M M*S gilt:
2 2 3 1
MSZZM*S2—M*M2, also h? = <g\/§> — (2) :_QQ_ZQQ

= h= g\/i .

Der Mittelpunkt M halbiert die Quadratdiagonale [BD]. Also gilt:

MD = g\/i = h. dann muss das Dreieck DM S gleichschenklig-rechtwinklig mit
= 1 = 45° sein. Weil die beiden Dreiecke DM .S und M BS kongruent sind, ist auch
das Dreieck DBS gleichschenklig-rechtwinklig.
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9. Raumgeometrie

e Du siehst z.B., dass die Seitenkante [F'H] der kleinen Pyramide halb so lang wie

die Seitenkante [BA] der grofien Pyramide ist. Alle anderen Seitenkanten der klei-
nen Pyramide und deren Hohe sind ebenfalls halb so lang wie die entsprechenden
Seitenkanten der groflen Pyramide bzw. deren Hohe.
Wenn aber die entsprechenden Seitenkanten im Verhéltnis 1 : 2 stehen, dann
miissen die Seitenfldchen der kleinen und der groflen Pyramide jeweils im Verhélt-
nis (1 : 2)? stehen. Damit stehen die Oberfliichen der beiden Pyramiden im
Verhiltnis 1 : 4.

e Wenn die entsprechenden Seitenkanten im Verhéltnis 1 : 2 stehen, dann miissen
die Rauminhalte der beiden Pyramide im (1 : 2)3 stehen. Damit stehen die Raum-
inhalte der beiden Pyramiden im Verhéltnis 1 : 8.

Hinweis: Du hittest auch das Volumen und die Oberfliche der beiden Pyrami-
den in Abhéngigkeit von a einzeln berechnen konnen. Doch fiir die kleine Pyrami-
de EFGHM héttest du mehrfach Ahlichkeitsséitze anwenden miissen, die aber fiir
dhnliche Korper, wie es diese beiden Pyramiden nun einmal sind, allgemein gelten:
O'=k*-Ound V' = k* -V (hier mit k = 0,5).

Das jeweilige Ergebnis wére das gleiche.

6. 0,5kg = 500g. Wenn fiir 100g Spaghetti ein Liter Wasser benétigt wird, miissen also
zuniichst 5 Liter = 5000 cm® Wasser in den Topf.
Zusétzlich muss noch diejenige Wassermenge beriticksichtigt werden, die wahrend des Koch-
vorgangs verdampft.
Insgesamt miissen sich dann 5000 cm? - 1,15 = 5750 cm® Wasser im Topf sein.
Die Wassermenge im Topf hat eine zylindrische Form mit einem Radius von 10 cm und der
Einfiillhohe h: 5750cm® = (10cm)?-7-h = h=18,3cm
Das Wasser im Topf muss knapp 20 cm hoch stehen.

7. (a)
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9. Raumgeometrie

o— 15cm —

Fiir die Zeichnung gilt: Kugelradius » = (7,5 : 5)cm = 1,5cm und #uflerer Radius
der Halbkugelschale R = (15 : 5) cm = 3 cm.
Beginne am besten mit dem Vollkreis.

. 1
(b) AuBere Halbkugel: O, = 3 4-15%7 cm? = 2507 cm?
1
Innere Halbkugel: O; = =47, 527 cm? = 112, 57 cm?
Kreisring aus [AB] bzw. [OD]: Axr = (15°7 — 7,5?7) cm? = 168, 25 cm?

Somit ergibt sich fiir die Oberfliche der Halbkugelschale in diesem Fall:
OnKs = 531,257 cm? ~ 1668, 97 cm? ~ 1669 cm? ~ 16, 7 dm?.

. 1
(¢c) e AuBere Halbkugel: O, = 3 4-15%7 em? = 2507 cm?

2 2

1
Innere Halbkugel: O; = 3 4. x%rem? = 2227 em

Kreisring aus [AB] bzw. [OD]: Axr = (15°7 — 227) cm? =
= (2257 — 227) cm?

Somit ergibt sich: O(z) = (250 + 222 + 225 — 2?)7 cm? = (22 + 475)7 cm?.
e O(7,5) = (7,52 + 475)7 cm? = 531,257 cm?, siche Losung (b).

(d) Die Mafizahlengleichung fiir z € R heifit:
542’ = (22 +475)r & 1922 =475 & x=5

1 4 1 4
(e) V= <§ '3 153 — 3'3" 7.53> cm?® = 1968, 757 cm? ~ 6185 cm? ~ 6,2 dm?

2 2
(f) o V(z)= 37 (15* — 2%) em® = (2250 — gx?’) 7em?
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8.

10.

. Fiir den Kreisradius r gilt: 727 = 6400 - 7 mm

9. Raumgeometrie

2
o V(7,5) = <225O —3 7, 53> 7 = 1968, 757 cm?, siehe Losung (e).

(g) In der Angabe steht, dass die Halbkugelschale und die Vollkugel aus dem gleichen
Material sind. Wenn das Volumen der beiden Korer identisch ist, dann miissen auch
die zugehorigen Massen gleich sein. Daraus ergibt sich die zugehorige Maflzahlenglei-
chung mit r € R*:

2 4
(2250 — §x3> T = gx?’ﬂ' & 2250 =223 = x~10,40

Aus Agpeis = 6400 7 mm? folgt r = 80 mm.

Wegen Mpgegep = 7 - 7 - s folgt dann Mpeger = 80 - 7 - 60 mm? = 4800 7 mm? und nicht
wie angegeben 40007 mm?. Also passen Grundkreis und Mantelfliche des Kegels nicht
zusammen.

2 = r=80mm.

Nach der Formelgleichung fiir den Kegelmantel muss gelten:
80mm - 7 - 60 mm = 4000 - 7 mm?, was falsch ist.
Also passen die beiden Fliachenstiicke nicht zusammen.

101 = 10dm?3 = 10* cm? = 10" mm?3.
Fiir den Innenradius r; des Geféfles gilt dann:

2
gr? = 107 mm3 = T, 168,4mm .

= d;=~33Tmm = d,~347mm.
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Teil 11.

Wabhlpflichtfachergruppe 11/11I
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10. Lineare Funktionen

Logi(t):y=—a+tund go(t) : y = S +1

2. (a) ,... mit sich selbst multiplizierst, dann erhéltst du den y-Wert.
(b) Erwin hat recht. Z.B.: 22 = 4 und 0,5 = 0, 25.
(c) Z.B.:y =22
(d) e In beiden Relationen tauchen die gleichen z-Werte auf. Wenn du jeweils den z-

Wert mit sich selbst multiplizierst und dann 1 dazuzéhlst, erhéltst du den y-Wert.
e ZB.y=2>+1

3. (a) Bevor du die Gerade g; zeichnen kannst, musst du erst ihre Gleichung nach y auflésen:

y = —2x 4+ 5.
yh
S
92
br g1
O 1} T
(b)
1,bx+2 = —-2x+5
3,5 = 3 r~—0,86 ing;:y~15-0,86+2
y~3,29 = 5(0,86]3,29)

(¢) In der Zeichenebene muss jede Gerade h, welche die Gerade gy nicht schneidet, zu
dieser parallel verlaufen; d.h. die Gleichungen der Geraden g2 und h miissen den
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10. Lineare Funktionen

gleichen Steigungsfaktor besitzen.

Dann lautet z.B. die Gleichung einer Geraden h: y = 1,5z — 11%.
Grundsétzlich miisstest du die Koordinaten des Punktes A in die Gleichung der Ge-
raden g9 einsetzen und dann entscheiden, ob die Gleichung eine wahre oder falsche
Aussage liefert. Das wire aber mit erheblichem Rechenaufwand verbunden. ,,Leider*
helfen herkémmliche Taschenrechner im Moment (im Jahre 2008) auch nicht weiter,
weil sie nicht so viele Stellen verarbeiten kénnen. Also muss es noch einen anderen
Losungsweg geben:

Der Punkt A liegt im IV. Quadranten. Die Gerade gy verlduft aber offenbar nicht
durch diesen Quadranten. Also liegt der Punkt A nicht auf der Geraden gs.

yll
o4 / ho
1Q1
1 y
}
|
|
1}
1
|
|
| "
It | d
ol 1 R AL

Der Steigungsfaktor in den beiden Steigugsdreiecken O F;Q) und OAP; muss der glei-
%he sein:

S=5 © d?>=48 = d=4v3=~6,93.

Die Mafizahl d = 41/3] lisst sich als Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Sei-
tenldnge A = 8 cm deuten:

173



10. Lineare Funktionen

y 4
2
B h2 d ¢ 2
O
/ hy
/ i
/ L
] P
: S
1 / //
L— —] .

0 1 B M A M T

Der Punkt M’ ist durch Spiegelung des Mittelpunktes M der Strecke [OA] am Punkt
A entstanden. Uber der Strecke MM’ wird nun das gleichseitige Dreieck MM'Py

8
errichtet, dessen Hohe [AP;] die gesuchte Léinge von 5\/§cm besitzt.
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11. Gleichungssysteme

L (a) L={(=3]5)}
(b) --

2. (a) L= {(%CH—Z | §a+1)}
(b) Die beiden Gleichungen liefern identische Geraden, also folgt:
L=A{(x]y)|y=2x-9}

3. L={(-412)}
4. L=1{(5|2,5)

5. (a) --
(b) S(3,62,1)

(c) Es gibt keine eindeutige Losung; eine mehr oder weniger geschickte Wahl aus dem
Geradenbiischel bleibt den Schiilern iiberlassen.

(d) Jede Gerade, welche die Gerade h nicht schneidet, muss zu dieser parallel sein. Weil
g aber nicht parallel zu h liegt, muss g auch alle Parallelen zu h schneiden.

) - -
) g:y=3z+1,5

) S(=1,5[1)
) Es gibt keine eindeutige Losung.
)

Jede Gerade, welche die Gerade h nicht schneidet, muss zu dieser parallel sein. Weil
g aber nicht parallel zu h liegt, muss g auch alle Parallelen zu h schneiden.

7. (a) --
(b) g3: y=4,250—4,5
(c) S(3,6]2,1)
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(d)
(e)

11. Gleichungssysteme

gs : y =z + 500
A=38,1FE

8. Die Zahlen heiflen 12 und 65.

e Die Gleichung (1) besagt, dass die Summe aus zwei Zahlen x und y den Wert 1 ergeben

9. --
10.
11. (a)

(b)

soll.
Gleichzeitig soll nach der Gleichung (2) die Summe aus denselben Zahlen = und y den
Wert — 37 ergeben. Das ist ein Widerspruch. Also gilt L = §).

Wenn du die Gleichung (2) spaltenweise von der Gleichung (1) subtrahierst, ergibt
sich in ausfiihrlicher Schreibweise die Gleichung

O-z2+0-y=38
WEeil die linke Seite der Gleichung stets Null ergibt, steht hier eine stets falsche Aus-
sage; d.h. L = ().

»Da miissten wir ja die beiden Gleichungen nach x oder nach y auflésen, und das wird
schwierig, weil wir am Ende eine Gleichung durch 7 oder durch 9 teilen miissten. Dann
entstehen aber Briiche oder periodische Dezimalzahlen. Dadurch wird die Losung
unnotig erschwert.

Hier eignet sich das Additionsverfahren zur Lésung:

3xr — Ty = =27 (1) |5
A “hr 4+ 9y = 371 (2|3
152 — 35y = —135 (1)
A 150 + 27y = 111 (2)
(L) +(2): -8y = —24

= y=3,zB.in(l):x=-2 L={(-2]|3)}

12. Anzahl der Goldhamster: z und Anzahl der Zwergkaninchen: y.
Zahl der verkauften Tiere: 10 +z +y = 23
Einnahmen in €: 10-2,54+4- 2+ 8-y = 97.
Damit erhéltst du das folgende Gleichungssystem:
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11. Gleichungssysteme

r 4+ oy = 13 (1) | -(—4)
A 4r + 8y = 72 (2)
4z — 4y = =52 (1)
A ¢z + 8y = 72 (2)
(1) +(2)": by = 20 |: 4

Also: y=51in (1) :x=28.
Es wurden acht Goldhamster und fiinf Zwergkaninchen verkauft.

13. (a) Hier gilt: 63cm =2-h +¢.

(b) Z.B.:
hi1 =20cm = t1 = 23cm
hi =18cm = t;=27cm.

(c) Esgilt: h=(63cm —t) : 2

h=(63cm—t):2 < 16cm | -2
63cm—¢t < 32cm | —63cm
-t £ —=3lcm | -(—1)
t 2 3lcm

Die Stufentiefe muss also mindestens 31 cm betragen.

(d) In der Formelgleichung gilt dann h =¢ : 63cm =3t t=2lcm.
Fine Stufentiefe von nur 21 cm wire fiir dltere Leute zu gefdhrlich.

(e) Es werden 1,20m : 15 = 120cm : 15cm = 8 Stufen bendotigt.
63cm=2-15ecm+¢t = t=33cm.
33cm -8 =264cm =2,64m.
Die gesamte Treppenlénge betrégt also 2,64 m.

14.  (a) Wegen T77 = {1; 7; 11; 77} folgt

entweder:
a + b = 11 (1)
A a — b = 17T (2
+(2): 2a = 18

= a=9 zB.in(2): b=2
Probe: 92 — 22 = 81 — 4 = 77, stimmt.

oder:
a + b
A a — b
() +(2): 2a = 78
= a=39 zB.in(2): b=38
Probe: 392 — 382 = 1521 — 1444 = 77, stimmt.

I

—
—

[\
~—
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11. Gleichungssysteme

= L={(912); (39]38)}
(b) 83 ist eine Primzahl. Wegen Tg3 = {1; 83} folgt
a + b = 83 (1)
A a — b = 1 (2)
(D+(2): 2a = &4
= a=42 zB.in(2): b=4l
Probe: 422 — 412 = 1764 — 1681 = 83, stimmt.

(c) Wegen T3sg = {1; 2; 19; 38} folgt z.B.

a + b = 19 (1)
A a — b = 2 (2)
+(2): 2a = 21 = a¢N = b¢N

Damit folgt: L=90.

(d) Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass Edwin Unrecht hat:
a’? — b?> = 44 . Daraus wird z.B.:
a + b = 22 (1)
A a — b = 2 (2)
1+(2): 2a = 24
= a=12und b=10.
In der Tat ist 122 — 10% = 144 — 100 = 44.

Fiir a2 — 5% = 2" - p mit n € N\{1} und p € P ist die Lésungsmenge nie leer.
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12. Reelle Zahlen

1. Vereinfache jeweils den Term so weit wie moglich ohne mit dem Taschenrechner zu
runden. Es muss ein logischer Rechenweg zum Ergebnis fiihren.

(a) \/ (v/1000 + v/999) - (v/1000 — +/999)
(0) (V32 =3)- (V5 +v3)™"
) 1
) 0

a

(
(b

2. (a) Bei der Basis 1 kann der Exponent heifien, wie er will: Der Potenzwert ist immer 1.
(3 + 19876534212345) X (7\/§ _ 3\/5)2 —4. (4\/5)2 =4-16-2 = 128

(b) Jede Potenz mit der Basis 0 und einem natiirlichen Exponenten hat den Wert 0.

@_0555666777888999 ) @+95 —
37 T\ V2

/50 5) 1
= . _— = N 1 = ———= —
9 ( 5 + 95) 5:100 100 — 20
1 ) 37 37 37 8
- 4— = — — = _— — = 2
@\ ys=yTys VT 7=

(d) Der Term stellt ein Produkt aus drei Faktoren dar: In jedem Klammernpaar steht
einer davon.
Ein Produkt hat dann den Wert 0, wenn mindestens ein Faktor den Wert 0 hat. Du

siehst:
1 3 9888777666555
/—12 131000) ) 1777555333111 2.2, 14-87
< * g Vi 2 6 9888777666554 *
>0 )

Dann muss der Faktor in der Mitte den Wert 0 besitzen:

V1 = 1. Nach Losung (a) ist also v/1 9876534212345 _ 4
1 3 1 1

und = : === : - =1.
2 6 2 2
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12. Reelle Zahlen

Somit vereinfacht sich der mittlere Faktor zu 1 —1 = 0. Damit ist der ganze Produkt-
wert 0.

1 1
3. 1/91 ist ausfiithrlich geschrieben /9 + 1

Claudia hat also iiber einem Pluszeichen die Wurzel in zwei einzelne Wurzeln zerlegt. Das
darfst du aber nur bei Punktrechnungen tun.

/1 37 V37
Der richtige Weg wire: 91 =7 =9 Spétestens hier erkennst du, dass die Wurzel

,nicht aufgeht*; d.h. das Ergebnis ist nicht rational.

V37

Und tatséchlich: - ~ 3,041381265.

4. Wenn /2 = 1,414213562 wire, dann miisste umgekehrt
1,414213562% = 1,414213562 - 1,414213562 = 2 gelten.
Wenn man aber eine Zahl mit einer anderen Zahl multilpiziert, dann ist die Endziffer
des Produktwertes die letzte Ziffer des Produktwertes der beiden Endziffern der beiden
Faktoren.
Beispiel: 109457 - 5620003 liefert das Produkt der Endziffern 7 - 3 = 21.
Also endet der Produktwert aus 109457 - 5620003 mit der Ziffer 1. Bei Dezimalzahlen gilt
diese Regel natiirlich auch.
Der Produktwert 1,414213562 - 1,414213562 besitzt 9 + 9 = 18 Stellen nach dem Komma,
wobei die letzte Ziffer nicht 0 sein kann, denn dann wire ja schon nach 17 Ziffern Schluss.
Die letzte Ziffer ist 2 -2 = 4.
Der ETR rundet also auf 9 Stellen nach dem Komma.

Anmerkung:

Es ist 1,414213562 - 1,414213562 = 1,999999998944727844, also treten die vorhergesagten
18 Stellen nach dem Komma auf.

Der ETR zeigt aber nur 9 Stellen nach dem Komma an. Also muss er runden: Die 10. Ziffer
im Ergebnis ist eine 9. Also wird die 9. Ziffer nach dem Komma, nédmlich die 8, zur 9. Dann
miisste der ETR eigentlich fiir /22 das Ergebnis 1,999999999 anzeigen.

Das macht er aber nur, wenn du 1,414213562 - 1,414213562 oder 1, 4142135622 per Hand
eingibst.

Wenn du dagegen ,,/2“ eingibst, und das Ergebnis mit der ,z2“-Taste quadrierst, dann
erscheint ,,glatt“ 2 im Fenster. Daraus kannst du schliefen, dass der ETR bei v/2 anders
rundet als bei der ,,Handeingabe“.

- \/5_1 444‘ \/g+1 444_ (\/5—1)(\/54-1) 444_ \/52_12 444_
S\ V2 V2 - V2-V2 0 vee N

A4\ 444
_ <_> _ 9444 _ 94111 _ (24)111 — 1111,
2

2«
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12. Reelle Zahlen

D C
My
P
5«
e
A B

(b) e Esgilt: CS=CD. (*)
Die Diagonalen [AC] und [BD] sind Halbierende der betreffenden rechten Innen-
winkel.
Also folgt ¢ = 45°.
Wegen der Innenwinkelsumme im rechtwinkligen Dreieck AS P gilt dann ¢ = 45° .
Also ist das Dreieck ASP gleichschenklig. Damit gilt:
AS =AC —SC =SP = (6y/2—6)cm.

Der Punkt S’ ist das Spiegelbild des Punktes S an der Strecke [AP]. Das Dreieck

ASP ist somit die Hélfte eines Quadrates mit der Diagonalen [AP].

Somit gilt: AP = AS - v/2 = (12 — 6+/2) cm.

= DP=AD-AS=[6-(12-6v2)]cm = (6y/2 —6)cm = PS = AS.

Mit (*) ist erwiesen, dass es sich um einen achsensymmetrischen Drachen handelt.
e Die Diagonale [PC] des Drachens SCDP zerlegt dieses Viereck in zwei kongru-

ente rechtwinklige Dreiecke. Somit liegen die Eckpunkte S, C, D und P dieses

Vierecks auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [SC]. Dieser Kreis ist

also der Umkreis des Drachenvierecks.

(a) z=6.
(b) Gleichung (2):

Da der Nenner stets von 0 verschieden ist, hat der Bruch den Wert 0, wenn der Zéhler
den Wert 0 hat. Das ist wieder wie in (1) fiir # = 6 der Fall.

Gleichung (3):
Fiir die Definitionsmenge D gilt: D = R\{—3}. Der Z&hler verschwindet fiir z = 6.
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12. Reelle Zahlen
Also ist die Losung wieder die gleiche wie in (1).

Gleichung (4):

Der Nennner wird 0, wenn x = 6 gilt. Also folgt D = R\{6} .

Der Zghler hat nur eine einzige Nullstelle, ndmlich z = 6 ¢ D. Die Losungsmenge ist
im Gegensatz zu (1) leer.

Gleichung (5):

Wieder gilt D = R\{6} .

36—22=6-2)6+2)=0 & x=6¢DVr=-6¢D.

Also ist # = —6 die einzige Losung. Sie stimmt nicht mit der Losung von (1) {iberein.

Gleichung (6):

D =R\{-6}.

0,522 —6r+18=0,5(r —6)2=0 & x=6¢D.

Die Gleichung (6) besitzt die gleiche Losung wie die Gleichung (1).

Gleichung (7):

D =R\{3}.

=0 & zrz=-2e€eDVzxz=6¢€D.

Eine der Losungen der Gleichung (7) ist zwar mit der der Gleichung (1) identisch,
aber die Gleichung (7) besitzt noch eine zweite Losung, die in (1) nicht auftaucht. (1)
und (7) haben also verschiedene Lisungsmengen.

Gleichung (8):
(~L )Y (VEz +2v3) 175 - (VEr — VIB) =
(L7 17E - [(VEDE - (VID)] = (L) 175 20— 12] 0.

& x=6¢D.
Also ist die Losung wieder die gleiche wie in (1).
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

1. (a) --
(b) APQRS = 9CH12
(c) B =14,04°

2. (a) 9cm, 18cm
(b) d = v/405cm ~ 20,12 cm

6. (a) e=4cm
(b) u = 4- /40 cm =~ 25,28 cm

7. (a) [FG] ist genauso lang wie die Diagonale [AC] des Quadrates ABCD.
Also gilt: av/2=3,2 = a= 3—; =~ 2, 26.

7
Fiir die Zeichnung: AF = KB = 2acm ~ 5,52 cm.
F H
M. —,E
G ‘ N
C
K
A B
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()

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

2
A(ABCD) = a?cm? = (37%) cm? = 5,12 cm?

e Wegen CE = 0,5 - AC miisste gelten:
20 =1,5av/2 (a#0) = V2=75=73.
Weil aber /2 irrational ist, liegt hier ein Widerspruch vor.
Dieser Widerspruch lésst sich auch durch Vergéflerung oder Verkleinerung der
Figur nicht auflésen: Jede Vergréflerung oder Verkleinerung ist eine winkeltreue
Abbildung. Wenn in der Ausgangsfigur keine zwei Winkel mafigleich sind, dann
wird dies auch bei einer Gréflenénderung nicht anders.

e Es wird nur mit Mafizahlen gerechnet.
1. Moglichkeit:
A(AEF) = 0,5AE - FC =0,5-1,5aV/2 - ay/2 = 1, 5a°.
2. Moglichkeit:
A(AEF) =0,5-AF -EM = 0,5-2a-1,5a = 1, 5a>.
3. Moglichkeit:
Das Lot [F'C] zelegt das Dreieck AEF in die beiden rechtwinkligen Teildreiecke
ACF und CEF.
Das Dreieck ACF ist so grofi wie das Quadrat ABCD: A(ACF) = a.
Weil [FC] || [HN] ist, folgt A(CEF) = A(FCH) = 0,5a°.
= A(AEF) =a®+0,50% = 1,54

8. Der Flicheninhalt betrigt 8,625 cm?.

()

(e)

2
5 gch =2 Z&U cm? = (0,252% 4 2x) cm?

1. Moglichkeit (miithsam):

0,252 +2x =33 & 0,25(x+4)?=37 & (z+4)%=148(%)

Wegen x € RY ist (*) gleichwertig mit 2 = 2¢/37 — 4 > 8, was wegen EF = zcm <
AB = 8cm nicht geht.

2. Moglichkeit:

Damit das Dreieck AE D existiert, muss ¢ < 8 gelten. Das Trapez ABF E nimmt stets
weniger als die Hilfte des Rechtecks ABCD ein. Also muss stets A7 < 32cm? sein
und damit kann dieser Flicheninhalt nicht gréfer als 32cm? (némlich 33 cm?) sein.

Der Fliacheninhalt des Rechtecks ABC D muss dreimal so grofl sein wie der Fléchen-
inhalt des Trapezes ABFE:

3-(0,25024+22) =8 = 0,7522-22=0= 2(0,752—-2)=0 = 2=0f%
wegen x € R V0,752 —-2=0= x~2,67

Es muss gelten:

1
8—x:§\/§ & = 6 & rx~4,29

2+/3

184



13. Flacheninhalt ebener Vielecke

(f) Es muss gelten:
x+g:8 o 15z=8 & w~533

10.

(a) ~

(b) ARQC =2 AAPS A ASRD = APBQ.
Damit sind je zwei gegeniiber liegende Seiten des Vierecks PQR.S gleich lang. Also
handelt es sich um ein Parallelogramm.

(¢) Der gesuchte Flicheninhalt ergibt sich z.B. dadurch, dass man an den Eckpunkten
des Rechtecks ABC'D die vier jeweils paarweise kongruenten rechtwinkligen Dreiecke

abschneidet.
Es gilt: RD = 0,5(a —2)em = PB A SD =0,5(b — x) cm = BQ.
A(SRD) + A(PBQ) = 2-[0,5-0,5(a —x)-0,5(b— z)] cm?

= 0,25(a — z)(b— z) cm?

Weiter gilt: RC = 0,5(b+z)cm = AP A CQ =0,5(a +z)cm = AS.
A(RQC) + A(APS) = 2-10,5-0,5(b+x)-0,5(a + z)] cm?
= 0,25(a + z)(b+ z) cm?

Im Folgenden wird nur mit Mafizahlen gerechnet.

A(PQRS) = ab—1[0,25(a —z)(b—x)+0,25(a + x)(b+ z)]
= ab—0,25[ab — ax — bz + 2% + ab + az + bx + 2?]
= ab—0,5ab— 0,5z

A(PQRS) = 0,5(ab— 2?), was zu zeigen war.

(d) Fiir die MaBzahlen gilt:

ab — 0, 522

5 =0,5ab — 0, 2522

Wegen 0,252% > 0 (fiir alle 2 € R™) folgt:

b— 0,522 b
1—3L£—:<%?:O£MP:Q5UMABCDy

11.  (a) Die Katheten der Dreiecke sind jeweils zu einer der Koordinatenachsen parallel. Thre
Léngen konnen deshalb mit Hilfe der Koordinaten der Eckpunkte einfach bestimmt
werden.

(b) Aapep = 26 cm?

(©) --
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

: Das Dreieck entartet zur Strecke.
: Das betreffende Dreieck erhélt den falschen Drehsinn.

xT
xr =

(d) Es gibt zwei solche Dreiecke: Man errichte im Punkt A und im Punkt B jeweils eine
Senkrechte zur Strecke AB.

(e) ¢g* muss so zu AB parallel liegen, dass der korrekte Drehsinn gewahrt bleibt.
13. d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

14.

15. z =5.
16. z=5,8

17. (a) --

x = 6: Das Dreieck entartet zur Strecke.
x = 7: Das betreffende Dreieck erhilt den falschen Drehsinn.

(d) Es gibt zwei solche Dreiecke: Man errichte im Punkt A und im Punkt B jeweils eine
Senkrechte zur Strecke AB.

(e) ¢g* muss so zu AB parallel liegen, dass der korrekte Drehsinn gewahrt bleibt.
18. d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

19. (a)
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

D s C
AN 7/
AN 7
N 7
AN /7
N /
N 7
AN 7/
AN 7
N 7
AN 7/
AN 7/
N 7
Le—/------ M
|
|
|
|
|
|
|
|
A ‘ B

(b) In der Figur ist die Gerade EM die Symmetrieachse. Deshalb sind die beiden Dreiecke
AFED und BCFE kongruent, insbesondere also flichengleich.
Der Fldcheninhalt der Dreiecke ABM und AM D ist ebenfalls gleich. Die Dreiecke
AMD und AED besitzen dieselbe Grundseite [AD]. AuBerdem sind die zugehérigen
Hohen [LM] bzw. [KE] gleich lang. Also besitzen die beiden Dreiecke AM D und
AED und damit auch das Dreieck ABM den gleichen Flicheninhalt, ndmlich 25%
der Quadratflache.

20. (a)

SD
\M

2
AL - JB
* a "

(b) In einem gleichseitigen Dreieck hat jeder Innenwinkel das Maf} 60°.

187



21.

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

Das bedeutet hier: ¢ = 30°. Somit sind die Dreiecke ABM, DMC und AED halbe
gleichseitige Dreiecke.
= BM = MC =0.5a
= DC=0,5-MC=0.5-0,5a =0,25a
= AD=AC - DC =a—0,25a =0, 75a
AD

0,75
Weiter gilt: AAED ~ AABM. Streckungsfaktor k = == = , (04
a

=0,75.

Es ist hier also gleichgiiltig, wie lang die Seite des Grundstiickes ist.

AAAED
AaaBc

1
Nun gilt: Aaagp = 0,752 - Apay = =5 0,5625 = 28, 125%.

Das ist der prozentuale Anteil der asphaltierten Fliche an der Gesamtfliche (100%).
Die Rasenfliche nimmt also knapp 72% des Grundstiickes ABC ein.

G
|
| Ps
< P
//‘\\
|
| Py
B
M E "B
I
acm %

(b) Die Gerade [C'M] ist eine Symmetrieachse des Dreiecks ABC, die auf der Basis [AB]

senkrecht steht. 1

Nun gilt AM = 3 -AB und DM =
Strecke [AB] drittelt.

Also teilt der Punkt D die Strecke [AM] im Verhéltnis 2 : 1. Dasselbe Streckenverhélt-
nis erzeugt aber auch der Punkt H auf der Strecke [AC]. Also sind die beiden Dreiecke
AMC und ADH zueinander dhnlich.

= [DH]||[MC] = <HDA=90°.

Aus Symmetriegriinden sind die Punkte E, F', G, H und K ebenfalls Scheitel von
rechten Winkeln.

-AB = = - AD, weil ja z.B. der Punkt D die

Wl
N =

1
2
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

Wir rechnen meist ohne die Einheiten ,cm“ bzw. ,cm?“.
_— 2\ /1 \* 1
Das Dreieck DBF ist rechtwinklig: DF % = <§ . a) — <§ . a> =3 a’.

Die Dreiecke DBF, HFC und ADH sind kongruent. = DF = FH = HD.

Die Dreiecke EBG, KGC und AEK sind kongruent. = EG = GK = KE.

Also sind die beiden Dreiecke DF H und FGK gleichseitig. Die sechs kleinen Dreiecke
iiber den Sechsecksseiten P P, ... PsP; sind ebenfalls gleichseitig und kongruent. Das
Sechseck P; ... Fg ist damit regelméfig.

E— 1 1
A =-.DF?* V3=-.2.4>-V/3= 2. V3em?
ADFH = 3 V3 139 V3 13 cm
. == 1 == .
Weil z.B. PP, = 3 F gilt, folgt:
Angp,p, = . 2'AADFHZ1 Loeva=el o vBeam?
i 3 9 12 108

Der Stern besteht z.B. aus den Dreieck DF H, an das drei kleine Dreiecke vom Typ
E P, P, angefiigt worden sind:

1 1 1
Astorn = | — a2+ 2. — . 2
Ste <12 a \/§> +3 <108 a \/§> 9 3cm
AStern 1 2 1 2 4
k= - Z. /3] = V3 ==
! AAABC (9 “ \/_ 4 “ \/_ 9

Die gesuchten Hilfslinen sind die Diagonalen des Sechsecks. Durch sie wird dieses
Sechseck in sechs kongruente gleichseitige Dreiecke zerlegt.

Wenn Du diese sechs kongruenten gleichseitigen Dreieck nach auflen klappst, hast du
den Stern erzeugt. Also besteht der Stern insgesamt aus 12 solcher Dreiecke. Damit
ist der Fldacheninhalt des regelméffigen Sechsecks P ... FPs im Inneren halb so grofl

wie der des Sterns:

2

k2:0,5'k31:§.

Anmerkung: Eine Begriindung muss also nicht unbedingt rechnerisch erfolgen. Trotz-
dem kannst du auch wieder das Verhiltnis als Bruch von Fldcheninhalten herleiten.

Das ist aber umstéandlicher.
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Q

e Fiir das gesuchte Dreieck ,,A*“ mit der Seitenlénge a* cm gilt:

4 2\ 2
Apx = Astern = g’ ApaaBe = 3) AaaBc

Errichte also z.B. unter der Strecke [DB] das gesuchte Dreieck DQB mit der
Seitenlénge DB = a*. (Siehe Zeichnung oben.)

e Fiir das gesuchte Dreieck ,A*™*“ mit der Seitenléinge a** cm gilt:

2 Va\*
Apsr = ASechseck = § - AaaBc = (?) - AaaBc
2 1
= a**=%~a= <§~a) V2.

1
Der Term (§ . a) V/2 lisst sich als Diagonalenlinge eine Quadrates mit der Sei-

tenlénge 3 a deuten.

In der Zeichnung oben ist das Dreieck AA** D ein halbes Quadrat mit der Sei-
tenlinge AD = % - a. Damit hat die Diagonale [AA**] die Linge (3 - a)v2cm =
a™ cm. Also ist das Dreieck APA** das gesuchte.
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Das dunkel getonte gleichseitige Dreieck DQB hat den doppelten Flicheninhalt wie
das hell getonte Dreieck APA**.

22. (a)

Das Bild ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

Zeichne zunéchst einen Kreis mit Radius 6 cm. Um die Eckpunkte auf der Kreislinie
zu erhalten, tragst du den Kreisradius 6-Mal auf der Kreislinie ab. Beginne am lin-
ken oder am rechten Eckpunkt, dann liegen die oberste und die unterste Seite des
Sechsecks waagrecht. Verbinde dann diinn mit dem Bleistift immer zwei entsprechen-
de Seitenmittelpunkte miteinander, so wie es die Zeichnung darstellt.

Damit bist du praktisch fertig. Es gilt jetzt nur noch, die entstandenen Teilflichen
entsprechend auszumalen.

9 D
P Q
h

A / \ B
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Die beiden gestrichelten Linien und die Zentrale h zerlegen das regelméflige Seckseck
in 6 kongruente gleichseitege Dreiecke.

Also sind die Vierecke PM HK und MQH K kongruente Rauten. Weil die Punkte D
und E Seitenmittelpunkte des Sechsecks sind, schneidet die Gerade g die Rautendia-
gonalen [K M| bzw. [M H] in den Rautenmittelpunkten F' und G.

Damit sind die Punkte F' und G Seitenmittelpunkte des Dreiecks M H K. Also gilt:
AFGC =2 AMGF. Das Viereck MGCF ist eine Raute.

Durch Drehung um 120° lésst sich ein rotes Viereck mit einem anderen zur Deckung
bringen.

(c) Betrachte erneut die Figur in der Losung der Aufgabe (b):
Die drei gefarbeten Trapeze sind kongruent. Also ist das Dreieck ABC' gleichseitig.
Aus Symmetriegriinden miissen dann alle 3 weiflen, alle drei roten und alle sechs
griinen Rauten in der Ausgangsfigur kongruent sein.
Das Seckseck enthilt 12 Rauten, der Stern enthilt 6 Rauten und die Mitsubishi-Figur
enthélt 3 Rauten.
6 Rauten

Prozentualer Anteil des Sterns am Sechseck: ——— = 0,5 = 50%.
12 Rauten
3 Rauten

— = 0,25 = 25%.
12 Rauten 0,25 5%

(d) Prozentualer Anteil des Logos am Sechseck:

23. (a) Zeichne zunichst einen Kreis mit Radius 6 cm. Um die Eckpunkte auf der Kreislinie

zu erhalten, trégst du den Kreisradius 6-mal auf der Kreislinie ab. Beginne am oberen,
dann am unteren Eckpunkt.
Um die Quadrate zu kostruieren, zeichnetst du am besten einen THALES-Kreis, des-
sen Durchmesser irgendeine Seite des regelméfligen Sechsecks ist. Ein solcher ist schon
in der Darstellung oben gestrichelt eingezeichnet. Beachte sodann, dass die Diagonalen
in jedem Qaudrat gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Eckpunkte
der restlichen Quadrate erhéltst du z.B. durch Punkt- bzw. Achsenspiegelungen.

(b)

B

M

Dieser Ausschnitt der Gesamtfigur ist im Mafistab 1 : 2 dargestellt.

(c) Die Diagonalenldnge jedes der 6 Quadrate betragt 6 cm.

1
= AQuadrat = 5 ’ 62 Cm2 =18 Cm2
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Berechne zunichst den Flicheninhalt des regelméfligen Sechsecks. Es besteht aus 6

kongruenten gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenldnge 6 cm.
2

6
= Asechseck = 6 - Z : \/gch = 54\/§ cm? ~ 93,53 cm?.
Um den Stern zu erhalten, musst du aus diesem Sechseck 6 halbe Quadrate ausschnei-
den.
Die Fliche des Sterns erhéltst du also dadurch, dass du von seinem Flicheninhalt den

von 3 Quadraten subtrahierst:
Agtern = 54v/3cm? — 3 - 18cm? = 18(3v/3 — 4) cm? ~ 21,53 cm?.

e r =3
D It ¢ T
S Q T cm
A P B

e In jedem Quadrat stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht. Auflerdem sind
sie gleich lang, und sie halbieren sich. Also gilt PR = SQ = 3cm.

1
Flacheninhalt des Quadrates: Ag = 3 -32cm? = 4,5cm?.

Flicheninhalt des Rechtecks: Ag = 6cm - 3cm = 18 cm?.

2
Flachenanteil: @ = 4,5cm
AR 18 cm?2

= 0,25 = 25%.

o r=28:
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R C

8 cm

A P B

e Es muss gelten: SQ = zcm < 6cm, also x < 6. (Dann wird das Rechteck ABC D
selbst zum Quadrat.)

()

A -

Ao _ 052" oot — 0.4 mit 2 € R,

AR 6$

o 0’56‘9”:0,4 & z=4,38.
25. (a)
yﬂ C_Z,/
/ﬂr
Dy
g
Cy
Dy
14 4, O 1 B Ay By, ©
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(b) Die Gerade g schneidet die z-Achse im Punkt S. Wenn einer der Punkte D,, auf S
liegt, dann entartet das betreffende Trapez zum Dreieck; es ist also kein Trapez mehr.
Falls einer der Punkte D,, im III. Quadranten liegt, wird der Umlaufsinn der Trapeze
A, B,C, D, falsch.
gN{x —Achse} ={S}: = 0,bz+2=0 <& z=-4
Also gibt es nur fiir x > —4 solche Trapeze A, B, CpD,,.

(¢) Wegen C, € g gilt: Cp(zc | 0,52¢c +2) ANxc =2+ 3
= Co@+3]0,5-(x+3)+2)=(z+3]0,5z+3,5).

AnBy + D, C,
2

Alx) = (O,5x+2)+2(0,5x+3,5)  3FE

A(z) = (1,52 + 8,25) FE
(e) 1,524+ 8,25 =53,25 <« z = 30.
(f) BuCp=5-4,D, < 050+35=5-(05z+2)< z=-325

Anmerkung: Zur Veranschaulichung der Losung gibt es die Datei 09eh065.gxt.

26.
D F C
- d
M
A B

(a) Aapayc =0,5-DC-DM =0,5-6m-3m = 9m?

(b) Zeichne zunichst die beiden genannten Absténde ein. (Hier: h; und hso)
Den Flédcheninhalt von Dreiecken berechnest du gewohnlich mit dem Term
0,5 - Grundlinie - Hohe
Wihle als Grundlinie in den beiden Dreiecken AEM und BCE die Strecken [AM]
bzw. [CD]. Es gilt hier AM = 3m und BC = 6m.
WEeil die beiden Dreiecke den gleichen Flicheninhalt haben, muss zum Ausgleich die
zugehorige Hohe hy doppelt so grofl wie die Hohe hsy sein:
hi1 =4m und hy = 2m.

(c) Zeichne zunéchst den Abstand d des Punktes E zur Seite [BC| mit dem Fupunkt F'
und die Hohe h des Dreiecks ABE ein.
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Die beiden Dreiecke M CD und ECF sind zueinander &hnlich:
Die Strecke [DF] ist doppelt so lang wie die Strecke [F'C]. Das bedeutet:

FC==-DC.

Wl

Wegen der Ahnlichkeit muss dieses Verhiltnis auch fiir die beiden anderen Katheten
der Dreiecke MCD und ECF gelten:

FD =

-DM=1m = h=5m.

W =

= Auprp=0,5-6m-5m = 15m?

D 4 cm R 4 cm C
a*
S
L v (M v .
A 4 cm P 4 cm Q 4 cm B

Die beiden Dreiecke ABS und DSC sind zueinander @hnlich: Es gilt z.B.: a = o*
(Z-Winkel).

_ = — = — =
AB 12 3 AaBs

DC 8 2 ADSC_<2>2 4
S \3

Es muss gelten: RS : SM = 2 : 3. (Siehe Losung (a).)

— 4
Fiir die Trapezhohe [RM] gilt: RM = 5\/50111 =2v3cm.

Wegen des Teilverhaltnisses von 2 : 3 teilst du gedanklich [RM] in 2 + 3 = 5 gleiche
Teile. 3 Teile davon entfallen auf die Strecke [SM] und 2 Teile davon entfallen auf die
Strecke [RS]. Also:

- 2 — 3
RS:3-2\/§cm:O,8\/§ und SM:g-Q\/gcm:I,Q\/i
Apsc 0,5-8cm-0,8/2cm 4

= = = = 16%
Aagep  0,5-(1248)cm-2v2cm 25 ’
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C a B

A\

Y

e Am besten beginnst du mit dem gleichseitigen Dreieck ADG im Zentrum.

e Errichte dann die drei Quadrate iiber den Seiten dieses Dreiecks ADG.

(b) Der Punkt M ist das Zentrum des Logos und gleichzeitig der Mittelpunkt des gleich-

seitigen Dreiecks ADG.
Die Strecke [MT] stellt ein Drittel der Hohe h dieses gleichseitigen Dreiecks dar:

1
T = cav3=2>-aV3

11
3 2 6
— 1 1
Fiir die Strecke [M P] gilt: M P = i aV3 + 20 = %(\/5—1— 3).

Die Strecke [M P] stellt zwei Drittel der Hohe h* des gleichseitigen Dreiecks PQR dar:

2
o =23+3 = h=%V3+3)
3 6 4
a 2
A h 2 —\/§
Nun gilt: —4P¢ — (—) =[—2— | ~0,5359 = 53,59%
APQR h

Z(\/§+3)

Das bedeutet: Das Dreieck PQR besitzt knapp 54% des Flicheninhaltes des Dreiecks
ADG.
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F E D

B

Das Viereck BHEG ist ein achsensymmetrischer Drachen, der sich aus den beiden
Dreiecken BHG und GHE zusammensetzt.

Der THALES-Halbkreis mit dem Durchmesser [AC] und dem Radius » macht deut-
lich, dass AM = M B = 1,5acm gilt.

1 a? 9 3 5 a? 9
Aq(a) = §~a'1,5a+zx/§ cm” = | ~a +Z\/§ cm

Ai(a) = %2(\/5 +3) cm?

e Die Dreiecke AGF und GH F sind kongruent, also flichengleich. Die beiden Drei-
ecke ABG und BHG haben gleich lange Grundlinien: AG = GH.
Der Kreisradius r stellt stellt die gemeinsame Hohe auf die beiden genannten
Grundlinien dar (im Dreieck ABG liegt diese Hohe aufierhalb). Also sind beide
Dreiecke flichengleich. Damit sind auch beide Vierecke flichengleich.

e Die beiden Vierecke ABGF und BCDH sind aus Symmetriegriinden kongruent,
also flichengleich. Daher sind im Fiinfeck ABCDF drei Vierecke von der Grofle
des Vierecks BH EG und zusétzlich noch die beiden gleichseitigen Dreiecke AGF
und HCD enthalten.

Also bedeckt das Viereck BH E'F weniger als ein Drittel der Fliache des Fiinfecks

ABCDEF.
2

a 1 9 a? 9
As(a) = 5-Zx/§+§-3a-1,5a cm :Z(5x/§+9)cm

2
a 2
A —(\/§ + 3)cm

Az(a) %2 (5\/§ + 9) cm?

Das Viereck BHEG bedeckt also etwas mehr als 25% der Fiinfecksflache.
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31.

(a)
(b)

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

Klar.

Bei dem Viereck ACDF handelt es sich um ein achsensymmetrisches Trapez. Dessen
Flachenterm konntest du zwar ohne Weiteres aufstellen, aber die Summe der Fliachen-
inhalte der fiinf gleichseitigen Dreiecke ist bequemer:

a?

2
AACDF=5'Z‘\/§CH12=%-5\/§CH12

Das Dreieck ABC ist ein halbes Quadat mit der Diagonalenlinge AC' = 3a cm:

2

- (3a)? em? = az -9cm?

N —
N =

Aapc =

2
Der Faktor T taucht in beiden Flachentermen auf.

Also musst du nur noch den Rest vergleichen, namlich 5+/3 mit 9:
5v/3 < 8,67 < 9. Also ist der Fliicheninhalt des Trapezes ACDF kleiner als der des
Dreiecks ABC'. (Das Trapez ist jedoch nur um knapp 4% kleiner als das Dreieck.)

S

[y
—

—2-5

B 40)

(=)
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o ()= ()= ()

1.‘ 6 7

‘+_ -6 -1

1 4 6
2

Aapep = [5 76

‘ ] cm? = 27 cm?

(c) Z.B.: E(4 | 3) (sieche Zeichnung).
Anmerkungen:
Wenn der Punkt D seine Lage verdndert, dann bleibt der Flicheninhalt des Dreiecks
ABC konstant. Also musst du nur darauf achten, dass der Punkt D so platziert wird,
dass der Fliacheninhalt des Dreiecks AC'D unveréndert bleibt.
Egal, wo du den Punkt D hinlegst: Die Grundlinie [AC| des Dreiecks AC'D bleibt er-
halten. Damit sich der Fldcheninhalt dieses Dreiecks nicht dndert, muss also die Hohe
und damit der Abstand des Punktes D zur Grundlinie [AC] unveréndert bleiben.
Der gesuchte Punkt £ muss sich dann auf der Parallelen (siehe gestrichelte Linie) zur
Diagonalen [AC| durch den Punkt D aufhalten, weil alle Punkte auf dieser Paralle-
len den gleichen Abstand zur Grunlinie [AC] besitzen. Es gibt daher beliebig viele
Losungen.

32. Es gilt: 3,62 + 4,82 = 62 Also ist das Dreieck rechtwinklig.

1
Ap = 3 -3,6cm - 4,8cm = 8,64 cm?.

33. (a)

M
c=9cm
Es gilt also: 27cm? =0,5-9cm-h < h = 6cm.

(b) Hier gilt: 9cm +2a =24cm < a=7,5cm.
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(c¢) Fiir das z.B. z cm breite und y cm hohe Rechteck gilt dann:
x -y = 27. Es konnte also z.B. 9c¢m breit und 3cm hoch sein oder 20 cm breit und
1,35 cm hoch sein oder ...

34. (a) e Figur I: 7 ~V/32 + 12 = V10 =~ 3,162 227766 . . .

e Taschenrechner: m & 3,141592654. ..

3,162227766 — 3,141 592 654
3,141 592 654

(b) e ABAC: AC=VIZ+12=.2

AADC: DE=AD=+22+12=13
Also ™~ V2 + /3 ~ 3,146 26437 . . ..

~ 0,0066 = 0,66%

e Beim Naherungswert fiir 7 in der Figur 1 stimmt die erste Kommastelle und in
der Figur 2 stimmen die erste und die zweite Kommastelle.

e ARCHIMEDES: % =3,142857143. ..

Taschenrechner: m = 3,141592654 . ..
Figur 2: v/2 4+ /3 = 3,14626437. ...

(¢) o113 =2-6378,388km 3,146 ~ 40132,871 km
e [ =2-6378,388km - 3,142 ~ 40081, 790 km
o Al ~ 51km.

e Dieser Unterschied ist praktisch bedeutungslos, weil der Erddquator nur néhe-
rungsweise eine Kreisline darstellt.
AufBerhalb der Meeresoberfliche fiihrt die Auatorline z.B. in Ecuador in Siida-
merika iiber die Andenkette hinweg oder in Kenia in Afrika dicht an dem iiber
5000 m Mount Kenia vorbei.
Auch die Ozeane bilden keine einheitliche Oberfliche. Der Meeresspiegel variiert
global in seiner Héhe bis zu 200 m.

35. falsch, falsch, richtig, richtig
36. (a)

P 4 cm 4 cm

Q
:
Rahmenbreite: x cm E
30° | /4] I B ES

—— 7.5 cm —

b
|
05 «
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Die Seiten der beiden gleichseitigen Dreiecke sind in deiner Zeichnung 15 c¢m bzw. 8 cm
lang. Alle drei Teilstiicke des Rahmens sind kongruente gleichschenklige Trapeze.

1.

ol o

Zeichne zunéchst [AB].

Trage am Punkt A den 30°-Winkel an.

Weiter muss gelten: AF = 7,5c¢cm — 4cm = 3,5cm. Zeichne den Punkt F.
Errichte im Punkt F die Senkrechte zu [AB].

Dort, wo sich diese Senkrechte mit dem freien Schenkel des 30°-Winkels
schneidet, liegt der Punkt P. Der Punkt @ liegt symmetrisch zum Punkt P.
Jedes deiner gezeichneten Trapeze miisste etwa 2 cm hoch sein.

(b) Fldcheninhalt des Holzrahmens betrigt:

4 4

1502 802
ARahmen - < . \/_ _ \/§> sz

Der Flicheninhalt eines Teilstiickes betragt dann

1502 802 4025+/3
ATvapez = [<— VAR \/§> : 3} cm? = V3 ~ 2323, 83 cm?

4 4 3

Nach der Flachenformel fiir Trapeze gilt dann fiir die Rahmenbreite zcm (= Tra-
pezhohe, siehe Zeichnung):

150 + 80

> -x~2323,83 = z~20,21.

Meister Sagebricht fertigt also einen Rahmen mit einer Breite von 20,2 cm an. Holz
kann er nicht auf hundertstel Millimeter genau bearbeiten, daher fillt in der Praxis
die ,, 1 an der zweiten Kommastelle weg.

37.

51 62

5 ¢
ek

A

(a) Siehe oben.
(b) Siehe oben.
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(C) o Esgilt: 01 =0 =603=30° = <ACE =90°.
Wegen a = 60° folgt 5 = 30° = J3.
= BFE = BC = BA = a. Also sind die Punkte 4, C und F vom Punkt B
gleichweit entfernt. Also liegen sie auf eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt B.
Diese Kreislinie ist der THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AB].

e Wegen ¢ = 60° und & = 30° folgt ¢ = 90°.
Also halbiert der Punkt S die Basis des gleichseitigen Dreiecks DFEC'. Also ist die

Halbgerade [C'B die Symmetrieachse des Vierecks DBFC. Also ist das Viereck
DBFC ein achsensymmetrischer Drachen.

e Ohne Rechnung:
Der halbe Drachen D BC bildet die Hilfte des Dreiecks DBC'. Also ist der ganze
Drachen genauso grofl wie das Dreieck ABC.
Mit Rechnung:

1 —
ADBFC:§'DF' B
- 1 _
F=D :5-\/§-aundD =a
11 a’
= ADBFC—5‘5‘\/5‘(1‘@:1‘\/§ZAAABC-

38. (a) Vom grofien Wiirfel sind zwei Seitenflichen voll sichtbar: A; = 21,22 m?.
Von der vorderen Seitenfliche sind Ay = (1,22 — 22) m? zu sehen.
Vom kleinen Wiirfel sind vier Seitenflichen sichtbar: As = 4 - 22 m?.
Es muss gelten: A1 + Ay = Ags:

2:1,224+ (1,22 —2?)=4-22 & 3-1,22=5-22

3 V5
& m:1,2-\/j-—:0,24-\/15.
5 V6

3
Vitein (0,24 - V/15)
b = ~ 0,4648 = 46, 418%
(b) Vgros 1,23 !

39.
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E | D

S

S(] RO

A 0 Pr Q1 Qo B

(a) z€]0;6[Rr

(b) In diesem Fall geht es auch ohne Vierstreckensatz:
Die beiden rechtwinkligen Dreiecke AP, S,, und @), BR, lassen sich zu einem gleich-
seitigen Dreieck mit der Seitenlidnge y = 2- (3 — §) cm = (6 — x) cm zusammenfiigen.

Dann gilt:

ApP,QnRnS, = AaaBc —2-Aaap,s, — AAS,R.C
62 (6 —x)? x? 9
= |[7V3- T Vg VRem
3
= \/T—(?)G — 36 + 122 — 22 — %) cm?
3
Alz) = \/T— (—22% + 122) cm®

V3 9
A(m) _ T . (—2.%' + 121‘) )
Ap ABC V3 ‘ 18

()

(d) Es gilt: 1—18(—1'2 +6x)=32%=0,32 < —2?+62—-57=0
= x1=1,2und 29 =4,8
(e) e Siehe Zeichnung oben: Zeichne zunichst ein Probequadrat, z.B. das Quadrat
ABDE.
Weil alle Quadrate und damit alle halben Quadrate zueinander &hnlich sind, muss
z.B. der gesuchte Punkt Sy der Schnittpunkt der Strecken [AC] und [EO] sein.
Die Lage der restlichen gesuchten Punkte ist dann klar.

e Die Dreiecke ABC und S, R,C sind zueinander dhnlich. Also gilt:

AB _CO 6 3v3 18v/3

S = 2V? o p=—"Y2 _19/3-18.
S. R, CF T 33—z 6+ 3v3
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Andererseits gilt nach (b): A(x) = %(—aﬂ + 6x) cm?.

A(z) = —¥ .

9
(x —3)% + Z\/g cm?.

Einerseits betrégt die Seitenlédnge des Quadrates PyQoRoSo

(12v/3 — 18) cm =~ 2,78 cm.

Andererseits betréigt die Seitenléinge des maximalen Rechtecks 3 cm.
Also ist das maximale Rechteck kein Quadrat.

40. (a)

6—2x
» As

'Al
» A4y

(b) € [0;6]r
(¢) Wir rechnen nur mit Maflzahlen:
AApPA.B, = ApQrs — AapPga, — AA A.RB, — AAPB,S
— 48-0,5-8-2-05-8—2) (6—2)—0,5-6-x
= 48 — 4z — 24+ 4z + 3z — 0.52% — 3z
Alz) = (24— 0,52%) cm?

(d) 24 —0,52%2 =0,3464-48 = 1 =3,84
(e) Wir rechnen nur mit Maflzahlen:
PA,2 = AB, +PB,
82 +a2? = (6—2)*+(8—1x)*+6°+2?
64422 = 36— 12z + 2>+ 64 — 16z + x> + 36 + 22

= 22—-142+36=0 D =52 /D = 2V13. Es scheint sogar zwei Dreiecke zu
geben. Aber:
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

21 =T+ VI3~ 10,61 ¢ [0: 6] 2=7—I3~3,39 € [0; 6]
= L ={7—/13}, siche ,rotes* Dreieck.

(f) Wir rechnen nur mit Mafizahlen:

2+22 = (6—x2)%+ (8 —1)
64 + 2 36 — 12z + 22 + 64 — 16z + 22
= 22-2824+36=0 D =640 VD = 8v/10. Wieder scheint es zwei Dreiecke
zu geben.
Ty =14 —+/10~ 1,35 € [0; 6]

21 = 14 + 4v/10 ~ 26,65 ¢ [0; 6]
= L = {14 — v/10}, siehe ,blaues“ Dreieck.

7 o oA r  C
1
|
|
| @
8 — 2z |
1
)
———I ——————————— » 4
Pll ——————————————————— :I
,I
I
]
I
I
!
1
2x : S
|
|
|
1
|
1
I
|
A 2.I‘ él 8—23; B
& w4

(b) Es muss gelten: 2z < 8

(¢) e Es muss gelten: Q2B = C'Ss
e Alle Trapeze P,Q, RS, besitzen die Gerade AC als Symmetrieachse. Sie schlief3t

= 8—-2r=z <& x=206.

mit den Quadratseiten jeweils einen 45°-Winkel ein.
Wenn [S2Q3] an AC gespiegelt wird, dann erhéltst du die Diagonale [P, Rs], die

dann parallel zu [AB] bzw. [CD] liegt.
Also gﬂt: [P2R2] 1 [S2Q2]
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

AP.QuRnS, = AapcD —2-AAP,5.D — AAAQ.P. — AACS, R,
Alz) = [8:8-2-0,5-(8—22)(8—2)—0,5-(22)* — 0,5 2*] cm?
= [64—64+ 8z + 16z — 22> — 0,52% — 22%] cm®
A(x) = (—4,52% + 242) cm?

() ea=-45 b=24 c=0:

24 —
rs = —m == g = 2,6 Siehe Lésung (C)
242
o ys=0— 1 (=15 = 32; das ist aber die Hélfte (= 50%) der Quadratfléiche.

(f) 1. Moglichkeit:
Die maximale Trapezfliiche betriigt 32 cm?. Dann gibt es kein Trapez, das noch grier,
némlich 41,07 cm? ist.
2. Moglichkeit:
—4,52% + 242 =41,07 < —4,52% 424z —41,07=0
Diskriminante D = 242 — 4. (—4,5) - (—41,07) = —163,26 < 0 (1)
Also gibt es keine reelle Losung und damit kein Trapez mit einem solchen Fliachenin-
halt.

(a) Klar.

(b) Das Dreieck APD ist ein halbes Quadrat. = ¢ =45°.
Die drei Winkel mit dem Scheitel P ergeben einen gestreckten Winkel:
w+90° 4+ =180° = P =45°.

(c) Wir rechnen im Folgenden ab und zu nur mit Mafizahlen.

— P __ 3 .
PB—8-5-3cm 3-L%_ PQ:ﬁzl,S-ﬁcm:SR:DS.

V2
PD=5-v/2cm = PS=5V2-1,5V/2=3,5v/2cm.
Apgrs = PQ - RS =1,5v2-3,5v/2 = 10,5cm?.
Aapep = 40cm? .

A 10, 5cm?
PQRS _ L0 ) 9695 = 26,25% .

AABCD B 40 cm2
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

D R C
S
G o
\, @
A ™ P B
[
E

e Klar.

e Die Strecke [AF] stellt die Hohe des gleichseitigen Dreiecks EF'G mit einer Sei-
tenléinge von 6 cm dar. Also gilt:
ﬁ:?)\/gcm = azQ-ﬁzG\/gcm.
PB=6V/3-6=6-(v3—1)cm.

g PE_6-(3-1) V2
PR=r5="0n ¥

PS=6v2-3-(v/6—v2) =(9v2—3V6)cm.
Apgrs =3 (V6 —v2) - (9v2 — 3V6) = (72v/3 — 108) cm? .

=3-(v/6-Vv2)ecm = DS.

Aapep = 6-6v3 = 36v/3cm?.

A 2v3 -1 2
pors _ (72v3 — 108)cm —2 /3~ 0,26795 ~ 26,80% .

Aapep  36y/3cm?
. . Apgrs _3-(a=b)-(3b—a) 1 (b a
(e) Es gilt allgemein: Aincn o =3 3a 44 )

b A 1
Setzen wir — = k, so ergibt sich weiter: —L 22 — __. <3k3 -4+ —> =T(k).
a Aapcp 2
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

. 1/
= % (% 2¢7+%>+2—v§
= % (%—2\/_4—31@ 4+2f>
i 1 (1
k) = -5 k+%¢4> T(k)
L) V3R
'(Q?_ %> =0 < ;F 3k=0
s 1=k/3 o k:;%:_
T@mm$:T<é%>:2—¢§zaﬂm%z2&%%.
oEsgiltg:% & a=bV3

In der Aufgabe (d) hattest du mit b = 6 cm konstruiert. Fiir die Hohe im gleich-
seitigen Dreieck EFG der Konstruktion (d) ergibt sich dann AF = 3v/3 cm. Weil
der Punkt F gleichzeitig Mittelpunkt des Halbkreises ist, gilt a = 2 - 3v/3cm =
6+/3 cm. Also ergibt sich:

b 6 cm
k=- =———— = —, wie in der Losung (e) schon errechnet.
a  6v3cm V3 g (©)
43. (a) Klar.
(b) T e ]Oa 5[]R

(¢) Wir rechnen mit der Formel: Ap,ejeck = 5- Grundlinie - Hohe: In den Dreiecken

AP,Q, bzw AQ,S, gilt:

[N

1 1

A — .z (b— — b — - 13.1

APQn = 5 sz (b—x) be Qm (13.1)
1 1 1

A —Z.z-(a— = —az — -2 13.2

AQuSy = 5 cx-(a—x) an Qm (13.2)
1

M+ @ Aargus, =s(a+8) -z —a° (13.3)

Die Gleichung (3) ist die geforderte.
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

1
Alr) = —a2*+ 5(@—1— b) -z
= e —tasn) o+ t@en?- Lo
2 4 4
1 2
= — [(m - Z(a—i— b)) — ~(a+b)?
1 21
Alz) = - <:U — Z(a + b)) + Z(a +b)?
1 . _ (a+0b)?
T = Z(a + b) liefert Apqr = T
(e)
mi mo
Ao D A /1S C
ﬂ
Qo Py

A - B

Hier gilt AgC = a +b.
S b
Der Punkt Tj halbiert die Strecke [AgC]: ToC = a—2{—
— b

Der Punkt Sy halbiert die Strecke [ToC]: SoC = ai_ =z

(a) Gleicher Umfang: 5a =3z < = 3%

2
(b) ATrapez =3 GZ\/g =

(o)

3
ZGQ\/g.

x? 25 ,
AAPQRZZ\@: 1 \/gz%a V3.
25
ATrapez 27

3 — -
ZGQ\/§ 36 3 108
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

(C) AAPQR = 100% .
Nach Losung (b) gilt Amapez = 108% .
Dann ist also der Flidcheninhalt des Trapezes ABC'D um 8% grofier als der des Drei-
ecks PQR.

(a) uppc =a+s+s=2s+a uapcp = 4a
2s+a=4a & s=1,5a.

D a

A a B

Die beiden Kreisbégen mit dem Radius r = 1,5-3cm = 4,5 c¢cm und den Mittelpunkten
B bzw. C schneiden sich im Punkt FE.

2
() ABEM: h%=s?— (g) = (1,5a) — (0.5a)% = 2.25a® — 0.25a = 242
= h=aV/2

1 a?
Aapec = 2% av2 = ?\/5 und  Aapcep = a*.

2

a
AaBEC _ 7\/5 V2
2

~0,7071 = 70,71%

AaBcp a?

(d) h2:32—%2 = h= 32—%2.
AABEC = Aapcp - g 82—%2:a2 = 352—%2:a ?
= 32—%2:4(12 & 32:1(1&24—%2

- s:g 17~ 2,06 -a .

211



(b)

(d)

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

DHmcmHI_% C
* |
|
| |
[
| I
VA o
K e —E\l
NG|
——_—---------- ° ]
S '\ Q
F G
A p B
a cm

Das Viereck SMRD ist ein Quadrat, dessen Diagonalen [DM] und [SR] folgende
Eigenschaften besitzen:

o [SR] L [DM]. Wegen E € [DM] folgt [SR] L [DE].

e DM ist sowohl die Symmetrieachse des Quadrates SM RD als auch die des Vier-
ecks SERD.

Also ist das Viereck SERD ein achsensymmetrischer Drachen.

ASERD: 'SR'W. (*)

DN |

[SR] ist eine Diagonale des Quadrates SM RD mit der Seitenlinge 3cm: = SR =

3v2cm .

[DE] ist eine Diagonale des Quadrates mit der Seitenlinge KD = x c¢cm und der Dia-
gonale [DE]: = DFE =zv2cm.
Mit (*) folgt dann:

1
Asgrp = 3 3v2 - zv2cem? = 3z cm?.
Astern = Aacp — 4 - Asgrp = 36cm? — 4 - 3z cm? = (36 — 122) cm?.

e A(3)=(36—12-3)cm? = 0cm?.
Fiir x = 3 deckt sich das Drachenviereck SERD mit dem Quadrat SM RD. Das
geschieht auf die gleiche Weise mit den drei restlichen Drachenvierecken. Dann
sieht die Figur so aus:
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

D R C
s Q
A P B

D.h. der Stern entartet zu zwei gekreuzten Strecken [PR] und [SQ)], deren Flichen-
inhalt 0 ist.
e A(1,5) = (36 —12-1,5)cm? = 18 cm?.

Fiir x = 1,5 kommt der Punkt F auf den Diagonalenschnittpunkt Z des Drachen-
vierecks SERD zu liegen; d.h. das Drachenviereck entartet zum gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreieck SRD. Damit wird der Stern zu einem einbeschriebenen
Quadrat dessen Eckpunkte jeweils auf einem Mittelpunkt der Seiten des Quadra-
tes ABCD fallen. Dann sieht die Figur so aus:

D ]_3 C
X » ()
A P B

Anhand der gestrichelten Diagonalen des zum Quadrat PQ RS entarteten Sterns
erkennst du, dass dieses Quadrat halb so grof§ wie das duflere Quadrat ABCD
ausféllt, was auch die obige Rechnung bestétigt.

(e) 36 —-120=3,6 < 32,4=12z & 2x=2,T.

47. (a)
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

T cm

Al

(b) a=45°.

()

Es gilt z.B.: MD’ L M A’. Die Diagonale [AC| halbiert diesen rechten Winkel.
e Aus Symmetriegriinden sind die vier Dreiecke, die iiber das Quadrat ABCD

hinausragen und die vier Dreiecke, die iiber das gedrehte Quadrat A’B’'C’'D’
hinausragen, alle kongruent. Also sind alle Seiten des fraglichen Achtecks geich
lang.

Die Diagonalen der Quadrate ABC'D und A’B’C’'D’ schliefien paarweise einen
45°-Winkel ein. Also haben alle Innenwinkel des Achtecks das Maf3 180° — 45° =
135°. Also ist das Achteck PQRSTUVW regelméfig.

Subtrahierst du vom gedrehten Quadrat A’B’C’D’ die Flichen der vier Dreiecke,
die iiber das Quadrat ABC D hinausragen, dann erhéltst du den Fliacheninhalt
des Achtecks PQRSTUVW .

Betrachte z.B. das Dreieck UT'C’. Aus Symmetriegriinden muss es gleichschenklig-
rechtwinklig sein. Also gilt: XT = XC’ = zcm. .

Das Dreieck MCXC" ist gleichschenklig: MC = MC’ = 4cm’

Damit gilt einerseits: MX = (4 — x)cm. (*)

Das Viereck MY CX ist ein Quadrat, dessen Diagonale 4 cm lang ist. Damit gilt

andererseits: M X = —cm.

V2

Mit (*) ergibt sich:

P I x:4—i:4-<1—i>:4-ﬂ_1.

V2 V2 V2 V2

Das Dreieck UTC" ist genauso grofl wie ein Quadrat mit der Seitenléinge zcm .
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(b)

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

V2

Ayrer =8+ (3 —2v/2) em?.

2
2-1 2—-2v2+1
Ayrer = 22 em? = <4\/— ) cm? = 16 - ¢ 2,

Wegen Apqrstuvw = Aarporp — 4 - Ayrer folgt:
1
ApQrsTuvw = 3 82cm? —4-8- (3 —2v2) cm?

ApgrsTuvw =32 [1 — (3 —2v/2)]em? = 32 - [2v/2 — 2] em?
ApgrsTuvw =64+ (V2 — 1) cm? ~ 26,51 cm?.

62
Fldcheninhalt Aa des Dreiecks ABC: Ax = e V3em? = 9v3cem?.

Jedes Quadrat darf sich auch ,,Drachenviereck” nennen. Am einfachsten kommst du
mit der Flachenformel fiir das Drachenviereck zum Ziel:

1 —» 1 (6 2
Hier: Aypcg = 3 M6’2 =5 (5 . \/§> cm? = 13,5cm2.
13,5cm?

9v3
100% — 86,60% = 13,40% . Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' ist etwa um 13, 40%
groBer als der des Quadrates M PCQ) .

Das Viereck MSCR ist ein achsensymmetrisches Drachenviereck.
Begriindung:

em? ~ 0, 8660 = 86, 60%

e Seine Diagonalen stehen (wie auch die des Quadrates M PC(Q) aufeinander senk-
recht.
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

e Die Gerade M (' ist die Sysmmetrieachse des Drachenvierecks.

S 1 6
(d) u:4-MP:4-MF\/§:4-§-5\/5-\/§cm:6\/écm.

49.
D G C
H o
y
Q
A E B
e Es gilt: AB=281,6cm :4 =20,4cm und PQ = 34cm :4 =8, 5cm.
Dann folgt: QF = PE = (20,4cm — 8,5c¢m) : 2 =5,95cm .
Weiter folgt: PF = 8,5c¢cm + 5,95cm = 14,45cm .
AEFP: EF’ = Agpay = PF° + PE° = (14,45 cm)? + (5,95 cm)?
=  Agprag = 244,205cm? .
e 1. Moglichkeit: Aprgr = Aapop — 4 AAEBF
Aprar = (20,4cm)? —4-0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244,205 cm? .
2. Moglichkeit: Agprag = APQRS +4-AAEFP
Aprar = (8,5cm)? +4-0,5 - 14,45cm - 5,95 cm = 244, 205cm? .
Mit Hilfe der Berechnung des Flicheninhalts rechtwinkliger Dreiecke .
50. (a)
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(b)

()

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

D _ R C
} (G |
* - ——————- - | .
K l
S ¢ Y2\ ‘Zy ,,,,,,, y
VL
A 2cm P B

Das Dreieck SRD ist gleichschenklig-rechtwinklig. = 1 =45°.
Dann gilt auch 9o = 45° (Z-Winkel) .

Das Dreieck PBQ ist gleichschenklig-rechtwinklig. = @ =45°.
Also folgt: [PQ]|| [SR] .

Das Viereck PQRS ist ein (achsensymmetrisches) Trapez..

[
ﬁjtP_Q._

Fiir die Trapezfliche A gilt: Apgrs = 5 KL.

Die Strecke [SR] ist die Diagonale eines Quadrates mit der Seitenléinge 4cm .
Also folgt: SR = 4v/2cm.

[DK], [NB] und [PQ)] sind jeweils Diagonalen eines Quadrates mit der Sei-
tenlénge 2cm.

Also folgt: DK = NB = PQ = 2v/2cm und LB = v/2cm.

Im Quadrat ABCD gilt: DB = 6v/2cm.

Damit gilt: KL=6v2cm—2v2cm — v2cm = 3v2cm.

-3\/§cm: 18 cm?.

43 em + 212
Und damit gilt: Apgrs = \fcm; v2em

e Das Trapez PQRS ist von vier rechtwinkligen Dreiecken eingeschlossen. Zwei von
ihnen sind kongruent.
ApQrs = Aapcp — 2 - Aaaps — AasrpD — AAPBQ -

1 1 1
APQRS:360m2—2-§-2-4cm2—5-4-4cm2—§-2-20m2:18cm2.
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

D C

Sa

S ¥?

A B
Das Viereck S1BS55D ist ein achsensymmetrischer Drachen.

(b) Im Quadrat ABCD halbiert die Diagonale [AC] den rechten Winkel DCB. Also gilt:
¥ = 45° .
Das Dreieck S;BC ist gleichschenklig. = ¢ = (180° —45°) : 2 = 67,5°.
= %:leD: 2802135():%:D52B
= 6 = %:SlDSQ = %:52351:(3600—4'67,50)22:450.

(c) Abrachen = % -BD - 5,5;.
BD =6-v2cm (~8,49cm).
Wegen S1C = 6cm folgt AS] = CSy = (6-+/2 —6)cm (~ 2,49cm).
Dann ist 5152 = [6-v2—2-(6-v2—6)] cm = (12— 6v2) cm (=~ 3,51 cm).
ADrachen = % ' [6\/5- <12 — 6\/5)] cm?.
Abrachen = (36v/2 — 36) cm?(~ 14,91 cm?).

Abrachen (3612 — 36) cm?
Drachen _ (36v/2 Q)Cm =2 - 1~0,4142 = 41,42% .
AQuadrat 36 cm

52.
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(b)

()

13. Flacheninhalt ebener Vielecke

Es gilt a = 8 = 45°. Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck APQ gilt aber auch
a = p = 45°. Also stimmen die beiden Dreiecke ABC und AP(Q paarweise in ihren
Innenwinkelmaflen iiberein. Damit sind sie zueinander #hnlich.

Weil die beiden Dreiecke ABC und APQ zueinander #hnlich sind, gilt fiir den Ahn-
lichkeitsfaktor k z.B.:
AP
]C _ =
BC
Das Dreieck M BC ist ein halbes Quadrat mit der Daigonalenlinge BC = 3v/2cm.

AP —BA-BP=BA-BC = (6 3v2)cm.

— 2
Damit folgt k = m .
6 cm
2
A —3v2
Und Aaare _ o |(6-3v2)em —3-2V/2~0,1716 = 17,16% .
A ABC (3v/2) cm
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D R o
45° 7
®
()
45°
45°
S
45°
A P B

Die beiden Dreiecke PB(Q und SRD sind gleichschenklig-rechtwinklig. Also haben
ihre spitzen Innenwinkel das Maf} 45° .

Weiter gilt: CQ = BC — BQ = DC — DR = CR. Also ist auch das Dreieck RQC
gleichschenklig-rechtwinklig. Dann gilt ¢ = 45°.

Am Punkt @ gilt somit: 45° + ¢ +45° = 180° = ¢ =90°..

Aus Symmetriegriinden sind dann auch die drei restlichen Innenwinkel des Vierecks
PQRS rechte Winkel. Also handelt es sich hierbei um ein Rechteck.

Eine mogliche Strategie: Apgrs = Aapcp — 2 (Aa PBQ + A RQC)
L z 9 2

AAPBQ:§- <3\/§) cm” =9cm”.
1 2 9 5

AA RQe = 5 <6 - 3\/5) cm” = (27 — 18\/5) cm” .

Apors = 36cm? — 2 - [9cm? + (27 — 18v/2) em?] = (36v/2 — 36) cm? .

Apgrs _ (36v/2—36)cm?  (36(v/2 —1)cm?

AiBcD 36 cm? N 36 cm?

= V2 —1~0,4142 = 41,42%
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

X
P11

T cm

A 6 cm B

(b) Fiir x = 0 ergibt sich das maximale Dreieck. Fiir z = 6 entartet das betreffende
Dreieck zur Doppelstrecke [BC].
Also gibt es Dreiecke fiir z € [0; 6]

(c) Eine mogliche Strategie: Berechne jeweils den Flidcheninhalt der Dreiecke ABP,, und
P,MC in Abhingigkeit von x. Subtrahiere die beiden Flicheninhalte dann vom
Flidcheninhalt des Dreiecks ABC'.

1
AA ABC = 5-60m-60m: 18cm?.

2

AaaBp, = = -6cm - xcm = 3z cm”.

"B,C-F,M =

1
2
1
AAap,vc = 3

(6 —z)em-3cm = (9 —1,5z) cm? .

DO | —

A(z) = [18 =3z — (9 — 1,5z)] cm? = (9 — 1,52) cm® = A p, piC -

Kommentar: Die Flicheninhalte der Dreiecke BC'P,, werden sténdig durch deren Sei-
tenhalbierende [P, M| halbiert .
(d) 9-1,52=6,6 < x=1,6.
(e) Es muss gelten: CP, = CM .
CP,=(6—x)cm.
Das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck ABC' ist ein halbes Quadrat mit der Dia-
gonalenlinge BC' = 6y/2cm = CM =3v2cm.
Damit muss gelten: 6 — x = 3WV2 & x=6-3/2~ 1,76.
(f) 20% =0,2.
(9—-1,5z)cm? =0.2-18cm? & 9-1,50=3,6 < x=3,6.

55. (a)
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

C

A E

e AABC: 3 =180° — 58° — 62° = 60°.
A EBC: e =180° — 31° — 60° = 89°.

e AABD: § =180° —29° — 60° = 91° # 89°.
Also ist das Viereck EBDF kein achsensymmetrischer Drachen.

e Im Viereck EBDF gilt: e +6 =180° = ¢+ [ = 180°. Also ist das Viereck
EBDF ein Sehnenviereck; d.h. es besitzt einen Umkreis.

56. ()

A

(b) Esgilt: ATSC ~ ADBC. o o
Weil z.B. TC = % - DC gilt, folgt dann T'S = % -DB = % -6cm =2cm.
Andererseits gilt z.B.:
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

BC=3-v2cm = ﬁ:%-B—C:\/ﬁcm<20m.

Also ist das Achteck nicht regelméfig.

Den Flicheninhalt des Achtecks PQRSTUVW kannst du am einfachsten dadurch
berechnen, dass du vom Flécheninhalt des Quadrates ABC D die Flicheninhalte der

vier kongruenten weilen Dreiecke an seinen Eckpunkten subtrahierst. Den Flichen-
inhalt A jedes dieser Dreiecke berechnest du am besten mit der Formel A = % -g-h.

ApQrsTUuvw = % . (60m)2 —4-%-20m-1cm: 18cm? — 4cm? = 14 cm?

ApgrsTuvw _ 14cm?
A ABC 18 cm?

= 0,7~ 77,78%.

Die Mittelpunktswinkel aller Teildreiecke dieses regelméfligen Achtecks haben alle das
gleiche Maf} p = 360° : 8 = 22,5°. Aus Symmetriegriinden gilt dann ¢ = 22,5° : 2 =
11,25°.

Damit entsteht die Figur so, wie sie in der Angabe dargestellt ist.

Das Dreieck M BC ist gleichschenklig-rechtwinklig, also ein halbes Quadrat. = BC =
3v/2cm .
Das Dreieck QBR ist gleichschenklig-rechtwinklig, also ein halbes Quadrat. Es sei

RQ=zcm. = RB:%cm:SC.

= B—C:3\/§cm:(2-%—|—x)cm ‘ﬁ

cm
_ _ 6 2=
& 6=2r+1V2 < T=5m oo

z=3(2-2). (*)
Dann ist ug = 24(2 — v/2) cm ~ 14,06 cm .

S

S

Berechne zunéchst den Fldcheninhalt eines Teildreiecks z.B. A MQR:
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

1 — S N
AA MOR = iRQMF mit MFF = MB — FB, wobei MB = 3cm gilt.

WEeil das Dreieck QB R gleichschenklig-rechtwinklig ist, gilt:

- 1 — 1 S— 1
FB=--RQ=--zcm = MF=(3-=-z)cm .
2 2 2
= A _1 F—1 (3 ) cm?

AMQR_Q X CIn —2 X 5 Z)cme .

Mit (*) aus der Losung b) erhalten wir:

AAMmg::%-a2—¢®-k—%-342—¢®]m&

- 3<2—ﬁ>,l3_3_2—ﬁ] a2 873V2 3V2

2 2 2 2
9 2
Aamer = 5~ (V2 —1)cm
9
Apgrstuvw = 8- AAMQr=18" 3 (V2—-1)em? =36 - (V2 — 1) cm?
Aarpcp = 3 -6cm - 6cm = 18 cm?
A 36 - (v/2 — 1) cm?
LZPQRSTUVW - _ (v2 2)cm =2.(vV2—1)~0,8284 = 82,84%
Aapcp 18 cm
58. (a)
C
q
H
K
F
A M B

(b) Die beiden Dreiecke M BH und K HC sind kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke. Zusammen sind sie so grofl wie das Quadrat AMHK .
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

Das bedeutet, dass das der Fliacheninhalt des Dreiecks M BH ein Viertel des Flédchen-
inhalts des Dreeicks ABC betrigt. Das Dreieck M BF ist halb so grofl wie das Dreieck
MBH .

1
Also gilt: Ax pBr = 3 “AA ABC -

Die Dreiecke AMC' und M BC haben den gleichen Flicheninhalt, weil ihre Grundli-
nien und Hohen jeweils gleich lang sind. Damit sind sie jeweils halb so grof§ wie das
Dreieck ABC'.

1 1

3
= AamFc = 3 - AA ABC — 3 AA ABC = 3 AA apc = 0,375 - Aa aBc -

Der Flichenanteil betrigt somit 37,5% .

Nimm an, dass die Halbgerade [CM den Winkel AC' B halbiert.

Der Punkt M wiirde dann ebenfalls auf der Winkelhalbierenden liegen. Dann miisste
sein Abstand zum Schenkel [C A der gleiche sein wie zum Schenkel [CB. Es miisste
also gelten AF = AM .

Im rechtwinkligen Dreieck M BF ist [M B] die Hypotenuse; d.h.

MF < MB =AM .

Also wird wird der Winkel AC'B nicht von der Halbgeraden [C'M halbiert.

59. (a)

(b) Die gestrichelten Hilfslinien in der Eingangsfigur machen dir klar, dass

Apxpem, = 1+ Aamcp gilt.
Aus Symmetriegriinden folgt dann: Aa poa, = % - AABCD .

Die Strecke [AM,] stellt im Dreieck AC'D eine Seitenhalbierende dar.
Also gilt: Aa acn. = % AN ACM, -
Dann ist Ax acnm, = % ~AaBcp -

Wegen Aa aenm, = Aa acm. — Aa gou, folgt dann:
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

ApapM. =% - AaBep — 15 - AaBep = 15 - AaBep -
Die beiden Dreiecke AM,E und AEM, besitzen die gleiche Grundlinie [AE] .
Wegen F'M, = EM, sind ihre Hohen gleich lang. Folglich gilt:

3
Apram,E = Aa aem, = 75 - AaBep -

Damit ist Aapy,Env, =2 - % -AaBcp = % - AABcD -

A 3
Mzgzo,m:?ﬂﬁ%-

AaBcp

(b) Den Flidcheninhalt A des Dreiecks AM,G kannst du mit

1 -
AAAMQG=§-MGG-FA. (*)
berechnen.
Nun ist M,G = M,F + FG . (**)
. e = L — 1T —
Es gilt offensichtlich FFA = 3 AM = 1 -AC.
. 1 1 ——
Analog gilt M, F = 3 BM = 1 BD.

Weiter machen dir die gestrichelten Hilfslinien anhand der Ahnlichkeitssiitze Folgen-
des klar:

AF == -AC und AF = = - AE

=
Wl =
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13. Flacheninhalt ebener Vielecke

o= 1 1 1 1 — _

DaDHgIItFG—gEMC—gMaF—gZBD—E BD
. . . 1 1 — 1 —
Mit (**) ergibt sich dann MaG:Z'BD‘FE'BD:g'BD-
Mit (*) ergibt sich schlielich

1 1 — 1 — 1 1 — —
A ——.-.BD---AC=—.-.BD-4C.
AAMG =53 1A= 133 ¢

1

Mit Augcp = 5 -BD - AC folgt:

—.=-.BD-AC
A 1 _ _
AMM“G =122 = 15 = 0,083 = 8,3%.
ABCD §BDAC
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14. Abbildung durch zentrische
Streckung

1. Es gibt mehrere Moglichkeiten: z.B. iiber Steigungsdreiecke, Vektoren, Geradengleichungen.
Antwort: Nein, aber ziemlich knapp.

2. Z.B. iiber Steigungsdreiecke oder die Linge von Strecken.
Antwort: Um 50%.

3. E*(2,6/3,1).

(a) ALGD ~AHKL ~ AKBF ~ AEBL ~ADAB ~ ADBC

(b) Es sei AD = z cm.
Weil alle Rechtecke im Inneren flichengleich sind, muss DG = BF = FC = 0,5z cm
gelten.
Dann ist EB = (6 — 0,5z)cm = AD = z cm.
= 6=1,5z AD = 4cm; d.h. alle inneren Rechtecke sind sogar kongruent.
Nun kannst du die Figur zeichnen.

D 2 G 4 C
L 2
K
4 H F
2
A 2 E 4 B
ADLG ~ ADBC:" o

GL 4 4

= _2 o GL=-

2 6 3
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

_ 4 9 _
HL=2--===0,5-GL
33

Aus (a): AHKL ~ ALGD mit dem Ahnlichkeitsfaktor k = 0, 5.
= A(HKL)=0,5- A(LGD) = 0,252 3 cm? = 2 cm?
AHKL) 2 2 1

=Z:2d=1=_
A(ABCD) ~ 3 48 24

A E QFT B

Wenn y zunimmt (abnimmt), dann wird = gréfer (kleiner).
(c) 1. Mbglichkeit (mit der Hilfslinie GT) :

Wegen EB = 4cm folgt ET = (4 — x) cm.

APSG ~ AETG: .
PS GT y 6
PG ET 3—x2 4-—=x

Damit ergibt sich der gewiinschte Ausdruck.

2. Moglichkeit (ohne die Hilfslinie GT) :

Es gilt: QS = (6 — y)cm und APSG ~ AETG:

= y=0B-2)6—y)=18—-3y—6xr+zy < y(r—4)=06x— 18, woraus die
obige Beziehung folgt.

(d) 1. Méglichkeit (elegant):
Es gilt AEFS ~ AHSG. Wenn das Dreieck HSG doppelt so grofl wie das Dreieck
EFS ist, dann muss fiir die entsprechenden Seitenlingen der Streckungsfaktor den
Wert /2 besitzen.

Eimuss z.B._gelten:
HG =+/2-EF, also 6 — 2z = /2 - 2. Damit ergibt sichzx=3—-v2~ 1,59 .

2. Méglichkeit (aufwindig):
Es muss gelten: A(HSG) =2 A(EFS). Also: - HG-PS=2-1.EF.QS
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

B-z)-y=2-(6-y) & y=3:%

Mit dem Ergebnis der Aufgabe (b) folgt dann

6-(3—1x) 12

(4—2) b5-—=x

Diese Bruchgleichung fithrt dann auf die quadratische Gleichung

wzgi\@

22 —6x+7=0 mit G=0;3[r = x12= 5

Das Pluszeichen entfillt wegen 3 +v/2 > 3 .
. Der Turm ist 290 m hoch.

. DE =6,25m

(b) Der Fahrer erreicht 1,1 Promille um 2.40 Uhr, 0,5 Promille um 6.40 Uhr und 0,3
Promille um 8.00 Uhr.

(c) Morgens um 7.40 Uhr hat der Fahrer 0,35 Promille.
(d) --

(a)

S
D T|. c
\\ K g
N 7
N 7
N 7
\\ k //
A 7
N "/
N v
N
M
7 N
P // \\
— ¢ // \\ .R
7 N
7/ N
7 N
7/ N
7/ N
A Q B
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11.

(b)

14. Abbildung durch zentrische Streckung

Es gilt: DC = 2a und T'S = a (Das ist die Dreieckshohe.)
Aapcsp = Aapep + Apcs = (2a)? + 5 - 2a - a = 5a?
Apors = QS -PR=1 (2a+a)-2a = 3a

APQRS . 3a2

3
=—=-=0,6 =060
Aapcsp  ba®> 57 %

Das Dreieck DC'S ist ein halbes Quadrat, dessen Seite jetzt 14,5 cm lang wire. Also
wiirde gelten: Apcg = % -14,5% cm? = 105, 125 cm?.

Mit Hilfe der gestrichelten Linien erkennst du: Das Quadrat ABCD ist in vier kon-
gruente Dreiecke zerlegt worden, die zum Dreieck DC'S kongruent sind.

Das Quadrat ABCD hiitte also einen Flicheninhalt von 4-105,125cm? = 420, 5 cm?.

Es sei K der Schnittpunkt der Strecke [SR] mit der Strecke [T'C].
Es gilt dann: KC = DC — DK = 2a — av/2 = a(2 — /2)

Weiter gilt: TK = av/2 —a = a(v2 - 1)

Dann gilt fiir Das Teilverhéltnis

K—C_a(2—\/§)_2—\/5_\/52—\/5_\/5-(\/5—1)_\/5
TK a(v2-1) V2-1  V2-1  1-(vV2-1)

2-v2 _2-V2 V2+1
V21 V2-1 V2+1

Es sei L der Schnittpunkt des Kreisbogens k mit der Strecke [T'C|. Zwar liegen die
Punkte K und L in der Zeichnung aufeinander, aber ist das auch tatséchlich so?
Die Dreiecke LRC und TLS sind beide rechtwinklig und sie besitzen im Punkt L
mafgleiche Scheitelwinkel. Also sind die beiden Dreiecke zueinander #hnlich und du
kannst den Vierstreckensatz anwenden:

Natiirlich kdmst du mit zum selben Resultat.

LC DP 2
TL TS TS a
Also teilt der Punkt L die Strecke [T'C] im gleichen Verhéltnis wie der Punkt K. Dann

miissen aber die beiden Punkte K und L aufeinander liegen; d.h. der Kreisbogen k
verlduft tatséchlich durch den Schnittpunkt der Strecke [SR] mit der Strecke [T'C].
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(b)

14. Abbildung durch zentrische Streckung

A N B

Offensichtlich passt das Dreieck DC'E fiinfmal in die Figur hinein.
Die Dreiecke AM D und AED besitzen die gleiche Grundseite [AD]. Ihre Héhen [M L]
bzw. [EK] sind gleich lang. Also sind diese beiden Dreiecke flichengleich.
Daher gilt: Aaapp = % - AABCED-
Aus Symmetriegriinden folgt: Aaapr = AapceEDp — 2 - % - AABCED = %AABCED-
ApaBe 3
AapcEp 5 60%

Aus Symmetriegriinden muss das Viereck M QE P eine Raute sein. Die Dreiecke AN E
und PHFE sind zueinander dhnlich:

PO FH 1

AN EN 3

Daraus ergibt sich iibrigens, dass die Strecke [C'D] von den Punkten P und @ in drei
gleiche Teile geteilt wird.

. Aspup _ <l>2 _1_ Aaper
AAANE 3 9 AaaBE
ApomEe 2

N — 2 x92,29%

AaaBe 9

12. Zwei Dreiecke sind zueinander dhnlich, wenn sie in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein-

stimmen.

Der dritte Innenwinkel im urspriinglichen Dreieck hat das Maf§ 180° — 73,47° — 41,26° =
65,27°. In ihm hat also der dritte Innenwinkel das Maf} 65, 27°.

Das andere Dreieck besitzt dieses Innenwinkelmaf} ebenfalls. Also kann dieses Dreieck (wenn
auch die beiden anderen Innenwinkel paarweise iibereinstimmen) zu ersten Dreieck &hnlich

sein.
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13.

14.

14. Abbildung durch zentrische Streckung

C
FE
60 m
T m
A D B
«— rm 54 m - >

Das Viereck ADEC ist ein Trapez. Also ist [AC] || [DE].
Daher gilt: ADBE ~ AABC. Nach einem Vierstreckensatz folgt:
T 54

2
— = 54x — 3240 = 0.
50 Y & x4 dHdx

Diese quadratische Gleichung besitzt die Losungen 36 und —90, wobei —90 natiirlich
ausscheidet.
Also ist der Zaun 36 m lang.

zm  36m

Fiir den Ahnlichkeitsmafstab k gilt z.B.: k = ——

60m ~ 6om 0

Fiir Lenis Anteil DBE gilt: Axppre = 0,62 - Aaapc.

AADBE

=0,6% = 0,36 = 36%.
AaaBc

Weiter folgt:

Also bekommt Sarah den restlichen Anteil von 100%, ndmlich 64%.
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

E M F

A P Q B

(b) Die Dreiecke APS und SMFE sind zueinander dhnlich.

15. (a)

()

Es gilt z.B.: AP: EM =1:2=PS: SE.

Die Strecke [PE] ist 6,3 cm lang. Nach dem obigen Seitenverhéltnis von 1 : 2 folgt:
PS =4,2cm und SE = 2,1cm = SR. Das Viereck SRFE ist ein Quadrat.

Fiir den Flécheninhalt A der Figur PQRM SP gilt dann:

A=21cm-4,2cm +0,5-2,12cm? = 11,025 cm?.

2
11,025 cm :0’27:3_1_1 25 3

Flichenanteil: —2 a2 =2 =
At 8 32 em2 1090 90 18

A P B
Die Figur wurde im Maflstab 2 : 3 gezeichnet.

Die beiden Dreiecke PBQ und ABC sind rechtwinklig. Ein Winkel hat jeweils das
MaB 5. Also stimmen diese Dreiecke wegen der Innenwinkelsumme von 180° in allen
drei Inenwinkeln iiberein. Also sind sie zueinander dhnlich.

B BC _
AapPBQ ~ AaaBc  Vierstreckensatz: TQ = A:g o 6 - r_ g
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

& bM—-—9r =06 <& x=3,6

APQCR 362CH12
d _ — 0,48 = 48%
( Apagc  0,5-6-9cm? 0
(a)

C K

******************** S

S x B R//// i

|[@== |

b T a |

R E ;

e PN

A P F  Q B H

Zeichne z.B. das Probequadrat QH K C mit der Seitenlinge h[= 4, 8 cm)].
[AK] N [BC] = {R}. Zeichne dann das Quadrat mit der Seite [RQ)] fertig.

(b) Aus der Zeichnung in (a) ist ersichtlich, dass beide Dreiecke rechtwinklig sind. Au-
Berdem taucht in beiden Dreiecken der Winkel mit dem Mafi S auf. Also stimmen
die beiden Dreiecke sogar in allen drei Innenwinkeln {iberein. Also sind sie zueinander
ghnlich.

(¢) Wegen AFBC ~ AABC gilt:

CF AC ﬁé
BC AB a c

b
o h=2 Mitec=+vaZtbcem folgt die Behauptung.
c

Fiir a = 6 cm und b = 8cm ergibt sich A = 4,8 cm.

(d) In beiden Dreiecken tauchen Stufenwinkel mit dem Mafl 8 auf. Also sind die beiden
Dreiecke zueinander &hnlich.

(e) Wegen ASRC ~ AABC verhalten sich die Léngen der Hypotenusen wie die entspre-
chenden Hohen in beiden Dreiecken:

L h—z N hc

—_— = xr =

c h h+c
b

Mit hzzaibz cm und ¢ = va? + b2 cm ergibt sich:
a® +
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

ab

ab
va? + b2
Erweitert man den Bruch mit v/a2 + b2, so ergibt sich die Behauptung.

+ Va2 + b2

(f) o In diesem Fall gilt b=a. = == =

3a? 3
a2
. Aprors _ v _ 32 = - =0,4=144,1%
Apapc Lo 1o 97 7
2
[ ]
C
a° B

Das Dreieck ABC lésst sich in neun kongruente gleichschenklig-rechtwinklige
Dreieck zerlegen. Vier davon nimmt das einbeschriebene Quadrat ein. Also be-

tragt der Fliachennateil dieses Quadrates am Dreieck ABC
4

5 =0.1=144,%
17. (a) Klar.

(b) Ay = A3 =1,5°7recm?® = A;+ Ay =2-1,5%7cm? (= 14, 14cm?)

Der Durchmesser d des grofien Kreises ist genauso lang wie die Diagonale [BD] des

Quadates ABCD.
= d=3V2em = 7r3=1,5/2cm.
= As=(1,5v2)rem? =2 1,52mem? = Ay + A

Also sind die beiden kleinen Kreise zusammen genauso grofl wie der grofie Kreis.
Oder kiirzer: Der Durchmesser des groBen Kreises ist v/2 — mal so groB wie der Durch-
messer eines kleinen Kreises. Also ist der Fliachenihalt des grofien Kreises doppelt

(= (V/2)?) so gro8 wie der eines kleinen Kreises.

18. (a)
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19.

14. Abbildung durch zentrische Streckung

C

A /B B

In beiden Dreiecken ABC und SBM kommt der Innenwinkel mit dem Maf3 5 vor.
Zudem sind beide Dreiecke rechtwinklig. Also miissen beide Dreiecke auch im Maf3
des dritten Innenwinkels iibereinstimmen; also gilt A SBM ~ A ABC.

Wir rechnen nur mit Mafizahlen.

PYTHAGORAS im Dreieck ABC: BO- = 7,22+ 5,42 = BC=9cm

= BM =4,5cm.

MS AC  x _ 5,4

Vierstreckensatz: = = = 3,375.
lerstreckensatz MB AB 4’ 5 7’ 5 = X y
Berechne den Ahnlichkeitsfaktor: Z.B. k = ﬂ = 4,5 =0,625.
AB 7,2
A
Dann gilt —298M _ 12 — (1 6252 = 0, 390625.
A ABC

Das bedeutet: Das Dreieck SBM nimmt 39,0625% der Fliche des Dreiecks ABC ein.
Dann nimmt das Viereck ASMC 100% — 39,0625% = 60,9375% der Fliche des
Dreiecks ABC ein.
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

D

P2

A

C
®1
$Q
6 cm
2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die ldngste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses

Vierecks sein.

(c¢) In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

(d) Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa Pec + Aa Doc) -

1
AAPBC:§-2,5-6CH12:7,5CH12.

Wegen (c) folgt: Aa poc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

Mit k£ = D:C folgt: k=
PC

12
13

Aapgop = 3601112—(

313
= 36cm? — —. 7,5cm2

Aapgp 6084 —2374,5  3707,5

V2,52 + 62cm 13

2
= AADQC = <—> -7,5cm2 =

—— .7,5cm?.

144
7,5cm® + — - 7,5cm”
,ocm” + 6o " cm >

~ 0,6094 = 60,94% .

AaBcp

20. (a)

6084



(b)

14. Abbildung durch zentrische Streckung

]{31 k2

1. Moglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M,F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,CM, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck fillt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke F'BC und F,BM, sind zueinander dhnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC'. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:

e Die vier Dreiecke F,BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck FBM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FF'BC'.

e Die vier Dreiecke AFy, My, Fy, F My, F'SM, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF M, halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M, und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:
Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:
AN MyM.C = % - AA aBc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,CM, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
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21.

14. Abbildung durch zentrische Streckung

[M,My) als Symmetrieachse.

= Apm,om, =2 YAnaBc =% - Aaasc -
Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.

D C
\
\\ 4101
\\
\\
$Q
6 cm
\\
\
\\
\\
\\\ ©2
A P 2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die lingste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses

Vierecks sein.

In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa pec + Aapoc) -

1
AA PBC = 3

-2,5-6cm? =7,5cm?.

Wegen (c) folgt: Ax poc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

Mit k£ = folgt: k=

S

6 cm 12
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14. Abbildung durch zentrische Streckung

12\ 2 144
= AADQC:<1—3> -7,501112:@-7,5(1112_

144
Aapgp = 36 cm? — <7,5cm2 + 169 7,50m2>

313
= 36cm? — — . 7,5cm2

169

AspoD 6084 — 2374.5  3707.5

LAPQD - _ 2 2~ 0,6094 = 60, 94% .

Aipcp 169 - 36 6084 0
C

kl k2

(b) 1. Méglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M,F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,C M, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck féllt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke FFBC und F,BM, sind zueinander #hnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

(c¢) Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:
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23.

14. Abbildung durch zentrische Streckung

e Die vier Dreiecke F,BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck FFBM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FFBC'.

e Die vier Dreiecke AFy, My, Fy, F My, F'SM, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF Mjp halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M, und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:

Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:

AN MyM.C = % - AA ABc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,C M, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
[M,My) als Symmetrieachse.

=  Apm.om, =2 $AxaBc =% Aa aBc

Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.

(b) Es gilt a = 8 = 45°. Wegen der Innenwinkelsumme im Dreieck APQ gilt aber auch
a = ¢ = 45°. Also stimmen die beiden Dreiecke ABC und AP(Q paarweise in ihren
Innenwinkelmaflen iiberein. Damit sind sie zueinander dhnlich.

(c) Weil die beiden Dreiecke ABC und APQ zueinander dhnlich sind, gilt fiir den Ahn-
lichkeitsfaktor k z.B.:

AP

=C

Das Dreieck M BC ist ein halbes Quadrat mit der Daigonalenlinge BC = 3v/2cm.
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24.

(b)

14. Abbildung durch zentrische Streckung
AP =BA—-BP=BA—-BC = (6-3V2)cm.

(6 — 3v/2) cm

Damit folgt k =
6 cm

2
A —3v2
Und 2AAPQ _ 12 _ (6 —3v2)em =3-2V2~0,1716 = 17,16% .
A aBC (3v/2) cm

D R C
45° ¢
®
()
45°
45°
S
45°
A P B

Die beiden Dreiecke PB@ und SRD sind gleichschenklig-rechtwinklig. Also haben
ihre spitzen Innenwinkel das Mafl 45° .

Weiter gilt: CQ = BC — BQ = DC — DR = CR. Also ist auch das Dreieck RQC
gleichschenklig-rechtwinklig. Dann gilt ¢ = 45°.

Am Punkt @ gilt somit: 45° + ¢ +45° = 180° = ¢ =90°..

Aus Symmetriegriinden sind dann auch die drei restlichen Innenwinkel des Vierecks
PQRS rechte Winkel. Also handelt es sich hierbei um ein Rechteck.

Eine mogliche Strategie: APQRS = Aarpcp — 2 (AA PBQ + Ap RQC)
1 2 2 2
AAPBQ:§-<3\/§) cm” = 9cm”.

1 2
AARQe = B <6 - 3\/5) cm? = (27 — 18V/2) cm?.

Apors = 36cm? — 2 - [9cm? + (27 — 18v/2) em?] = (36v/2 — 36) cm? .

Apgrs  (36v/2—36)cm?  (36(v/2 — 1) cm?

Aapep 36 cm? N 36 cm?

=2 —1~0,4142 = 41,42%
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15. Flachensdtze am rechtwinkligen

10.

Dreieck

. (a) 9cm, 18 cm

(b) d = +v/405cm ~ 20,12 cm

(b) 60°, 120°
(c) Ay =2,75-4/90,75 cm? ~ 26,20cm? Ay = 1,375 - 1/90, 75 cm? =~ 13,10 cm?
A3z = Ag
(d) d =2,75-v/3cm ~ 4,76 cm
. Es gibt mehrere Moglichkeiten: z.B. iiber Steigungsdreiecke, Vektoren, Geradengleichungen.

Antwort: Nein, aber ziemlich knapp.

Z.B. iiber Steigungsdreiecke oder die Léange von Strecken.
Antwort: Um 50%.

E*(2,6/3,1).

d=6,3-v2cm ~ 8,91 cm

(b) u=14-v/2cm ~ 19,80 cm

.x=1,24r

(a) [F'G] ist genauso lang wie die Diagonale [AC| des Quadrates ABCD.
Also gilt: av/2=3,2 = a= 3—\/2 =~ 2, 26.
Fiir die Zeichnung: AF = KB = 2acm ~ 5,52 cm.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

F H
BN XE
G ‘ N
C
K
A B

2
b) A(ABCD)=a?cm? = (32) cm? = 5,12 cm?
V2

(c) o Wegen CE =0,5- AC miisste gelten:
20 =1,5a0v2 (a#0) = V2=75=73.
Weil aber v/2 irrational ist, liegt hier ein Widerspruch vor.
Dieser Widerspruch lésst sich auch durch Vergéflerung oder Verkleinerung der
Figur nicht auflésen: Jede Vergréferung oder Verkleinerung ist eine winkeltreue
Abbildung. Wenn in der Ausgangsfigur keine zwei Winkel mafigleich sind, dann
wird dies auch bei einer Grofliendinderung nicht anders.

e Es wird nur mit Maflzahlen gerechnet.
1. Moglichkeit:
A(AEF) = 0,5AE - FC =0,5-1,5aV/2 - ay/2 = 1, 5a°.
2. Moglichkeit:
A(AEF)=0,5-AF -EM = 0,5-2a - 1,5a = 1, 5a2.
3. Moglichkeit:
Das Lot [F'C] zelegt das Dreieck AEF' in die beiden rechtwinkligen Teildreiecke
ACF und CEF.
Das Dreieck ACF ist so groff wie das Quadrat ABCD: A(ACF) = a®.
Weil [FC] || [HN] ist, folgt A(CEF) = A(FCH) = 0,5a°.
= A(AEF) =a?+0,5a% = 1,5a>.

11. Der Umfang betrigt 32 m.

12. Der Treffpunkt ist 17m vom Brunnen entfernt.
13. BC =2lcm

14. Die grofie Pizza hat einen Durchmesser von 32,5 cm.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

15. (a)

D C

A 6 -
)
” (a —x)cm
acm Q
R 43 ——————————————————— J » S
xem xcem

v &

A rem  p (a — ) cm B

(b) Am Punkt C gilt: € + 6 = 90°. (*)

Die rechtwinkligen Dreiecke PBC und RSD sind kongruent, denn es gilt: PB =
RD = (a —x)cm und BC = RS = acm.

Also folgt <DSR =6 = <SDC (Z-Winkel).

Wegen (*) gilt im Dreieck DQC' : ¢p = 90°.

16. (a) Die kiirzeste Entfernung eines Punktes zu einer Strecke (Geraden) ist das Lot von
diesem Punkt auf die Strecke (Gerade). Aber hier steht z.B. die Strecke [AD] offen-
sichtlich nicht auf der Dreiecksseite [BC| senkrecht.

(b)
C

A ° B
F
56 m
(c) Der Punkt D halbiert die Seite [BC]. = DC =28m.

Das Dreieck EDC ist ein halbes gleichseitiges Dreieck mit EC = 0,5 - DC = 14 m.
= AE=56m-14m =42m.
Das Dreieck AFE ist wieder ein halbes gleichseitiges Dreieck: AF = 21 m.
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17.

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

= FB=5m—2lm=35m.

2lm _ 3 S4F.FB-3:5
35m 51

Wiéhle z.B. eine 8 cm lange Strecke [AK] und teile sie in 8 gleiche Teile. Zeichne die
zugehorigen Hilfslinien parallel zu [BK] ein. Der Winkel, den die Strecken [AK] und
[AB] einschlieflen, spielt zwar keine Rolle; du solltest ihn aber wegen der Zeichenge-
nauigkeit nicht zu spitz wihlen. Es folgt dann: Der Punkt F' teilt die Strecke [AB] im
Verhiltnis 3 : 8.

Damit gilt: AF : FB =3 : 5.

Weg a)

Er besteht aus 5 gleich langen Strecken, denn jede Strecke stellt die Diagonale eines recht-
eckigen Gitterkéstchens dar:
110,5m : 5 = 22, 1 m. So lang ist die Diagonale eines Gitterkéastchens.

Weg b)

Er enthélt 3 gleich lange Rechtecksdiagonalen eines Gitterkéstchens. Der Rest dieses Weges
ist dreimal so lang wie Breite eines Gitterkéstchens. Fiir die Breite eines Gitterkéstchens
gilt dann:

(91,8m —3-22,1m) : 3 =8,5m.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Weg c)

Von einem Gitterkéstchen kennst du nun dessen Diagonalenlidnge (22,1 m) und dessen Brei-
te (8,5m).

Dann ldsst sich mit dem Satz des PYTHAGORAS die Hohe eines Gitterkédstchens ausrech-
nen. (Das Gitterkiistchen ist hier aus Platzgriinden waagrecht gelegt):

Hier gilt: 22+ 8,52 = 22,12 = x = 20, 4. Fiir die Linge des Weges c) ergibt sich dann:
3:8,5m+2-22,1m+2-20,4m = 110,5m; d.h. die Wege a) und c) sind gleich lang.

18. (a) Klar.
(b)

4cm

(c) e Jede Faltachse ist gleichzeitig Spiegel- bzw. Symmetrieachse.
Also gilt: APBQ = APQD = @1 = ¢o.
Wegen [AB] || [BD] folgt @2 = @3 (Z-Winkel).
Also gilt: 1 = 3 und damit [BQ] || [PD].
Weil gleichzeitig [PB] || [QD)] gilt, sind die beiden gegeniiberliegenden Seiten je-
weils parallel: Das Viereck PBQD muss ein Parallelogramm sein.

e Das Parallelogramm PBQ@D besitzt die Symmetrieachse PQ. Jedes Parallelo-
gramm mit einer Symmetrieachse ist eine Raute.
(d) Es gilt: PB = PD = (8 — ) cm.
PYTHAGORAS im Dreieck ABD: (8 — z)? = 42 + 2.
& 64—16z+22=2?+16 < z=3.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

(e) 1. Moglichkeit: Berechne die Fliache des Teildreiecks PQD.
AnQprp = % -DQ - h
WEeil jede Raute ein gleichseitiges Viereck ist, gilt DQ = 8cm — 3cm = 5cm.
Also: Axgpp = (% -5 4> cm? = 10cm?. Die Raute PBQD ist doppelt so grof wie

dieses Teildreieck: Appgp = 20 cm?.

2. Moglichkeit: Schneide vom Rechteck ABCD die beiden kongruenten Dreiecke
APD und BCQ ab:

1
Appgp = (8-4)cm? —2- (5'3-4> cm? = 20 cm?
(f) Es gilt: FQ = DQ — DF =5cm — 3cm = 2cm.

PYTHAGORAS im Dreieck PQF: PQ? = (4% 4 2?) cm?

= PQ=+20cm.
PYTHAGORAS im Dreieck ABD: BD?2 = (82 + 42) cm?

= BD=+80cm.

1
= Appgp = (5 -/20 - \/@) cm? = 20 cm?.

19. (a) Klar.

6 cm

B/

(c) Die Faltachse PQ ist gleichzeitig die Spiegelachse. Jede Achsenspiegelung ist lingen-
und winkeltreu. Es gilt also CQ = QC’” = (6 — x) cm.
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20.

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

PYTHAGORAS im Dreieck C'QD: C'Q? = C'D? + DQ?:
6-2)?=22+32 & 36-12v+22=224+9 & =225

_ 3
DQ:DC"=2,25:3=0,75="=3:4.

Im Dreieck C'QD gilt: p1 + 101 = 90° (*).

Am Scheitel C’ gilt: 1 +90° + 109 = 180° = 1 + 1y = 90°.

Mit (*) folgt 19 = 1. Somit stimmen die beiden rechtwinkligen Dreiecke C'QD und
ASC’" in zwei InnenwinkelmaBen iiberein. Wegen der Innenwinkelsumme von 180° in
jedem Dreieck miissen die beiden Dreiecke auch im Maf3 des dritten Innenwinkels
iibereinstimmen: ¢ = . Also gilt: AC'QD ~ AASC'.

Im Dreieck SB'P gilt: <B’SP = py (Scheitelwinkel) = ¢;. Die beiden Dreiecke ASC’
und SB’P sind rechtwinklig. Also sind sie zueinander #hnlich. Also sind alle drei
Dreiecke zueinander dhnlich.

In der Losung (d) wurde gezeigt, dass DQ : DC’ = 3 : 4 gilt.
Wegen der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke C'QD und ASC’ muss ebenso AC’ : AS =
3 : 4 gelten.

Also: i :§ < AS =4cm.
AS 4

1 —— — 1
Apascr = 3 AS - AC = 3 (4-3)cm? = 6cm?.
PYTHAGORAS im Dreieck ASC":
C'S?2=AS?+ AC'%: ('S?=3’cm?+4%2cm? = C(C'S=5cm
SB"'=C'B'"-(C'S
Wegen C'B’ = CB = 6cm folgt: SB’ = 6cm — 5cm = 1cm.
Wie vorher in (e) dargelegt, gilt AASC’ ~ ASB'P.

SB' 1
Weit ilt: =— = —.
eiter gi Y

1
Der Streckungsfaktor k betrégt hier also 7

1

2
1
Apnspp = (Z) “Apascr =  Aaspp = 6 -6cm® = 0,375 cm?

AASB’P N O, 375 cm2

3 = o ~0,0104 = 1,04%.
ABCD
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

C
q
S
A B
(b) e Der Punkt S liegt auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AC]. Also gilt:

<CSA =90°.

e Der Punkt S liegt aber auch auf dem THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AB].
= <ASB =90°.
Also hat der Winkel C'SB das Maf} 180°. Daher liegt der Punkt S auf der Hypo-
tenuse [BC].

21. (a)

(b) e BEs gilt: M,S = M,A = Radius des kleinen Halbkreises und M.S = M.A =
Radius des groflen Halbkreises.
Wenn in einem Viereck zwei Paare benachbarter Seiten jeweils gleich lang sind,
dann ist dieses Viereck ein achsensymmetrischer Drachen.

e Die beiden kongruenten rechtwinkligen Dreiecke AM,. M, und My M.S besitzen die
gemeinsame Hypotenuse [BC]. Diese Hypotenuse muss daher der Durchmesser
des THALES-Kreises sein, der auch durch die Punkte A und S verlduft. Da-
mit ist dieser THALES-Kreis der Umkreis des Drachenvierecks AM.S M. Sein
Mittelpunkt My ist der Mittelpunkt der Diagonalen [M M.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

29

Mb Mh

A M, B

e Mit Hilfe der drei Mittelpunkte M., My und M, der Seiten des Dreiecks ABC
l&sst sich dieses Dreieck in vier kongruente Teildreiecke zerlegen.
Das halbe Drachenviereck AM_.M, ist eines dieser Teildreiecke, die jeweils 25%
der Fliche des Dreiecks ABC' einnehmen.
Also nimmt das Drachenviereck AM_.SM, 50% der Fliche des Dreiecks ABC ein.

22. (a)

A /B B

In beiden Dreiecken ABC und SBM kommt der Innenwinkel mit dem Maf3 5 vor.
Zudem sind beide Dreiecke rechtwinklig. Also miissen beide Dreiecke auch im Maf3
des dritten Innenwinkels iibereinstimmen; also gilt A SBM ~ A ABC.

(b) Wir rechnen nur mit Mafizahlen.
PYTHAGORAS im Dreieck ABC: BO- = 7,22+ 5,42 = BC=9cm
= BM =4,5cm.

MS AC o« 5,4

Vierstreck tz: —
ierstreckensatz 75 = 15 7.2
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

. BM 4,5
(c¢) Berechne den Ahnlichkeitsfaktor: Z.B. k = = = == = 0,625.
AB 7’ 2
A
Dann gilt =298M _ 2 — 0 6252 = 0, 300625.
An ABC

Das bedeutet: Das Dreieck SBM nimmt 39, 0625% der Fliche des Dreiecks ABC' ein.
Dann nimmt das Viereck ASMC 100% — 39,0625% = 60,9375% der Fliche des
Dreiecks ABC ein.

23. (a)

e Siehe Zeichnung.
e Siehe Zeichnung.
(b) Begriinde:

e Jede Punktspiegelung ist lingentreu. Also gilt: CA = CA’.
Jede Achsenspiegelung ist lingentreu. Also gilt: CA’ = C A" .
= CA=CA". Also ist das Dreieck AC A" gleichschenklig.

e Es gilt: CA = CA” = CA’. Das bedeutet, dass die drei Punkte A4, A’ und A”
vom Punkt C gleich weit entfernt sind. Folglich miissen die Punkte A, A’ und A”
auf einer Kreislinie £ mit dem Mittelpunkt C' liegen. Diese Kreislinie ist nun der
THALES-Kreis mit dem Durchmesser [AA’]. Also ist das Dreieck AA” A’ wegen
A" € k rechtwinklig.

24. (a)
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(b)

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

C

4cm

A 3cm 3cm B

1. Moéglichkeit:

Die Dreiecke AEC und AEF haben die gleiche Grundlinie [AE] und gleichlange Hohen
[BC| bzw. [EF]. Also besitzen sie den gleichen Flidcheninhalt.

Das Dreick AEF nimmt ein Viertel der Fliche des Rechtecks ABCD ein, also trifft
dies auch fiir das Dreieck AEC zu.

2. Moglichkeit:

Aapc = Aapcp — Agpc — Aacp -
1 2 2 2 2
AAEBC:§-3-4CH1 =6cm” und Ap acp =6-4cm” : 2 =12cm

=  Appc=24cm? —6cm? — 12cm? = 6cm?.

Das ist aber ein Viertel der Fliche des Rechtecks ABCD .

Der Abstand eine Punktes zu einer Strecke (oder Geraden) ist immer die kiirzeste
Entfernung dieses Punktes zur Strecke. Sie wird durch das Lot vom Punkt E auf die
Strecke [AC| dargestellt.

Wir wissen schon, dass Ax apc = 6cm? gilt.
Der gesuchte Abstand h ist die Hohe im Dreieck AEC mit der Grundlinie [AC]:

1
Aapc =5 -AC-h.

AC = V62 + 42 cm = v/52cm .

1 12 cm?
60m2:§-v52cm-h = h:%zl,%cm.
cm
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(b)
()

(d)

(e)

(f)

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

¢
b ()2
M 4cm
Q1
rcm J

A zcm p P S B
f— 6 cm

Auf der Kathete [BC] kann x nicht ldnger als 4 cm. werden. Fiir z = 0 und = = 4 gibt
es kein Viereck. Also: z € ]0; 4[g .

Siehe Zeichnung.

e Fin Viereck, darf sich dann Trapez nennen, wenn es zwei parallele Seiten besitzt.
In der Zeichnung ist das Trapez AP>Q2C vorhanden. Du siehst, dass die Dreiecke
P, BQ> und ABC dann zueinander dhnlich sind. Wende den Vierstreckensatz an,
wobei die Variable x mit eingebunden sein muss:

:g & 24-4dr=6zx & 24=10x & zx=2/4.

e Siehe Zeichnung.
e AapBg, =0.5-3,6-2,4cm? =4,32cm?.

AAaac =0.5-6-4cm? = 12cm?.

AAPQQQC = AAABC — AAPQBQQ = 12cm2 — 4, 32cm2 = 7, 68CHI2 .
e AC =62 +42cm = +/52cm (= 7,21 cm).

PyQo = /3,62 +2,4%2 = /18,72 cm (~ 4,33 cm) .

V52 cm + /18,72 "
2

AAPQQQC = =1, 68cm?> = h~ 1,33cm.

A(z) = Aap,g,c =0.5-AB-BC —0.5- P,B- BQ,
A(z) =12em® = 0.5+ (6 — z) - w cm® = (12 — 3z + 0,52%) cm?.
Also gilt: A(z) = (0,522 — 3z + 12) cm? .

A(z) = (0,522 — 3x +12) cm? = 0.5 - (2% — 62 + 33 — 9 + 24) cm?
=0.5-[(x —3)2+15]cm? = [-0.5- (z — 3)? + 7,5] cm?.
x = 3 liefert Apin = 7,5cm?.

Die Symmetrieachse miisste entweder durch zwei Eckpunkte des fraglichen Vierecks
oder durch zwei seiner Seitemittelpunkte verlaufen. Der Verlauf durch zwei Eckpunkte
ist offensichtlich ausgeschlossen.

Im anderen Fall miisste die Symmetrieachse die gemeinsame Mittelsenkrechte zweier
Vierecksseiten sein. Diese Vierecksseiten miissten dann aber zueinader parallel sein.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

Also wire das gesuchte achsensymmetrische Viereck ein gleichschenkliges Trapez.
Da es aber nur nur ein Trapez, ndamlich AP,Q-C, gibt und AP, = 2,4cm # CQy =
1,6 cm gilt, gibt es unter allen Vierecken AP,Q,C kein achsensymmetrisches.

26.
D G C
H ¢
y F
Q)
A E B
o Esgilt: AB=81,6cm :4 =20,4cm und PQ = 34cm :4=8,5cm.
Dann folgt: QF = PE = (20,4cm — 8,5¢m) : 2 =5,95cm .
Weiter folgt: PF = 8,5cm + 5,95cm = 14,45cm .
AEFP: EF’ = Appey = PF° + PE° = (14,45cm)? + (5,95 cm)?
= AEFGH = 244,205 cm? .
o 1. Mt')glichkeit: AEFGH = AABCD —4. AAEBF
Agpran = (20,4cm)? —4-0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244,205 cm? .
2. Moglichkeit: Agprag = APQRS +4-AAEFP
Agpran = (8,5cm)? +4.0,5-14,45cm - 5,95 cm = 244, 205cm? .
Mit Hilfe der Berechnung des Flicheninhalts rechtwinkliger Dreiecke .
27. (a)
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28.

(b)

()

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

D _ R C
} (G |
* - ——————- - | .
K l
S ¢ Y2\ ‘Zy ,,,,,,, y
VL
A 2cm P B

Das Dreieck SRD ist gleichschenklig-rechtwinklig. = 1 =45°.
Dann gilt auch 9o = 45° (Z-Winkel) .

Das Dreieck PBQ ist gleichschenklig-rechtwinklig. = @ =45°.
Also folgt: [PQ]|| [SR] .

Das Viereck PQRS ist ein (achsensymmetrisches) Trapez..

[
ﬁjtP_Q._

Fiir die Trapezfliche A gilt: Apgrs = 5 KL.

Die Strecke [SR] ist die Diagonale eines Quadrates mit der Seitenléinge 4cm .
Also folgt: SR = 4v/2cm.

[DK], [NB] und [PQ)] sind jeweils Diagonalen eines Quadrates mit der Sei-
tenlénge 2cm.

Also folgt: DK = NB = PQ = 2v/2cm und LB = v/2cm.

Im Quadrat ABCD gilt: DB = 6v/2cm.

Damit gilt: KL=6v2cm—2v2cm — v2cm = 3v2cm.

-3\/§cm: 18 cm?.

43 em + 212
Und damit gilt: Apgrs = \fcm; v2em

e Das Trapez PQRS ist von vier rechtwinkligen Dreiecken eingeschlossen. Zwei von
ihnen sind kongruent.
ApQrs = Aapcp — 2 - Aaaps — AasrpD — AAPBQ -

1 1 1
APQRS:360m2—2-§-2-4cm2—5-4-4cm2—§-2-20m2:18cm2.
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

D

P2

A

C
®1
$Q
6 cm
2,5cm B

(b) Die Kathete AD im rechtwinkligen Dreieck APD besitzt die Linge a. Die Hypotenuse
DC im rechtwinkligen Dreieck DQC hat ebenfalls die Linge a. Weil aber in jedem
rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse die ldngste Seite darstellt, gilt: DQ < a =
AD. Somit kann die Diagonale DP im Viereck APQD nicht Symmetrieachse dieses

Vierecks sein.

(c¢) In den beiden rechtwinkligen Dreiecken DQC und PBC' gilt: ¢1 = @3 (Z-Winkel).
Damit stimmen die beiden Dreiecke paarweise in zwei Innenwinkelmaflen iiberein. We-
gen der Innenwinkelsumme von 180° in jedem Dreieck stimmen diese beiden Dreiecke
in allen drei Innenwinkelmaflen iiberein. Also gilt: A PBC ~ A DQC'.

(d) Strategie: Aapgp = Aapcp — (Aa Pec + Aa Doc) -

1
AAPBC:§-2,5-6CH12:7,5CH12.

Wegen (c) folgt: Aa poc = k? - AA ppc mit dem Streckungsfaktor k .

Mit k£ = D:C folgt: k=
PC

12
13

Aapgop = 3601112—(

313
= 36cm? — —. 7,5cm2

Aapgp 6084 —2374,5  3707,5

V2,52 + 62cm 13

2
= AADQC = <—> -7,5cm2 =

—— .7,5cm?.

144
7,5cm® + — - 7,5cm”
,ocm” + 6o " cm >

~ 0,6094 = 60,94% .

AaBcp

29. (a)

6084



(b)

15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

]{31 k2

1. Moglichkeit:

Im Kreis ky gilt: MyA = MyF = M,C'.

Im Kreis ko gilt: M,B = M,F = M,C'.

Also sind im Viereck FM,CM, zweimal zwei benachbarte Seiten gleich lang. Also
handelt es sich um ein achsensymmetrisches Drachenviereck.

2. Moglichkeit:

In jedem rechtwinkligen Dreieck fillt dessen Umkreismittelpunkt mit dem Hypotenu-
senmittelpunkt zusammen. Also sind die Kreismittelpunkte M, und M, gleichzeitig
die Mittelpunkte der Seiten a = [BC] bzw. b = [AC].

Die Dreiecke F'BC und F,BM, sind zueinander dhnlich.

Wegen BC = 2- BM, folgt dann FC =2 - F,M, =2 - F,M,.

Also gilt: hy = hy = SF = FC' . Daher liegt die Gerade M, M, zur Grundlinie [AB] des
Dreiecks ABC parallel. Diese Parallele steht damit auf der Diagonalen des Vierecks
FM,C M, senkrecht. Gleichzeitig halbiert der Punkt S die Hohe [C'F| des Dreiecks
ABC'. Also ist das Viereck F'M,C M, ein achsensymmetrischer Drachen.

Die in der 2. Moglichkeit verwendete Argumentation ergibt nun Folgendes:

e Die vier Dreiecke F,BM,, FF,M,, FM,S und SM,C sind kongruent. Das Drei-
eck FBM, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck F'BM, halb so grofl wie das Teildreieck FF'BC'.

e Die vier Dreiecke AFy, My, Fy, F My, F'SM, und M;SC sind kongruent. Das Dreieck
AF M, besteht aus zwei dieser kongruenten Dreiecke.
Also ist das Dreieck AF M, halb so grofl wie das Teildreieck AFC'.

Also sind die beiden Dreiecke AF M, und F'BM, zusammen halb so grofl wie das
Dreieck ABC'.

Oder:
Weil der Schnittpunkt S auf halber Hohe im Dreieck ABC liegt, gilt:
AN MyM.C = % - AA aBc (zentrische Streckung mit k = %) .

Das Viereck FM,CM, ist ein achsensymmetrischer Drachen mit der Diagonalen
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15. Fléchensétze am rechtwinkligen Dreieck

[M,My) als Symmetrieachse.

= Apm,om, =2 $AnaBc =% - Aaasc -

Dann muss der Rest, ndmlich derjenige, der aus den beiden Dreiecken AF M, und
FBM, besteht, ebenfalls die Hilfte des Dreiecks ABC' einnehmen.

30. (a)

A B

(b) Im Dreieck ACF gilt die Dreiecksungleichung: Zwei Seitenléngen miissen zusammen
mehr ergeben als die Liange der dritten Dreiecksseite; d.h. hier gilt: AF + FC > AC'.

(c) DF =32m.
Im Dreieck AFD gilt: AF = /322 +692m = /5785 m.
Im Dreieck ABC gilt: AC = /922 +692m = 115m.
Wegunterschied: +/5785m — 115m ~ 21 m.
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16. Raumgeometrie

1. (a) A=12,73cm?
(b) - -
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