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1 Integration

1.1 bestimmtes Integral
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1.1 bestimmtes Integral

(b) f(—z)= f(x) == f ist symmetrisch zur y-Achse:
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1.1 bestimmtes Integral
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1.1 bestimmtes Integral
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(a) Az = 5T =1, f monoton fallend im Integrationsintervall
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1.1 bestimmtes Integral

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;
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1.1 bestimmtes Integral
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1.2 Integralfunktion

2
T +1 3 2
/x3+1 z=[nf2? +1]° =9 -2~ 1,50
1

2
) / 322
3 +1
1

c) @:lnx—lrﬂ:lnf:l = z=2e
t 2
2

1.2 Integralfunktion

1. Allgemein gilt: f(z) = /f’(x) dr mit f(a) =

(a) flx)=0 = xp1 =2, xp2=06,also f(x de= | (z —
o]

xT
(b) g(z) =0 = xu = g + km mit k € Z, also g(x) = — / sinx dx
Tok
(c) h(z) =0 = o = km mit k € Z. Um nicht iiber eine Polstelle zu integrieren,
muss man unendlich viele Félle unterscheiden:
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3
3. (a) F(z) =

1.2 Integralfunktion

% + C hat fiir alle C' € R eine Nullstelle (z¢ = sgn(—3C) - (\36’\)%) und ist

damit auch Integralfunktion von f.

4
(b) F(z) =

Integralfunktion von f.
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T

5@@:_/%

a

|

% 4+ C hat nur fiir C < 0 eine Nullstelle. Fiir C > 0 ist F also keine

xo1 = —1, zgo = 1. Wegen der Polstelle Fallunterscheidung;:

f(z)

1x_1 1
t o a

a

—  flz)=

X
2
—/t—sdt fiirx <0
-1

X
2
—/t—sdt flirx >0
1

lim 7I,(x)

a—+oo

Um nicht iiber die Polstelle integrieren zu miissen:

f(z)

T

dt
—/— firz <0
t2
— 00
X
dt i
-l a2 urx >0
o0

Mit der Polstelle zp = 0 im Integrationsintervall wére das Integral unendlich, z.B.:

—&

1
dt dt
ERl
€

2
lim [— —2] = +00

e—0t | €

11



1.2 Integralfunktion

—2x x 3
a z)=fl(x)=— = , Nullstellen von f: +-=40,6 —
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Wegen f(—z) = f(x) ist Gy achsensymmetrisch : : : :
zur y-Achse. Lo . Lo :
Wegen g(—z) = —g(x) ist G, punktsymmetrisch : : : :
zum Ursprung. bk L —154----- booo- :
0,8 3 0,8
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_3 _3 3
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Argumentation mit einer der beiden Symmetrien oder mit f (%) =f (—%) = 0.

(a) g(z) = f'(x) = —— 2 Nullstellen von fr ¥4 =

V9 + 22’
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+1
+2
+3
+4
+5

g9(z)
0
0,316
0,555
0,707
70,800
0,857

1.2 Integralfunktion

Wegen f(—x) = f(x) ist G; achsensymmetrisch zur y-Achse.

Wegen g(—x)

0 (Symmetrie)

8. (a) f ist Stammfunktion von g:

—g(z) ist G, punktsymmetrisch zum Ursprung.

5 4 5

_{g(m)dtz_{g(x)dlﬁ—i—!
5

:4/9(55) dt

g(x)dt =

9. f entsteht aus g durch Verschiebung um 2 nach rechts und Spiegelung an der x-Achse.
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1.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

>

¥ X,

1.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1. F(z) = —3In(4+2cosz) +C

23
2. (a) f(m):/(9—x2)dm:9x——+C

3
27 a3
fB)=21-Z+C=18+C=10 = C=-8 = f()=92-7-8
1 2
H)=9—=-—-8=—
3 1
1 3 x 2 tl 2 2
b) g(z :/—dx:/x2dx: +C=——+4+C=—-——+C
(b) g(z) Va3 -3 +1 -1 NG
2
H=-24+C=1 = (C=3 = =—+43
9(1) + gla) = ——=+
3.
g_sinxcosx_ﬁ_cl_l_l( 4 sin (—in ))_
5" o5 =3 2cosxcosac sinz(—sinx)) =
—1[ —(COSQI'—SinQ.%')]—l[l—COSQ.%'—i-SinQ.%']—
=3 =5 —
1
:§[Sin2x—|—sin2x]:sin2m q.e.d.

4. (a) Beweis durch Ableiten der rechten Seite (RS):

1 11
RS = <§+2—asina:vcosax+0> :§+2—a(a0082a:6—asin2ax) =

= 2 ( 1 —sin? ax + cos? am) = cos? ax
——

cos? ax
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1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

1
(b) Mit a = 3 folgt aus der bewiesenen Integralformel:

™ ™
- 1 1 1 1
f:—/0082 —z | doe=— E—i— 1sinfcosE =
T 2 T2 2.3 2 2
0
1[7r+, T ™ 0} 1
= —|=+sin=cos=—0| ==
712 2 % 2
——

0

1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral
1. Wir miissen zeigen, dass, F'(z) — G(z) eine Konstante ist:
x Ve+1(1++vz+1)—z
F(z) - = 1-— = =
(o) =G = Vot = ey 1+vot1

vVe+l+z+1—=x ve+1+1 1 d
e = = .e.
1+vVr+1 1+vVor+1 d

2.
df2e o (T2 gnar s =
o | g2 cosax —— 3 ) sinax =
2 2r . 2x . 2 2 2
— cosar — — sinax + —sinar + ( 2° — = ) cosaxr = z*cosar q.e.d
a a a a
3. (a) 2"+ C (b) 110 24+ C () %t“JrC
rl=n 210 firz =0 3 1
d 2 = ) 2 _2_ =
() 7=, +¢ (e){—%2+0 fra <o DT FI-T-gatd
a 2 .I+1 2 .
(2) 2% +ar+C (h) a®+C (i) a(z+ Dt +C
21000 337 n
Z  pn+m
4. (a) 1OOO+C (b)4\/£ﬂ +C (C)n—kmvx +C (d)2yz+C
(€ Lsindz +C (1) ~Hcoswt +C () % +C (h) —>+0C
¢) 5 sinde —cosw &) -
5. (@) +C  (b) %e?’uc () 2/ +C  (d) =" +C
aw A b -3 2 3 —3z
(e) e™ +C (f) —e +C (g) —2¢24+C (h) 3t e +C
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1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

6. (a) % [(z—1e*+C]=e"+ (v — 1)e” = ze”

(b)

(c) d Tadz3

T (2% = 22+ 2)e” + C] = (27 — 2)e” + (27 — 2z + 2)¢” = 22"

—3a%z?% + 6ax — 6

I a4 A
3a32? — 6a’z + 6a ax+a3m3—3a2x2+6ax—6 6%
— .e . p—
a* at
_3a2x2—6ax—{—6 ar adz® — 3a22? 4 6ax — 6 ar 3 ax
- a3 ¢ + (13 ‘ —re
/f :——e 2 +C
1
f( :—56 2+C—1 — C:1+§eig%1511
1 1
f@)=—5¢78 +14 5073
fa)=0 = ——21n< e %> ~1,60
y
=
-1 I 2 38 4 5 6
x

(a) F(x):/f(x)dxzsinx—i—x—l—c, Fmy=n+C=7 = (C=0

— F(z)=sinz+ux
(b) F(x):/f(x)dx:3m%+c, F8)=6+C=0 = C=-6

—  F(z) =33 -6
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10.

1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(a) F(m)z/(%x—%ﬂ) dxz%xz—%x?’—i—a F4)=44+C=4 =
- F(w):%x2—lx3
(b) :U(t):/<§+ti2> dt:%—%%—a 2(2)=04C=0 — C=
2
— at)=% -
e 3, 1
(a) a(n+1)+C (b) —ZVW_:U) +C
(c) _b(%—i—m) V(a—=bx)rtm +C  (d) %\/536—3—1-6’
(e) zsin(3x —4)+C (f) ——cos(wt +¢) +C
(8) 5o+ C (b) —<In|s —2t| +C

1.5 Berechnung von Flacheninhalten

1.

(a) Nullstelle im Integrationsintervall: zg = —3

1 1
f(z) <0 fiir z < —5 f(x)>0f1'irx>—§

1
1 2

A= [lf@ldz = [ |- @) o+ / f(@)do = o

—2 —2

NI

,% 1
= [—xz — x} + [mQ + x} =
_92 _ —2

1
2

= 1+1+4 24141 1+1
402 4 2

1
elementargeometrisch: A =2 - 3 1,5-3=45

17
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(b) Nullstelle im Integrationsintervall: zp = —2

flz)>0firz< -2, f(xr)<O0firz>-2

0 — 0

A= [ 17z - /2f<:c> dot [ [-f(@)) do =
=3

-3 —2
3 -2 3 0
3 -3 3 -2

8 8 2
= C484+9-12— - 48="7=
3ot 37 3

(c) Nullstelle von 23 +1: g = -1 =

2 +1 firz = —1

o) = {—x?’—l firz < —1

1

A= /1(—x3 - 1)dx+/(x3 +1)dx =
2

~1
4 gt 1
= _Z — 72—{— Z +x 71_

1 1 1
— b l44-24 41— 41=4
Vs ol 1=4T5
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(d) Nullstelle im Integrationsintervall: g = —1

f(x)>0firx< -1, f(z)<O0fir —1<z<0

A= [ y@iar= [ f@ae— [ g@ae-

(b) NSvon f: xz1=vV4—a, zy=—x1

2 4
—2(4—a)? — - a)s = - a)?
A 4 16

3. Schnittpunkte: f(z) = g(z) = 2°—-br=-4 = ;=1 z2=4

h 22 T
A:/|9($)—f(l“)|: [533—5—41114 :E—8ln2%1,95
1
1
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(a) f'(x) = —s—7A— <0, also streng monoton fallend und damit umkehrbar

2y/6—zx
(b) Dy-1 =Wy =[0;00[, Wp-1 = Dy =] — 00;6], f~(z) =6 —a?

(c) S(2[2), A=2[7(6—a?)dx — 4 =142

(a) Nenner und Z#hler positiv fir z > %

(b) f(x) = % = 0 fiir # = £ und dort auch Vorzeichenwechsel von + nach —, also

Maximum

f2 x)dx = f15 3§;E1dt lnz— 4]} =In5+ ¢
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6. (a) a=20,
(b) —53°
()
(d) A=47

A= 72|f(55) -

1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

() . 1 s 5
=g(z) = shrz=- = 21=—-, To=—
g 2 6’ 67
y
2 |
g
1 A
2
A '
T 1 5\ T 1\3
s T 2r 5 T
1 f

5%

g(x)|dx:/(2sinx—1)dx: [—2005:6—4 ’

5%

= —2¢08 — —
COS6 6+

P
:2\/_—?7T¢%1,37

57

o3

2cosz+z:

6

137
6

21

6

5)
/35T

6

137

6

+V3

s

VBT =

—
olw
3

5m
6

5%

6



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(@) = |02 |1 |2 |5
f1] 5,08 1,00 0497 | 0,197
f2 | 5,00 | 1,00 | 0,500 | 0,200
fs | 4,92 | 1,00 | 0,503 | 0,203

Die maximale gemeinsame Definitions-
menge aller drei Funktionen ist R™.

Die Grafen der derei Funktionen sind
kaum zu unterscheiden.

1
(b) Fiir 0 <z <1 gilt — > 1 und daher wegen 1 — ¢ > 0
T

1
T

Fiir k € {1,2,3} gilt

lim fi(z) = 400,

z—0t

<_>1—5 <1l = fi(z) < fo(z) < f3(x) <1

lim f(z) =0T

(c) |Fi(z)| ist gleich der Flache zwischen G¢, und der z-Achse im Intervall [1, z].

x
Fie) = [
1
[d
t
R = [ F
1
x
B = [
1
lim Fi(z) = —o0, lim Fy(z) = —o0,
z—07t xz—07F
1
lim Fi(z) = —, lim Fy(x)
T—00 e T—00

22

1
lim Fg(m') = ——
€

z—0t

lim F3(z) = +o00

T—00



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(d)
Fi(z) = 100 — %
Fy(x) =Inzx

F3(z) =100 '%/x — 100

Die tatsidchliche Strecke auf
der z-Achse ist X = 0,11gx:

10

gz
~lge  lge

Fy(z)=Inx

Hy,

1,0

15
1,833333333
2,083333333
2,283333333
2,45
2,592857143
2,717857143
2,828968254
2,928968254
3,019877345
3,103210678
3,180133755
3,251562327
3,318228993
3,380728993
3,439552523
3,495108078
3,547739657
3,597739657

© 00O U W3

e S e T S e S e e
© 00 O Ui W N+~ O

\V)
o

T —

und somit

5007

F3
4007
3007

Iy
200t
100

Fy

AY

8|~

1010 1020 10% 10% 1050 1060 1070 1050
T

[ de

3
3
+
—
8

= OQ.

1
ist die um 1 nach rechts verschobene Funktion —. Daraus folgt

x

Inn

In(l1+n)<H,<l+Inn

23



10.

1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

In(1+n) =In [n (H%ﬂ =Inn+In <1+%>

Daraus folgt fiir die Intervallbreite:
1
b=14+Inn—In(l+n)=1—1In <1+—>
n

Wegen1<1+%<2gi1t0<1n(1+%)<ln2 und daher
1-In2<b<1

Die lineare Niherung f(1+z) ~ f(1)+ f/(1) - « fiir |z| < 1 liefert wegen n > 1, d.h.
1

R &

n

1 1
Inl4+2z)~0+1-z=x oder ln<1+—>¢u—
n n

und damit

1
b~1—— fir n>1
n

0 t t t t t t t t } } } } } } t } } } } o—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x

(c) Auflésen nach n:
Tan<etlh -1

H,~100 = &Y <n<e®-1 — 989.10" <n<287-10%

(a) flx)=0 = hex=0 = z9=1, $li)151+f(x):<_0#:o>:—oo
1

1
de U'Hospital:  lim f(z) = (f> =920 lim = =20- lim — =0+
T—00 00

T—00 21 =00 212
1 .2
=.x°—Ilnx -2z rz—Inz-2x 1—-2nzx
b) £ =920 . % B | )| [ ———
(b) f(z) 24 4 3
1
fl(z)=0 = lnx:§ = xlze%:\/ézl,GS

O<az<m = f(x)>0
r>r = fl(x)<0

fstreng steigend

Il

fstreng fallend

24



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

10
—> rel. Maximum bei (z1|y;) mit y; = f(x1) = — =~ 3,68
e

v f(2) "

0,9 ~ —2,60

1 =0 3

2 | 5ln2 ~347 )

3 | 3pd ~244

4 |24 5173 1

5 |43 ~129

6 |36~ 0995 0 2 3 4 5 i
—1

8=

cx— (141 -1 —1- 201
x—( ;l— nz) _ 9. 1-1 . Inx _ 20 ;15[7 ~ f(2) qed.
x T T

(c) F'(x) =—20-

NS von F muss untere Grenze des Integrals sein: F(z) =0 — z=e"

T

20Int
F(m):/ot—;dt
e—1

/e
(d) A= / 20;“’5 dt = F(y/e) — F(1) = _20(\}; 3) _20(1 +0) 99— % ~ 1,80

1

25



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

2., 4 1,]° 1,10 833 7 161
S e Inz— -2 == 42— — = +In2
[3m+3m 3m]_§+[nx 3‘”]; 68 T T T, T
13 Aq 161 +In2
AQ—A—A1—€—1n2 A—Z—m~17145
22
12. (a) f(z)=g(z) = §=\/5 Y3
t=64r = 2(z®-64)=0
S1(0[0), S2(4[2)
x? 1
f(z) = h(z) g =z 1
3 1
z° =38 - Sg 25 B
% 1 p) 3 ] -
1
g@) =hx) = Vi=— = =1 = S4(1]1)

26



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

2 s 2 2 5 28]
§x2—ln:n + 2 ——| =

E 24,
3 2 23 43 2.5 23
= 22—ln2—§+ln1+§42—ﬁ—§22+ﬁ—
2 16 8 1 7
— 242 Syt oa164
nEi-gt g gtz T3zom ’

13. flx) =0 = wp=4 y
—

g(x) = 21 =0, g =4 .
rp=1: f(x1)=3, g(x1)=
zo=4: f(z2)=0, g(z2)= 0
4 2
A= [ (o) -~ f(a)) do = 1
1
4
4 —1
:/<4:B—:B2——-|-1> dxr =
x
1
23 4
= [2932———4ln$-|-x]
3 1
=32—%—41n4+4—2+%—1=12—4ln4%6,455
14. (a)

27



1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

xT

(b) Al(x):/f(t)—g(t)dt:4lnm+%—40

4 40

1
Ao(z) = /g(t) ~ h{t)dt = T — 436
1

(¢) Man vermutet Aj(x) < Az(x).

x 5 10 | 102 103 10% 105
Ai(z)]0,49 10,98 | 3,66 | 7,68 | 12,77 | 18,70
As(z) | 2,75 | 4,63 | 10,80 | 15,96 | 20,08 | 23,35

(d) mlggo Aj(z) = 400, ml;rr;o As(x) = 36
x 106 | 107 |1,5-10%]1,5-106| 1374268 | 1374269
Ay(z) | 25,31 | 32,45 | 26,53 26,10 | 26,2668644 | 26,2668666
As(z) | 25,95 | 28,02 | 26,35 26,21 | 26,2668657 | 26,2668664

Aq(z) < Ag(z) fiir < o und Aq(z) > Ag(z) fir z > 2o mit xg ~ 1374269
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2 Funktionen und deren Graphen

2.1 Hohere Ableitungen

2.2 Graph und Funktion
2.3 Ableitungsfunktion und Integralfunktion

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

2

1. (a) d(z)=—e7" (b) A (z) = 226" (¢) k(x)=—-2ze "
(d) f'(z) = 5e~" —102% " =5 (1-22%) e’
(b) Nullstelle: zo =0

f(=z) = —5ze~ ()’ = _5pe = —f(z) == Punktsymmetrie zum Ursprung

1 1
f’(x):() — 1—21‘2:0 — $11:—§\/§, 561225\/5

29



2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

2

f(z) = —10ze™*" — 20z + 20z%e " = 10z (22% —3) e "
F(212) = —10v/2e"2 <0 = rel. Max. bei (%ﬂ‘%\/ﬁe_%) ~ (0,71]2,14)

1

Symmetrie = rel. Min. bei (—%\/5‘ - %\/56_2) ~ (—0,71| —2,14)
1 1
ffa)=0 = 22*°-3=0 = 36212—5\/67 9022=§\/67 23 =0

" (x92) = 60e™ 2 #0, f(0) = =30 # 0 und Symmetrie —>

3

Wendepunkte bei (i%\/é‘ + g\/ée_2> ~ (+1,22] £1,37) und (0]0).

2. (a) Mit 1 =z, 9 = 2+ Az, tanp = f'(z) und tan(p + Ap) = f'(x + Ax) folgt (Ap

30



2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

kann auch negativ sein, R aber muss positiv sein):

VAZ2 + Ay?

tan(p + Ap — @)

. As .
= lim —— = lim
Ap—0 [tan Ap|  Az—0

R(x)

Azy/1+ (%)2(1 + tan ptan(p + Ayp))
= lim =
Az—0 tan(p + Ap) — tan

() 0+ @ e+ aa)
= A Uz =
_|VIHTEPA+ F@A)| D+ @)

f"(x) |7 ()]
1
B = )

(b) Zunéchst einmal gilt fiir den Betrag von A

sin || = % =a- |k(z)|

A < 0 bedeutet Rechtskurve, d.h. f”(z) < 0 und umgekehrt; das Vorzeichen von X ist
also gleich dem Vorzeichen von f”(x) und damit auch dem von k(x):

sin A = a - k(z)

Mit f'(z) = Z cos (l x) und f"(x) = —7T—2 sin <1 . x) folgt

3 30 90 30

—272¢in (% . x)

AMz)=a- k(z) =

N

45 [1 + %2 cos? (% . x)}

Maximaler Lenkwinkel: A\ ax = A(45) =~ 26,0°
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

A30

25 VASHEEAN

20 7 \

15

10 / \

(a) Substitution: z =t — 2002 =
f(x) = —4(a® 3z —3) +4=—
f(z) = —(4a® — 922 ~3), f'(x)
Wendepunkte bei 1 =0 und x5 =
bzw. t; = 2002 und to = 2003,5

(b) Am Wendepunkt von f hat die Neuverschuldung f’ ein Extremum. Die Neuverschul-
dung ist minimal bei 1 = 0 bzw. t; = 2002 und maximal xo = % bzw. to = 2003, 5.
Ist das Maximum iiberschritten, also nach t5 = 2003, 5 sinkt die Neuverschuldung, der
Schuldenzuwachs also abnimmt. D. h. die Schulden wachsen langsamer, die Schulden
nehmen aber zu!

=

(z* — 323 — 32 +9)
—1(122% — 182) =

[l oo

[\ [GN]

(a) Wendepunkte bei zyy = —

> W=

(b) Wendepunkte bei zy = —5 = k= -3z =
flaw) =23 -3z - 2+x=-22%+x
1

(c) Wendepunkte bei zy = —g7 = k = —5; =
Flaw) = — o + o 4o 2?4 o
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d.

(a)

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Wendepunkte Wi (1] — 8), Wa(—4| — 513)
t1(x) = —24x + 16, ta(x) = 226z + 391

S(—1352)

(1 1), (1| ~2) wiomn w2 (] 148). w5 (-5 | - 15)

1 (§E ]398 (8| - 2y8) oo (4 | 198) (4| -345)
1 (375 | = ). 7 (- o | -t ) o wa (43 | 5 )

[\

kein Extremum, kein Wendepunkt,

lim f(z)=1 lim f(z)=-co, lim f(x)=

T—t00
(\/7‘ 2§/7> Wi <\/_‘ ) kein Wendepunkt bei (0]0)!!
hm —O lim f(z)=—o00, lim f(z)=o00
S0 r——1-0
H ({3 ";1@)7%("2—2 why/a)

kein Wendepunkt bei (0/0)!!
RS =0 fim )= oo, iy () =

N1 (=2[0), Na(=1,4510), Ny(3,45/0),
Extrema: T'(—1,73| — 0,39), H(1,73]20,39),
Wendepunkt W (0[10)

N1(—2,5/0), N2(1]0), N3(3]0),
Extrema: H(—1,11[24,11), T'(2,11] —9,11),
Wendepunkt W (0,50|7,50)

N1 (=3[0), Na(-0,58]0), N3(0,58]0),
Extrema: H(—2,05/11,03), T(0,05 — 3,03),
Wendepunkt W (—1,00/4,00)

N1(2]0), Extrema: H(0,07] — 1,97), T(1,27| — 5,44),
Wendepunkt W (0,67 — 3,70)

N1 (1]0), Na(—1,67]0),

Extrema: H(—0,78|8,43), T'(1]0),

Wendepunkt W (0,11]4,21)

N1(=1,62/0), N2(—1]0), N3(0,61]0),

Extrema: H(—1,33|0,19), (0| — 1),

Wendepunkt W (—0,67| — 0,41)
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10.

11.

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte
(a) t(z) =2z 413
8

(©) tx) = —x +7
(d) ta) = <1—i>-x L

3a "~ 27a2

1. Fall: a < 0: Fiir steigendes a, wird die Steigung der Tangente grofler. Die Tangen-
tensteigung ist immer > 1. Der y-Abschnitt wird fiir steigendes a kleiner.
2. Fall: a > 0: Fiir steigendes a, wird die Steigung der Tangente grofler. Die Tangen-
tensteigung ist immer < 1. Der y-Abschnitt wird fiir steigendes a grofier.

(0 t(ﬂﬁ):<—l;—2+1>-x—g—i+l

1. Fall: b > 0: Fiir steigendes b, wird die Steigung der Tangente kleiner und der y-
Abschnitt ebenfalls kleiner.

2. Fall: b < 0: Fiir steigendes b, wird die Steigung der Tangente grofler und der y-
Abschnitt kleiner.

(n t<x>=<—1+c>.x+%

3 27
Fiir steigendes ¢, wird die Steigung der Tangente grofier und der y-Abschnitt bleibt
unveréandert.
b? b3
(g) t(x) = <—3—a+c> -x—w—i-d
(a) fz) =—g(z+2)(z+1)(z - 3)
(b) f(a)=—3F(x+3)(x 1)
(©) @) = ~i(z—3)?2+2
(d) f(z) = —623+ 272 — 362 + 16
() f(z) = —qga* — 527

Fiir x < 0 kann die Bahnlinie mit fj(x) = 0 beschrieben werden.
Bedingung fiir die Bahnlinie:

F(0) = f'(0) = f"(0) = 0 (1), k(x) o (1)

Ansatz fiir z > 0: fo(z) =a+br+cx? +ded +ext+.. =
fo(x) = b+ 2cx + 3dx® + dex® + ...,  fY(x) = 2¢ + 6dx + 12ex? + ...

Aus (I) folgt a = b = ¢ = 0. (II) kann mit diesem Polynomansatz nicht exakt erfiillt werden,

6dx + 12ea” + ...
da man mit obigem Ansatz k(x) = v lser - erhiélt.

(1+ (3dz? + dex3 +...)2)2
Fiir kleine z ist jedoch f’(z) sehr klein und kann vernachlissigt werden. Man erhilt k(z) ~
f"(z). Fiir diese N#herung liefert fo(z) = da? eine Losung.

34



12.

13.

14.

15.

16.

17.

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

1
Bestimmung von d (Einheit: km) aus — = k(x) =~ f”(z) = 6dz:

r
k(0.2) ~6d-02 =1 — d =2

Betrachtung der Abweichung von der exakt berechneten Kriimmung bei z = 0,2:

6 -
(14 (3-

0,2 !
.0’22)2)% - 1,015

k(0,2) =

oot [Odlut

Bei x = 0,2 wird der Kriitmmungsradius von 1000 m nicht exakt erreicht. Dies macht sich
in einem kleinen Ruck im Zug an der Ubergangsstelle bemerkbar. In der Praxis werden
solche Abweichungen toleriert, da der entstehende Ruck geringer als das iibliche Riitteln

des Zuges ist.

f)=v3+bv*+cv+d=0, f'(u) =3u?+2bu+c=0, f'(u) =6u+2b=0, f"(z) =

0 =
b= —3u, ¢ =3u?, d=3uw?® — 3uv—v3
Bedingungen:

f(0) =0, f(0) =0, f(2) =0, f(2) =0, f'(2) = —4

= f(z) = 2" — 523 + 622

P(z) = (z —x1)" - Pi(x) mit Py(z1) #0
P'(z) = (z —21)" "' Pi(z) + (2 — 21)" - P{(2)

Da der zweite Summand von P’ fiir x = 21 null ist, muss es auch der erste Summand sein;

das ist aber nur fiir » = 2 moglich.

fz) =

> —r—4 firz<?2 (=) 20 —1 firez <2
xTr) =
2?2 —bx+4 firz>2 2z -5 flirz > 2

rel. Minimum bei (0,5| —4,25) und (2,5| —2,25).
f2(2) =3 und f (2) = —1, d.h. rel. Maximum bei (2| —2).

1
(a) xzoo =0, 2o, = o fir k #0 Tog

L1k

Lok

0,000
0,318
0,159
0,106
0,080
0,064
0,053
0,045

1
=05+ 2k)1

1
Y% T A5 2k)n

N O TR WD O
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0,637
0,127
0,071
0,049
0,037
0,030
0,025
0,022

0,212
0,001
0,058
0,042
0,034
0,028
0,024
0,021



2.5 Wirtschaft

0,08

0,06

\ N ; f\\”
//
/

A
/ \ 0,02
\. Y
N JZ8N
/ X
AALJ,\_ Y
0,2 —0,1 ° 0,1 0,2

2 < < 2 : 2 <1 <1 2
(b) z* £ f(x) £ 32° = gl;_)nbx :i%f(x):il—%?)x =
lin% f(z) =0= f(0), d.h. f ist stetig bei x = 0.
z—
f(z) > 0 fiir allex # 0 und f(0) =0 = absol. und rel. Min. bei (0]0).

1 1
(c) f'(r) =4z +2xsin— — cos —
x x

(@) F(0) = tim "2 2EE0E) —0

0
h—0 h

1
4 2xsin — — — fi 0
(e) f'(z) = v 2wsn Py H? 7 , aber lim f/(x) existiert nicht.

0 firz =0 z—=0

f ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist bei = 0 unstetig!

1 1
Da zsin — fiir |x| < 1 gegen cos — vernachlissigt werden kann, wechselt f’ in jeder

noch so kleinen Umgebung von 0 unendlich oft das Vorzeichen!

2.5 Wirtschaft

1. Gewinn: G(z) =z -n(z) — K(z) = —107% - 2% — 0,003 22 + 132z
G'(r) =—-3-1082%2 - 0,006z +132=0 = x0= 20000 (2o = —220000)
n(xg) = 212, G(zo) = 1,36 - 105

2. (a) Bei zunehmender Nachfrage = nimmt der Angebotspreis a(z) zu. D. h. a(z) ist mo-
noton steigend.
Die Nachfrage = nach einer Ware nimmt zu, wenn der Nachfragepreis n(z) sinkt. D.

36



2.5 Wirtschaft

h. n(x) ist monoton fallend.
Bedingung fiir Verkaufspreis: a(x) = n(z)
Graphische Losung: a(z) und n(x) zeichnen. Der y-Wert des Schnittpunktes der Funk-
tionen ist der Preis.
Rechnerische Losung: a(x) = n(x) nach x auflésen. Der zugehorige Funktionswert ist
der Preis.
i 2=682=y=52
i =697 =y = 40
iii. x =3,8=y=127
iv. 7 =283 = y = 866
v. £ =15,68 =y =270
vi. x = 12,06 = y = 284

In allen Féllen liefert die Gleichung zwei Losungen, von denen marktwirtschaftlich
nur eine Losung sinnvoll ist. Durch Runden der Zwischenergebnisse sind kleine Ab-
weichungen im Ergebnis moglich.

Bei lebensnotwendigen Giitern wird sich die Nachfrage weniger verdndern, als bei
Luxusgiitern.

Betrachtet man z. B. die Nachfragefunktion einer Ware, ist klar, dass eine Preiséinde-
rung von 5 DM bei einem Auto eine andere Bedeutung hat, als bei einem kg Butter.
Im Vergleich zum Preis eines Autos sind 5 € zu vernachldssigen und damit hat die
Preisinderung praktisch keine Auswirkung. Bei einem kg Butter hingegen haben 5
€ eine Bedeutung. Damit ist es nicht sinnvoll die Auswirkung als Preisénderung pro
Anderung der Nachfrage anzugeben, sondern zu relativen Gréflen iiberzugehen.

Az
_ T 1 n(z)  _ n(@)
f@) = A nm = A, TaerAe @ 7 w()
n(x) Az
ie(z)=1- %
i e(z) =1— 22
iii. e(z) =3 — 2
iv. e(z) =4 — 1%8;’2
v. e(z) =—-1—1z
vi. e(z) = -1+ 232

Preis fillt = Nachfrage x steigt.
U'z) =n(z) +an'(x) >0 e(z) = n2) < 1, da n'(z) < 0 und z > 0!

zn/(x)

e(x) >-1s 11:5:8) > 1o n(z) < —zn'(z),dan’(z) <0< U'(z) = n(z)—zn'(z) <
0. Also ist U(x) monoton fallend. Eine Preiserhthung reduziert die Nachfrage z und

erhoht damit den Umsatz.
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2.5 Wirtschaft

g
(8) Preiserhohung | Preissenkung
e>—1 e<—1
i 73300 0; 74
ii ]42%; oo ]0;4%[

i | ]y/135000 | ]0;y/13L]
v ]\/%;OO[ J0; \/%[

v - Rt
vi R* -

4. (a) U(z) = zn(x) = Maximum des Gewinns G(z) = U(z) — K(z) & G'(z) = 0 =
U'(x) — K'(z) und G"(z) = U"(x) — K" (x) < 0;
Maximum des Gewinns, wenn G(x) eine waagrechte Tangente hat.
(b) i G'(x)=480—6z,G"(z) = —6 < 0 = Maximum fiir z = 80, G(80)=19020, Preis
n(x) = 501,5
ii. G'(z) =58-0,8z,G"(x) = —0,8 < 0 = Maximum fiir z = 72,5, G(72,5)=6032,5,
Preis n(z) = 115
iii. G'(z) = 90 — 116z — 0,62%,G"(x) = —116 — 1,2z = Maximum fiir z = 0,77
(die zweite Losung der Gleichung ist nicht sinnvoll, da < 0!), G(0,77)=32, Preis
n(x) =54
iv. G'(z) = 480—222—0,32%, G” (x) = —22—0,62 = Maximum fiir x = 17,596 ~ 17,6
(die zweite Losung der Gleichung ist nicht sinnvoll, da < 0!), G(17,6)=4195, Preis
n(x) = 289

5. Gewinn: G(z) =z -n(z) — K(z) = —107% - 23 — 0,003 2% + 1322
G'(x) = -3-10822 - 0,006z +132=0 = 9= 20000 (o = —220000)
n(xo) = 212, G(zo) = 1,36 - 10°

6. (a) Kp(x) nach x ableiten und gleich Null setzen liefert zwei Losungen, von denen nur
eine sinnvoll ist. Fiir diesen Wert ist K7, > 0.

i. =10,Kp(10) = 80
i, z=94,Kp(9,4) =17
(b) Kp(a) = &l _ K@) _ K@ Ko@) _ o o K(2) = Kp(a).

€T x "
= =EB 5 g

T

Minimum, wenn Kp(z)

(¢) K(z)' = Kp(x) verwenden! Die Gleichung kann durch raten gelést werden.
iox=2Kp(2) =19

i 2 =3,Kp(3) =755

i, x =5, Kp(5) = 120
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2.6 Kurvendiskussion

7. (a) 238DM, 2928 DM, 13058 DM, 16 562 DM, 46 046 DM, 55136 DM
(b) 1,8%, 12,7%, 23,3%, 25,1%, 35,4%, 37,8%
()
(d) Bei Ehegatten sind nur 32376 DM zu zahlen.

8. (a)

0
f(z) =
0,53z — 22842

86,63 - 107322 + 0,2381362 — 2993,26
151,91 - 107822 4 0,165451z — 970,93

falls x < 12096
falls 12096 < x < 55728
falls 55728 <z < 120042
falls x > 120042

(b) f(zx) ist unstetig fiir z = 12096, x = 55728 und x = 120042, sonst stetig.
g(x) ist unstetig fiir 12096 + k - 54 mit k € Zo, sonst stetig.

()
0

falls

Fla) = 173,26 - 10~52 4 0,238136  falls
) 303,82-1078z +0,165451 falls

0,53

2.6 Kurvendiskussion

2.6.1 Diskussion einzelner Funktionen

1.

falls

cosz (1 —sin’z) cos’z

x < 12096
12096 < xz < 55728
095728 < x < 120042
x > 120042

COS2 xT

—_———

(a) f(z)
T 3
— -3~ 2,60
6 2\/— ’
s 1
— — =~ 0,167
3 6 ’
T
— 0
2
2
Tl 2~ 0167
3
)
T 23~ —2,60
6
(b) I <—sinm— i C) = —cCcosT —

39
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2.6 Kurvendiskussion

(c) Nullstelle von f bei o = % und f(z) < 0 fiir z €]F, %]:

2 1
] — [—sinx —

oT
6

flx)dx = [—sinx -

sin x

A:/gf(a:)dx—

s
2

=-1 1+1+2 (1 2+1+1)—1+1—1
- 2 2 22

2. f(—z) = f(xr) == Symmetrie zur y-Achse

2

z 1 X
i) ¢ 3,3 g8 33 7

M

rog = £24/21n3,3 ~ £3,09

A [0 =1
33 2
f(x) = 10 e E

2 .2
f(z) = % <1 - %) e 8

f/(0) =0und f”(0) >0 = Tiefpunkt bei T (0| — 2,3)
f”(gj) = 0 f— To = +2

33/ 3 3 22 33 2 22
f”’(m) _ o <_Zx + f_6> e 8 = 160 <—3+ %) re 8

f/(£2) =0und f"(£2) #0 == Wendepunkte bei W1 o <i2‘ 1-— i))/%)
e

——
~—1,00
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2.6 Kurvendiskussion

1
flz)=0 = =zp=—(1-¢?)% ~—0,983121

Definitionsmenge: 23 +1>0 = Dj =] —1;+o0|
li = —00, li =
o im f(z) = —o0 lim f(z) = +o0

f/(x) =0 = z1=0

In ganz Dy gilt f/(z) 2 0, f ist also in ganz Dy monoton steigend. Also Terrassenpunkt
bei T (0]1).
2z(x3 +1) — 22322 z(2—23)

f(x) = (3 + 1)2 T (@112

f,/(,l?) =0 fir To1 = 0 und T = \:75

—l<x<Tor |91 <T <X | X9 <
T - + +
2—1° + + -
O - -

Also VZW von f” bei 291 und x99, d.h. Wendepunkte bei T (0]1) und W (\3/5‘ % In3+ 1).

f(z) —g(x) zlln(ﬂzg’—{—l) —lnxzéln(azg’—{—l) —llng;3:

3 3
1 22+1 1 1
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2.6 Kurvendiskussion

L 0,03
—<e” =1
3
! 3,2
v 003 _1

4. Diskussion von f:

1 1 1
Nullstelle: 7oy = 2 lim f(z)= lim —- (— - 2> = (0" (=1)=0"

lim f(z) = lim ~ (L —2) = ((400) - (+00)) = +
1m €Tr) = m — - —_ — = ) - 0 = 0
r—0+ r—0+ T €T

f@)=-SF+5="r" fl)=0 = zp=1
6 4 6 —4x 3
f//(g[j) = F — ﬁ = x4 , f//(x) =0 — aij = 5
(1) =2>0 = Tiefpunkt bei (1| —1).
24 12 120 — 24
n _ == e _ -/ 27
f (1‘)— 565 43 $5
64 3 8
n —- " Pb e
[ (xs2) 81750 = WP bei (2‘ 9>
X
() /1 2V ar=[-L ome] =L omri242ml
T) = - — = =|—=—=2ln =—— -2z n—
g 21 ¢ Lo 2
2

N

1
g(x) =2(1-In2) — — —2Inx
x

Diskussion von g:

1
Untere Grenze der Integralfunktion ist Nullstelle: x4 = 3 lim g(z) = 400

xr—r 00
. . Inx . % . _
lim zlnz = lim - = lim T =—Ilim =0
z—0t z—01 s z—0t -2 z—0t

lim g(xz) = lim [2(1—ln2)—l (1—1—2&1&1_@)] = (2(1—1n2)—0i+> = —00

z—0t z—0t x
—0

42



2.6 Kurvendiskussion

1
gx)=flr) = myg=x50= B Y1
g"(xlg) = f’(azlg) =-8<0 =
HP bei (3]0)

9" (x)=0 = zp=zp=1 0 / I p
g///(xgz) _ f”(l) —240 — X

WP bei (1|1 — 2In2) ~ (1] — 0,39) |
flx)=g(x) =
2

1
=2(1-In2)———2Inz
T

1

72

. . . . . 1

Der erste Schnittpunkt ist die Nullstelle beider Funktionen: 1 = 3

Zweite Nullstelle mit dem Newton-Verfahren:
1 1
hw) = g(z) = f2) =2(1 =In2) + — — — = 2Inz =0

h(zy) 21-In2)+1- L% —2Inz

=z, —
L 2 _ 2
—mtmE Tz

T [3 = 2z + 222 (-2 4 In2x,,)]

Tl = 2 —x, — 222

X1=15

X9 =1,521091763

X3 = 1,521148687

X, = 1,521148688 = x5

) o
1 1
A= [ (o)~ f@)tz = [ (za “my et Lo zm) dr =
x1 1

1 2
= [2(1—ln2)x—|—lnx—|———2x(lnx—1)} =
x

1

2

1
=2(1-In2)zo+Inzy+ — —2z2(lnze —1) —4+1n2 = 0,4697
x2

5. (a) lim f(x)=(0+00) =400

T—00
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2.6 Kurvendiskussion

1 1 z—1
/
(b)f(l“)——ﬁ P y
f,(x):() = =1
2 1 2—z
" _ _
Fla)=—m-—5=—3 2
ffz)=0 = x9=2
f/1)=1>0 = TP bei (1]1)
1
6 2 2¢ — 6
@)= -Gt m =
1
') =-3#0 = -

WP bei (2|3 4+ In2) ~ (21,19)

(c) g(m):/<%+lnt> dt =[Int+t(lnt —1)]f =lnz+z(lnzx—-1)—Inl1-1-(In1-1)

g(z)=1—z+ (1+2z)lnz mit ¢(1)=0

(
1 1 3.1 1 3
@ ai=lo(3)]= |5+ 3y =[5 3m2

In8—1
= ns ~ 0,53972
2
— () — _ B Ay
As =¢g(2)=-14+3In2=I8-1=24; = T =9
1
(a) 250 =0, lim f(z)=(-00-00)=—00
lim f(z)= lim 2 <§) = lim 1 — ot
T—00 z——o00 e o0 r——o0 T
(b) fl@)=e"—ze™™ = (1—a)e” vi
f/(.%') =0 = Ty = 1
f”(fL') - _2671‘ + "L'eix — (x _ 2)6733 ) 1 5 -
f//(a',‘)zo fr— ij2:2 B
1
f'(1) === <0 = HP bei (1]
f'(@)=3e"" —ze™ = (3 —x)e”
1
fm(2) _ - 40 —

WP bei (2| %) ~ (2/0,27)
(¢) Zu zeigen ist ¢'(z) = f(x) und g(0) = 0 (Untergrenze).
Jx)=—-e"—(z+1)(—e")=—e"+ae " +e T =xe ¥ = f(1)
g0)=1—0+1e"=1-1=0
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2.6 Kurvendiskussion

d) g(z)=f(x) = zpa=x50=0 Yo
' (x)=flz) = zp=zp=1
g'0)=f(0)=1>0 — '

TP bei (00)
FH=f')=—2#0 =
WP bei (1]1) -

() lim g(z)=1- lim

T—+00 z—+oo et

Die Fliche zwischen Gy und der z-Achse im Intervall [0, 400 ist 1.
G4 hat die waagrechte Asymptote y = 1.

7. f(x):%-(x—él):O — 101 =0, zp=14
3
Jim @) = im0 =) = (o0) - (-50) = 00
1.3
i fe) = lim [ - 0)| = (o) - (+00) = o0
1133 1132 .172 .172 X
Fa)=5 -0 =T =), fa)=" 3= -2
f’(m) =0 — I11 = O, T12 = 9, f”(m) =0 — T91 = O, Tog = 2

f(x) >0 firz>3und f/(z) S0 fiirx <3 =
f streng fallend in | — oo; 3[ und f streng steigend in |3; +o00].

f(z12) = 0 und f"(z12) = g

f"(x)=3x—-3=3(x—1)

f'(z11) =0und f"(z11) =0 und f”(z11) = —3#0 = Terrassenpunkt bei F (0]0)
"(x22) =0 und f"”(z22) =3#0 = Wendepunkt bei W (2] — 2)

>0 = Tiefpunkt bei T (3‘ %)

flz)=—-2 = g(z)=2"—42%+16 =0, eine Losung ist X; = 2, die zweite Losung
findet man mit dem Newtonverfahren:

9(zy) xy —4x) + 16 20 = 3.5
Tpn+1 = Tn — —; =Tn — T, 3 5.5 ’
g'(xn) day — 1227 21 = 3721938776
X, ~ 3,678573510 2y = 3680359091

x3 = 3,678576718
x4 = 3,678573510
x5 = 3,678573510

45



2.6 Kurvendiskussion

Y6

-3 42 1 5 633
8. f(—x) = f(x) = f symmetrisch zur y-Achse
2
f($) = % . ($2 — 8) =0 — o1 — 0, To2 = —2\/5, o3 = 2\/5

lim f(z)= lim [% (2? - 8)] = ((+00) - (+00)) = 400

z—+oo w00

fl@)=2"—dz =2 (2*—4), f'(x)=32>—-4, f"(z)=6x

fl(z)=0 = x11=0, x12=-2, x13=2

ff(2)=0 = a0 =0, z=-3V3, z3=3V3

f(x11) =0 und f"(z;1) = —-4<0 = Hochpunkt bei H (0|0)

f(x13) =0 und f"(z13) =8 >0 = Tiefpunkte bei Ty o (£2| —4)

f"(x92) =0 und f"”(x92) =4v/3#0 = Wendepunkte bei Wi (:I:%\/g‘ - %)

fz)=-2 = a*—8z% = —2 hat die vier Losungen x = +1/4 + 2v/2.
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2.6 Kurvendiskussion

y
2
1
- 1 2 3
€T
9. f(x)=0 = 01 =2 (durch Probieren)
1 ) 1
f(x) (x—2):4x2—1x—§ = 2es=5* V33
? 7 8 4
i = i [T (1D )| =
—1
3 7 3
/ 2 " "
=22 r49 =2y = _ 2
o) =G0t~ so k2, fe)=Se—1, [0 =
/ 2 i 7
f@)=0 = =3 r12 =4, fia)=0 = T21 = 3

2
Da der Graf von f’ eine nach oben gedffnete Parabel ist, folgt f'(z) > 0 fiir x < 3 und

2
m>4,f’(m)<0fﬁr§<w<4 =

2 2
f streng steigend in ] —005 3 [ und |4; +o0], f streng fallend in } 3 4 [
, , 5 o [2]44
f(xz11) =0 und f"(z11) = 3 <0 == Hochpunkt bei H 3|27

)
f(z12) = 0 und f"(z12) = 5> 0 = Tiefpunkt bei T (4] — 3)

f(xo1) = 0 und f"(x9;) = ; #0 = Wendepunkt bei W <g‘ - %)
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2.6 Kurvendiskussion

-1 1

10. Einzige Nullstelle bei zy = 0.
lim f(z)= (2> = +o0

T——00 0+

i 0= () = i = () = i e =

fla) = 2?1

fl(x) = 2ze! ™" — 2%e!7% = (2 — 2)e!™®

f(x) =2e17% — 2ze! ™% — 2% 4 2% = (2 — 4z + 2?)e!®

() = —2e'7" — 4" dael T 4 220! T — 2% = (=22 + 62 — 6)e! 7
flz)=0 = 211 =0, z12=2, f'2)=0 = 22 =2-V2, z0=2+2

Da der Graf von z(2 — x) eine nach unten gedffnete Parabel ist, folgt
flx)y<0firz<Oundz>2, f() >0fir0<z<2 =

f streng fallend in | — 0o; 0] und |2; +o0], f streng steigend in ]0;2[.
f'(z11) =0und f’(z11) =2 >0 =  Tiefpunkt bei T (0|0)

f'(x12) =0 und f"(x12) = —2¢' <0 = Hochpunkt bei T <2

)

Da der Graf von 2 — 42 + 2 eine Parabel ist, liegt bei den Nullstellen von f” ein Vorzei-
chenwechsel vor, d.h. Wendepunkte bei

W, (2 - \/5' (2 - \/5)26_1+\/§> und Wp (2 + \/5' (2+ \/5)26_1_\/5>
0,59 3,41 1.04

)

Alternativ iiber dritte Ableitung:
F@a) = —2v2e7V2 20 und  f7(wm) = 2V2e71TV2 £0
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2.6 Kurvendiskussion

Y6
5
4
3
2
H
1 W
Wy
-1 T 1 2 3 4 5 6,
11. Einzige Nullstelle bei zg = 1.
—00
1. = _ —
i 10 = () ==
20
i e A
20(1 = 2Inx 20(—5+6Inzx 40(13 — 12Inx
f/(l') — ( xg )7 f”(l’) — ( x4 )7 f”/(.%') — ( x5 )

f(z)=0 = zo=Ve, fl(z) >0 = z<,e =

f streng steigend in ]0; /e[ und f streng fallend in ]\/e;+o00[ —

Hochpunkt bei H <\/5

10
_> ~ H (1,65|3,68)
(]

5
6

@) =0 = ap=es, fl(x)>0 = z>ef =—

f rechtsgekriimmt in 0; e%[ und f linksgekriimmt in ]e%; +oo[ =

ot

Wendepunkt bei W <e%

0
ge_%> ~ H (2,30/3,15)
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2.6 Kurvendiskussion

Y4

22 —dz+4  (z—2)?

12. f(z) = 3 3 Dy =R\ {3}, Nullstelle bei o = 2
) ) r—4+7 . (1Y
L f@) = g e = e xh%&f@)—(o—i)—ioo
1

Polynomdivision = f(x):x—1+—3 =—> Asymptote: a:z =z —1

x_
2
i rT—6x+38 N 2

flz)=0 = z211=2, x12=4

f"(z11) =-2<0 = Hochpunkt bei H(2]0)
f"(z12) =2>0 = Tiefpunkt bei T (4]4)
Keine Nullstellen von f”, keine Wendepunkte.
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13.

14.

15.

16.

2.6 Kurvendiskussion

n D
L —

w

a) f(x) = f(—=z), also achsensymmetrisch.

(
(b) t(z)=—-3x—-9
(

o~

(c) a=459°
d) Ni(=3[0), N2(=1[0), N3(1[0), Na(3[0)
(e) Maximum bei P(0|%), Minima bei Q(—+/5| — 1) und bei R(v/5| — 1)

)
)
)
)
)

(a) keine Symmetrie
(b) Minimum bei (3]|0), Maximum bei (1|4), Wendepunkt bei (2/2)

(a) achsensymmetrisch
(b) N1(2]0), No(=2[0), N3(v/20/0), Na(—v/20/0)
(¢) Maximum bei (0]4), Minima bei (/12| — 3%)

(a) Dx =[5
(b) it (~o2sl0), S ¢ (5210)

o1



2.6 Kurvendiskussion

(d) fy: Maximum bei (\/i—tgli’)\/l + 12)
f—: Minimum bei (—\/%| —5V1+2)

senkrechte Tangenten bei x = £5

(e) fi(x) <0, also fi immer rechtsgekriimmt.
/7 (x) >0, also f_ immer linksgekriimmt.

om 3
17. Nullstellen: —E, E, E, —7T, o
262 6 2
f(x) =2 cos2x +sine = —4sin?z +sinz +2=0 =—
sinx:%i@

Waagrechte Tangenten bei —0,202 7, 0,319 7, 0,681 7 und 1,202 7.

18. (a) 21 =0, z9)3 = = (—b=+ Vb2 — 4da),
eine Nullstelle, wenn x5 /3 nicht existiert, also wenn a > %bz

zwei Nullstellen, wenn xo = x3, also wenn a = ibz
drei Nullstellen, wenn x5 und x3 existieren und verschieden sind, also wenn a <

(b) f'(z) =3az? +2bx+1 =06 245 = L(—b+ Vb2 = 3a)

keine waagrechte Tangente, wenn z4/5 nicht existieren, also wenn a > %bz

W=
S
N

eine waagrechte Tangente, wenn x4 = x5, also wenn a = %bz
zwei waagrechte Tangenten, wenn x4 und x5 existieren und verschieden sind, also
wenn a < %bz

b 2b° b
(C) TW = 734 YW = 37,2 — 34
(d) Yw = %bxzzu + Xy

(e) f(z) =323+ 22% + z, N1(0]0), Nao(—2/0), N3(—2|0),
E1(—0,30] — 0,14), Eo(—1,48|0,47), W1(—0,89/0,16)

19. (a) Fiir x gegen minus (plus) unendlich geht der Graph von f(x) gegen minus (plus)
unendlich. Der Graph kann kein, zwei oder vier Extrema haben. Der Graph kann
einen, zwei oder drei Wendepunkte haben.

(b) f'(z) = 52t — 202% = 523 (2 — 4), f"(x) = 2023 — 6022 = 202%(z — 3) =
Maximum bei H(0[1), Minimum bei T'(4] — 255), Wendepunkt bei W (3| — 161)

52



2.6 Kurvendiskussion

x5 = 0,694204, 6 = 0,6942032

20. (a) f(z) = ~(x +2)2(x —4), lim f(z)=too

8 Tr—Fo00
(b) fix) =507~ 5 = S(a — )

f steigend in | —oo;—2[ und in | 2; 400, fallend in | — 2; 2.
Relatives Maximum bei (—2|0), relatives Minimum bei (2| —4)

3
(c) f"(z) = 1% Rechtsgekriimmt in | — oo ; 0, linksgekriimmt in ] 0; 400 |

Wendepunkt: (0| —2)

(d)
y 4
6
4: p
2 p
—=4 -2 5 .—:
21. 3 ; | ;
oy 4z —2) 2] N -
(a) f(z) = (22 —4x +5)2 - @//
. 1F 1. \
waagrechte Tangente bei (2]1). i / -y
1+ 372 0 7
Ry = 2P ~ /
© 12-m="T2 ro4n) N
0 1 2 3 1 5
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2.6 Kurvendiskussion

/

22. 3 ; ; N
;o —3(at+4x+3) ' f(z)
(2) fi(z) = (22 +4x+5)2 27 A
. {o
waagrechte Tangenten bei A f'i
(=3 —0,5) und (=1]2,5). / f,./
I f
3h L /
(© 1=f(2=h) = i
-5 -4 - -2
= f(-2+h) -1 v

23. (a) Dy =R, Nullstelle: zg =1, lim f(z) =17

x—rFo0

(b) Gy symmetrisch zu Z < f(-h)—1=1— f(h)
= [+ f(=h)=2

(1-h? (14+h)?

= Ty 1+ h?
= 2=2
! o 2 (1 B x2)
(c) fi(z) = Tt aR
waagrechte Tangente bei (—1]2) und bei (1]0)
(d)
© g - L@ Q-0+

T2 f@ -a| (a2
(f) lim ¢'(x) = i%\/i (Spitze von g bei z = 1)

r—1t

24. (a) Dy =R\ {g} Nullstellen: —5771., —3%, _%, 3777, 5777, 7777

(b) f<g_h>:(:os(_%h—h) :COS(%}L+h) :f(z-i—h)

0

cos T <0> de V'Hospital |, — sin &

-1 ﬁirx:%

< _{f(x) fir z € Dy

o4

=2



2.6 Kurvendiskussion

10 |

\\ ’/'
—3m

Fiir die Nullstellen von f’ gilt rechts
von 7 die Ndherung z;, < k, und
zwar umso genauer, je grofler x ist.

2
25, (a) f(1+h):f(1—h):22—ﬂ
(b)

12(x — 1
(=1) = waagrechte Tangente bei (1|7)

(c) f'(=) = @t 2R

2
%. (a) f(24+h) = f(2—h) = Zz—ﬁ

(b)
—> waagrechte Tangente bei (2[4 )

6(z —2)
! e S A—
(© J@) =~ gy
lim =400, lim =+
r—Eo00

27. Df=R\{-1
@ Dy =RA\{-1}, I
(b) f'(x) = M waagrechte Tangenten bei (0|0) und (—2| — 4)
- (.’E + 1)27 g g
f streng steigend in | — co; —2[ und in | 0; 400 |
f streng fallend in | = 2; —1[ und in | — 1;0]

(d) f(-1+h)+2=f(-1—h)—2
lim f(x) =07

28. (a) Dy=]—-1;1], x~>l%§11)+ f(x) = +oo, Jim

-1
b) f(x) = , lim f'(z) = —o0o0, lim f'(z) = —o0
(b) @) (14 2)VI =22 a=(-DF (=) Jm f(e)
29. (a) Dy =R, Nullstellen von f: g1 = —1, xg2 = 3, Erf f(z) =40

95
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2.6 Kurvendiskussion

(b) f'(x) = %(CE + 1)%(z — 2), Nullstellen von f’: z1; = —1, x5 = 2
() £0in]—o0; 2], f/(x) 20in [2; +oo], rel. Min. bei (2] —2,7)
(c) f'(z) = g(.%' +1)(x — 1), Nullstellen von f”: w91 = —1, 299 = 1
f(z)>0in]—oo; —1[und in ] 1; 400, f’(z) <0in] —1;1]
Wendepunkte bei (—1]0) (Terrassenpunkt) und bei (1| —1,6)

30. (a) Dy =R, Nullstellen von f: zg1 = =3, zg2 = 2, lirjrtl f(x) = +o0
Tr—r00

1
(b) f'(x) = 10(1‘ — 2)3(z 4 2), Nullstellen von f': 217 = —2, z19 = 2

f(z)20in]—o0; —2] und in [2; 400, f/(z) £ 0in [-2; 2]
rel. Min. bei (2]0), rel. Max. bei (—2|5,12)

(c) f'(z) = %(m —2)?(x + 1), Nullstellen von f”: 291 = —1, 299 = 2
f(z)<0in]—o0; —1[, f"(z) >0in] —1; +oo|
Wendepunkt bei (—113,24), das Minimum bei (2|0) ist ein Flachpunkt.

31 (a) Df:R

(L2 = 13,12 i <
(33: x) r=—gr°+gx°—z firz =0
23 x?

—x firz>0

>0 L 1 x
x DT :c——a:— =z ||l —2=
9 3
3
2

Nullstellen bei zg; = 0 und zp2 = 5(1 + \/5) ~ 4,85
(b) fist in ganz R stetig.
fl(z) = {_%ﬂm%w—l =—3[@-1)?+2] firz=<0

%xQ—gx—lzé[(x—l)Q—ll} fiir x > 0

lim f'(z) = lim f'(x) = —1, d.h. f ist in ganz R differenzierbar.
xz—0*t x—0~
(¢) fl(xz)<0firz<3, f(3)=0, f'(x) >0 fiirx >3 —
relatives Minimum bei (3| — 3)
—%x—{—g: 2(x—1) firz <0

(d) f”(fﬂ)Z{ ATy

2z-2=2x-1) firz>0
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2.6 Kurvendiskussion

f(xz) >0 fir x <0 und fir z > 1, f’(z) <0 fir 0 <z <1 = Wendepunkte bei
(0/0) und (1] = %)

() « | 2] -1] 2 | 4 | 5 |6
fla) [ 422144 | —244 | —2,22 | 0,55 | 6
A R
| | |
A Rt il Al S
| o
| | |
B I e e B A L
| | |
| | |
I S L L Y S
| o
I | |
L — — I\ = 4 - - -1 - L - _
0 T C
| o
L R U e A aT 7T T T T
| I |
| | |
I L A N
| C\
| | |
| I I
0
) fO)=-1 = t)=-z
F=-4 = ) =-H-te-1)=—tr+
Schnittpunkt von #; und t5 bei (%| — %)

32. NS: 201 =2 — V22~ —2,69, z02=0, x03 =2+ 22~ 6,69
lim f(z) =400

zFoo

fl(@) =323 —a? -3

f"(z) = 2% - 22 -3
(30— V)3 (~13+5v5)) ~ (~185] - 209

rel. Maximum bei (01]0)

rel. Minimum bei (3(1+ v/5)|3 (13 — 5V/5) ) ~ (4,85] —27,2)

Wendepunkt bei (1| — 33 ) = (=1] —1,083)

Wendepunkt bei (3| — &) = (3] —15,75)

rel. Minimum bei
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2.6 Kurvendiskussion

| &8

33. (a) f(x):g(x2—12x+36): (z — 6)? flz)=0 = 201 =0, 202=6

8
w)f%w::%ﬁ—3x+g::§¢ﬁ—8m+1@ Flz) =0 = 22— 8z +42=
—12 416
r11 = 2, 19 = 6, f! ist eine nach oben gedffnete Parabel —-
f(z) > 0 und f streng steigend in | — 0o; 2[ und in ]6; 00| rel. Max. bei (2[4)
f'(z) < 0 und f streng fallend in ]2;6[ rel. Min. bei (6]0)
3
(c) f'(x) = Vi 3 ff(2) =0 = zy=4 =

f"(x) < 0 und f rechtsgekriimmt in | — co; 4]
f

() > 0 und f linksgekriimmt in |4; oo| } — Wendepunkt bei (4]2)

x f(z) A
—05 | —2,64
0 0
1| 3,125
3 | 3,375
5 | 0,625
7 | 0875

8
x
2
6
8
x
4

4+

4 , |
f"(=) |
-1,5 1 | | 1 | ‘ |
+1,5 1 2 3 4 5 6 7 8
4
7w)
0,75
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2.6 Kurvendiskussion

2.6.2 Diskussion von Funktionenscharen
1. (a) f0725 = —1,2541'2 + 0,25
fos =—15%2%+05

fi= —z2+1
Nullstellen:
o= VO
(a+1)2
va .
Ty = CESIE fir a=0

keine Nullstellen fiir a < 0

(b)

¥ i a 4:63

A(a) = /fa(:c) de = Q/fa(:c) de = —% + 2az9 =
T1 0
2(a+ 1)4(1% 2a0\/a 4a3
T3’ (ar1)? 3asip
/ 4 3 3 . 4\/6 3 a

0 40) =gy [+ 0 ~2eko )] - s -5

Aa)=0 = a3 =0unday=3
Aus A(0) =0, A(a) > 0 fiir a > 0 und lim A(a) = 0 folgt, dass

a— 00
V3
Amax - A(3) == T
2. (a) Nullstellen von f: xo; =0, g2 = s y
fi(x) = —32% + 252 = (25 — 3x) C
2 Ky
Nullstellen von f': x1; =0, z12 = 55
2
fl(z) = —6x + 2s
1
fi(en) =25, fl(z12) =-25 =
(0]0) ist Tiefpunkt fiir s > 0 R 3
Hochpunkt fir s<0 1 fo I3
Terrassenpunkt fiir s =0 fi
<% %) ist Hochpunkt fiir s> 0 —9
Tiefpunkt fiir s <0 1
Terrassenpunkt fir s=20 -3
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2.6 Kurvendiskussion

2—7> =E(zglyp) = Ky:2p—>yp= %x%

_ 1y 3 _ 3<s x)
/ x—i—sx dox = x + x x 3 1
0

4 3
Nullstellen von F: Xg1 = 0, Xgo = %

Fy(x) = fs(x)
Nullstellen von F’: X117 =0, X195 = s

F(z) = fi(x)
F!(X31) = 0 mit VZW fiir s # 0:

(0]0) ist Terrassenpunkt fiir s # 0
Hochpunkt fiir s=0
FI'(X12) = —s2<0 =

(s

. _ 1.4
KF.xE%yE—ExE —2

4\ . .
%) ist immer Hochpunkt. 4

&:/Mwmzm@b%
0

keine Symmetrie

E3
F
1 2 3
1| P2
2
N(0]0)

Waagrechte Tangente fiir x = —t, sonst immer streng monoton steigend.
Fiir x < —t rechtsgekriimmt, fiir x > —¢ linksgekriimmt.

keine Extrema, Terrassenpunkt bei (—t| — 1t%)

_ 1.3
Yy =37

keine Symmetrie
Fiir [t| < v/3 strend monoton steigend.
Fiir [t| > V3 streng monoton steigend im Intervall

x €] — o0, ==Y GENE) —VE=3 o], sonst streng monoton fallend.
Fir z < ——t rechtsgekrummt und fir z > —%t linksgekriimmt.

Maximum bei z = == V3t2_ Minimum bei x = =tH¥E=3 éﬁ_?’ (fiir |t| < v/3 keine Extrema)
und Wendepunkt bei z = ——t
Fiir |t| = v/3 Terrassenpunkt bei z = i@

60



2.6 Kurvendiskussion

(d) y=-223+2+1

5. (a) f(—z)=—f(x), also punktsymmetrisch.
(b) N1(=V3]0), N2(0]0), N3(v/3 ]0)
(¢) fl(z) = (z—t)(z+1), also steigend fiir z €] — oo, —t[U]t, co[ und fallend fiir x €] —¢, ¢].
1" (x) = 2z, also rechtsgekriimmt fiir x < 0 und linksgekriimmt fiir 2z > 0.

(d) Maximum bei (—¢|2¢3), Minimum bei (¢| — 2¢), Wendepunkt bei (0/0), kein Terras-
senpunkt fiir ¢ # 0.

() y = —3a°
6. f’(x):Qx—% ) f/(.%'):() — xlz(g)g

win

Pa(z1|y1) mit y3 =3 - (g) , Kurve der Minima: y =3 - 2?2

7. fi(a) =n'(a) und f.(a) =n(a) = b=4a und c=—2d*
falz) = —22 + 4ax — 24?, Scheitel von f,: S, (2 a|2a2)

2
Kurve der Scheitelpunkte: g¢(z) = %
8. (a) fo(a)=h(a) und fo(a)=h(a) =
b=-2a—— und c:g—l—a2
a a

1 2
falz) =2 + <—2a——2> T+ = +a
a a

a | 50 | 20 ] 1,0 | 05 ] 041 04 | 05 | 0,7 | 1,0 | 1,56 | 2,0 | 40
zs | 4,98 | 1,88 | 0,5 | 1,5 | 2,73 | 353 | 25 | 1,72 | 1,5 | 1,72 | 2,13 | 4,03
ys | 0,20 | 0,52 | -1,25 | -6,00 | -12,3 | -7,27 | -2,00 | 0,39 | 0,75 | 0,62 | 0,48 | 0,25

g ist keine Funktion.

9. (a) D= Rar, o1 = O, To2 = 1

(b) f1(2) = == —na™, ay = (20)FT, g, = (20)FT (1—i>
n 2\/5 ) n s Yn

() +oc

(d) P1(0,25]0,25), Pa(0,552]0,650), f1(1) = =05, f4(1) = =35

10. (a) D=R", keine Nullstellen, lim f,(z) = +oc

z—0t
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2.6 Kurvendiskussion

(b) f1(1) = == — 2 2 = (20)3, g = & (20)3
SN
2 1
(c) P1<2§ %23>,P4(4|3)
(@) g(e) = 5V

11. (a) Dy, =R", lim f,(2) = o0, 11)111 fa(z) = 400

z—0t %S
, a’ 1
(b) falz) = ﬁ+ﬁ’ P, (a*[3a), g(z) =3z
(d) GgNGy, ={Pu} = fi(a®)=0
Jd(z) = 2\3/5, g'(aQ) = 52 =tan 30° = % — q= g\/g

2.6.3 Ortskurven besonderer Punkte

2
1. (a) Nullstellen: 249 = —=
a

im_fo) = (“EGE) = —senla) o0

T——00 0+

lim f@):(M): lim i:( “ ):0i

T—400 400 z—+00 2e% 400

(b) falz)=fo(z) = axr=br = (a—blx=0 = z=0(a#b)

Der gemeinsame Punkt aller Grafen ist also (0[1).

(©) fulw) = "IAT2 gy = IR gy = TS
B@ =0 = wa=""C =12 ) = -5 fulra) = 2
a>0 = fl(rs1) <0 = Hochpunkt bei H <“% %eQ_Ta>
a<0 = fl(zs)>0 = Tiefpunkt bei H (%;2 %62;(1)

) =0 = z4p= 2a =2 =2 %, I (2a2) = %eg - 0 —

Wendepunkt bei W <¥ ‘a62_612a>
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2.6 Kurvendiskussion

a 0,5 2 20 —4

La0 —4 -1 —0,1 0,5

Tal -3 0 0,9 1,5

3

f(za1) ez ~ 5,02 1 910% ~ 4,07 —9% ~ —0,446

Ta2 —2 1 1,9 2,5

e? 9 20

fwa) | 5 3,69 | 2~ 074 | 55 ~299 | -5z~ —0328

T
~
ol
Q
/,o
vl

-5 T -3 2 1 X
SR A
(e) fo5(0)=-0,75 =tana = o= —-36,87°

fip(0)=9=tanf = B =83,606°
Schnittwinkel: ¢ = 180° — (8 + |a|) = 59,47°

—{f
\
]

2 a 1 a 2-a e Tt

(f)fBl:l—g = 271 4 = y1=§eT:1_aCl =
g(x)zle:xx
(®) fa(@)=0 = m= 2aa— 2a Yo = f(ws) = ae”a" = 5 —2932 —x2
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2.6 Kurvendiskussion

Hohenschnittpunkt liegt auf einer Parabel.
he:x=cund hy:z — (1 —¢)-x

H liegt auf h. (= = =c) und auf h, (= y = (1 —¢)-x). Also H(c|c — c?)
yH:(1—0)-xH:(1—xH)-xH:xH—x§{

S(3|%); Ergebnis stimmt mit Teilaufgabe (a) iiberein

N1(0]0), Na(—2]0)

f'(x) = z(3ax + 2b) =0 < 21 = 0 oder x5 = —g—s
" (x) = 6ax + 2b # 0 fiir 1 und 23 (a und b # 0!).

Also Extrema bei (0[0) und (—2 %)

Extrema liegen auf einer Parabel.

3
flan) = e =5 (-2 =40}

)

— 2 _ _ b
fl(z) =3ax +b=0& z=1/—5

["(z) = 6ax = f" <\/—3%> # 0.

2 b
3P —£>-
Extrema liegen auf einer Geraden.

f(xMax) =1/ _%(_% + b) = %b * TMax

£, (0[0), B (E —Z—> £ (‘E

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

N1(0]0), Ny < ~2

Also Extrema bei < —si
a

b2
" da

Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben gedffneten Parabel.

e(xr) = %x2

b2
" da

2
E1(0[0), E< L —z—a),Eg (—\/—%

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben gedffneten Parabel.
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2.6 Kurvendiskussion

7. (a) Extrema bei zp = _&?)ﬂ =
k=—-322 22 = f($E) :x3+x2+(_3x2_2x)‘x:_2x3_x2

(b) Extrema bei zp = —kEVE=3 ngL?’ =
k=—5—32= flap) =2+ (—% — 32) 2’ +2=-1(2%—2)
¢) Extrema bei zp = —-(1+ /1 — 3k) =
3k
ko= — 2l o ) = (—2251)3 4 g2 _ 1,22
= =52 E)= (%7 )" +2° + 2 = 32" + 3%

8. (a) Wendepunkte bei zy = —

T W=

(b) Wendepunkte bei zy = —5 = k = -3z =
flaw) =2 -3z - 2+2=-22°+x

(c) Wendepunkte bei zy = —3—1k = k= _3_1k =
Flow) = g + 2% b o= 202 1 o
1
9 f’(:ﬂ):Zm—% ., flle)=0 = xlz(g)?’

2
P, (z1|y1) mit y3 =3 - (g) ° Kurve der Minima: y = 3 - 22

10. fi(a) =n'(a) und fu(a) =n(a) = b=4a und c=—2d°

fa(z) = —2* + 4ax — 242, Scheitel von f,: S, (2 a|2a2)
2

. x
Kurve der Scheitelpunkte: g¢(z) = 5
/ /
11. (a) fi(a) =h(a) und fu(a)="h(a) =
2
b=-2a—— und c==+ad?
a a
1 2
2 2
folz) =2 —{—<—2a——2 r+—+a
a a
(d)
a -5,0 -2,0 -1,0 -0,5 -0,4 0,4 0,5 0,7 1,0 1,5 2,0 4,0
rs | -4,98 | -1,88 -0,5 1,5 2,73 3,53 2,5 1,72 1,5 1,72 | 2,13 | 4,03
ys | -0,20 | -0,52 | -1,25 | -6,00 | -12,3 | -7,27 | -2,00 | 0,39 | 0,75 | 0,62 | 0,48 | 0,25

g ist keine Funktion.

12, (a) z1 =0, Maximum fiir b < 0, Minimum fiir b > 0
Falls @ und b verschiedene Vorzeichen haben gibt es weitere Extrema:

T3 ==+ —% Maximum fiir b > 0, Minimum fiir b < 0
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2.6 Kurvendiskussion

(b) o(x) = —ax?

(c) Falls a und b verschiedene Vorzeichen haben, gibt es Wendepunkte:

b

274,5 = :l: —@

(e) Die Fldchen haben gleichen Flidcheninhalt, da sie wie der Funktionsgraph achsensym-
metrisch zur y-Achse sind.

2a a?
13. tx) = —2az —a? hiz)="2 10— —
3. (a) t(x) ar—a®, h(x) Y-
t(x) =0beiz=—=, h(x)=0beizx=—
2a a?
b a = = Ya e
(b) L E
() zo=—-1,y, = —1,25
)
@ g(x) = -2 a?
14. (a) g(z) =2bx —b? h(m)——2—b-x—b—2
- W ’ BT
(x) =0 bei _b h(x) =0 bei z = L
g(z) =0beiz =, z) =0beiz =~
3b b?
b =2 = ——
(b) 70 b -
(C) xp = 1,5, yp = —1,75
(d) k(z) = —gﬁ

2.6.4 Kurvendiskussion mit dem Computer

C
1. (a) lim A(f) = — System folgt exakt dem Erreger.
f—0 1o

lim A(f) = 0 System kommt nicht mehr mit.

f—o0

(b) fr=1/f2-2%

(¢) fr nimmt mit der Eigenfrequenz fy des Systems zu und mit dem Reibungsfaktor -
ab. Fiir kleine Reibungen gilt fr =~ fo.

2. (a) i I(w)= g1z — 0,1w], N(10[0)

ii. lim I(w) =o0; lim [(w) =00
w—0 w—0o0
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2.6 Kurvendiskussion

ili. Bei w = 10 nicht differenzierbar!

iv. Fiir w < 10 streng monoton fallend und fiir w > 10 streng monoton steigend.

(b) 1 1(10) = /1~ 17 = 7

1
ii. ngi_)rnol(w) =5 ujli%rroloj'(w) = 00
iii. waagrechte Tangente bei w = 0;
Minimum bei w = 10\/\/1—{—72}22 — R?
iv.
v. I(0) sinkt; I(Minimum) steigt

Vl. w:\/%

3.
4.
5.
6. (a) f/(x) = daz® + 2bx = 22+ (202® + ) =0 & 11 = 0,5 = £/ L.

Also: drei waagrechte Tangenten, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.
(b) f'(x) =5x* +3b2? —1=5¢>+3bg—1=0
(Substitution: ¢ = z2)=
g1 = “HEVOEN () Da /Ob2 4 20 > |30 > 3b =
1=/ 35(=3b + VOB £ 20), 23 = —/ 5 (~3b + VOB + 20)
gp = “3=VOPEN0 (. Da /952 + 20 > |3b] > 3b.
Also: Der Graph von f(z) hat zwei waagrechte Tangenten.
(c) f'(x) =5z +3bx2 +1="5¢>+3bg+1=0
(Substitution: ¢ = z2)=
g1 =~V Dy (/952 —20 < [3b] folgt: g1 > 0 fiir b < 0 und ¢; < 0 fiir b > 0.
gp = === Dy (/952 —20 < [3b] folgt: g» > 0 fiir b < 0 und g2 < 0 fiir b > 0.
Also:

Der Graph von f(x) hat vier waagrechte Tangenten wenn b < —
Voraussetzung fiir b beachten).

v/20

V2= (g1 und go positiv;

Der Graph von f(z) hat keine waagrechte Tangenten wenn b > —@ (g1 und go

negativ; Voraussetzung fiir b beachten)).

1 1
7. Echt monoton fallend in ganz Dy. f'(z) = —— - (1 + cos —>
x x

Unendlich viele Terassenpunkte:

T <m (1+ 2k)w>
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8. (a)

2.6 Kurvendiskussion

T
100°C’
Maximum (0,22| — 0,41), Minimum (—1,00] — 2,65),
Wendepunkt (—0,39] — 1,53)

Substitution: x =

Im Temperaturbereich von —25°C bis 25°C weicht f (T') von f(T) nur geringfiigig
ab. Hier stellt also f(T') eine geniigend gute Niherung dar.

Betrachtet man aber einen gréBeren Temperaturbereich, muss f (T') verwendet werden.

5 50°C) — f(50°C
2 B. [F(50°C) — f(50°C)| = 0,204, LOOC) = FEOTO) _ o5/
f(50°C)

Dem Diagramm entnimmt man, dass die Lingenénderung f (T') eines 10 m langen Sta-
bes im Temperaturbereich von —100°C bis 100 °C ca. 1,0% betragt. Dies entspricht

einer Lingenausdehung um 0,00001% pro °C!

Literatur: Mathematikaufgaben, Anwendungen aus der modernen Technik und Ar-
beitswelt, Werner Schmidt, Ernst Klett Verlag, 1984

9. (a)

(b)
()

(d)

E=(z-)2+y) - ((z+)?+¢?) =
vt (222 4262 Fat — 222t =0 —
flz) = +v/—22 — 2 + /A t 422
z1 =0, z9/3= +v/2c¢
, —xv/ct +4x2c? + 2%z
fl@) ==+ =
\/—3:2 — 2+ VA + 4222 et + 4x22

vier Punkte mit waagrechter Tangente:

3 1
Zy/5 = iTC’ Yda/ab = Ysa/5b = i50
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3 Stochastik: Binomialverteilung und
beurteilende Statistik

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

2
1. Die Zahl der moglichen Pokerbldtter zu fiinf Karten ist n = (55 > = 2598 960.

(a) Royal Flush: z=4 =— p= Z = 1,54 -1076
n
(b) Straight Flush: 2 =4-9=36 = p= % —1,39-107°
(c) Vierer: z=13-48=624 — p= Z = 2,40 - 107
n

4 4
(d) Full House: z =13 - <3> <12 <2> =374 = p= % =1,44-1073

13
(e) Flush:z:4-<5>—36—4:5108 = 1)2321,97-1073
n

(f) Straight: » = 10-4° — 36 — 4 = 10200 =—> p=_ =3,92-102
n
4\ 4844
(g) Dreier: z =13 - <3> . =54912 = p= S 2,11-1072
n

, 1 4 4 . _2
(h) ZwelPaare:z:§-13- 5 <12 9 <44 = 123552 — p:5:4,75-10

. . 4\ 48-44-40 z
(i) Ein Paar: 13- 5 -T:1098240 = p:E:0,423

2
2. Es gibt n = (38> = 10518 300 verschiedene Schafkopfblitter.

(a) Buam-Solo-Du: z=1 = p=2=951-10"5.

Wenn jemand jeden Tag 100 Spiele absolviert, dauert es im Schnitt 10° d = 288 a bis
er einmal ein Buam-Solo-Du erhélt. Soviel zum korrekten Mischen beim Schafkopfen!
7
(b) Vier Ober und vier Herzkarten: z =1 - <4> =3 = p= Z = 3,33-1076
n

24
(c) Keinen Ober und keinen Unter: z = (8 > =735471 = p= Z = 6,99 - 1072
n
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3. G2(6.n) = <

4.

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

z

14
(d) Acht Triimpfe fiir ein Herz-Solo: z = < g ) =3003 = p==-=289-10"*
n

(e) Wir betrachten den Spieler mit dem Herzober. Er bekommt noch sieben Karten aus

den restlichen 23 Karten (5 Triimpfe, 18 Nichttriimpfe). Die Zahl der Moglichkeiten,
keinen Trumpf mehr zu bekommen, ist

()

Die Zahl der Moglichkeiten, noch einen Trumpf zu bekommen, ist

18
2125-<6>

Also gewinnt unser Spieler seinen ,,Du“ in z = z1 + 2o = 124644 von

2
n= <73> = 245157

Fallen, d.h. mit der Wahrscheinlichkeit p = = = 0,5084 = 50,84%.

6—|—n—1>:<n+5> n+5)! m+5)n+4)(n+3)(n+2)(n+1)

n n - n!- 5! - 120

GZ(6,n) >10° = (n+5)n+4)(n+3)(n+2)(n+1)>1,2-10°

Das Produkt niihern wir durch (n + 3)° an:

1
5

Probieren:

(n+3)P°>12-10 = n>(1,2-10%° -3=1383
38+5 39+5
< 5+>:962598, < 5+>:1086008 — n=39

(a) Anfangslage: n rote und n schwarze Karten. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Pérchen

1st

1 n 1 n n
Pn ({TS’ ST}) 2 2n—1 T 2 2n—1 2n —1

Beim néchsten Versuch ist die Ausgangslage n — 1 rote und n — 1 schwarze Karten,
d.h. die Wahrscheinlichkeitfiir ein zweites Pérchen ist

n—1 _n—1
2n—1)—1 2n—3

Pn—1 =

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitist dann

n-(n—1)-n—-2)-...-2-1
P=Pnr ootz L T 90— 8) - (2n—5) ... 3.1
n-2n—-2)-2n—-4)-...-4-2 nl-2-(n-1)-2-(n—-2)-...-2-2-2-1
- (2n —1)! - (2n —1)! -
nl-2n b (n—1) .22t (n—1)!-2n  n!-2%.n! 27 (n!)?
- (2n —1)! - CGn—Dl-2n (o)l (2n)!
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Fiir n = 26 ist
2% (206!)?

52!

Der Unterschied zu Teilaufgabe (a): Die Wahrscheinlichkeit fiir ein rs-Paar ist halb so
grof} wie p,, d.h. die gesamte gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

=1,35-10""

,_ 11 2 () (n])?
P=on P=o9n Tt T (2n)
Fiir n = 26 ist )
26!
p/:( 6) :2’0_10715
52!

Entweder Stapel 1 rot und Stapel 2 schwarz oder umgekehrt:
/! / 2(“’)2

= 2 =
b= = o)
Fiir n = 26 ist p” = 4,0 - 10715,
__ 20 20!
7(20;5) = = —15504

— 204+5—1 24 24!
GZ(20;5) = * = = = 42504

5 5 5! 19!

20!
GZ(20;5) = 7, = 1860480

GZ(20;5) = 20° = 3200 000
Kein Fach doppelt belegt: (¢) = 2z = 1860480
20
Ein Fach doppelt belegt: ( 4 > Moglichkeiten fiir die Auswahl der 4 Facher, 4 Moglich-

keiten fiir die Auswahl des doppelt belegten Faches, T Moglichkeiten fiir

2. 1111

2 !
z1:4-<0> 5—:1162800

die Belegung der Fécher:
4) 2

20 3
Zwei Facher doppelt belegt: < 5 > Moglichkeiten fiir die Auswahl der 3 Fécher, <2> =

3 Moglichkeiten fiir die Auswahl der doppelt belegten Facher, T Moglichkeiten

212!
fiir die Belegung der Fécher:

20 5!
z1:3-<3>-2!.2! = 102600

z=12zy+ 21 + 29 =3125880
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6.

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

(f) Wie (e), nur fiir die Belegung der Fécher gibt es jeweils nur eine Moglichkeit:

20 20 20
z = <5>+4-<4>+3-<3> = 15504 + 19380 + 3420 = 38 304

(a) p(n) ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Personen alle an verschiedenen Tagen
Geburtstag haben:
364 ... - - 1 !
) 365 - 36 (365 —n+1) _ 365 fiir 1 < 365
p(n) = 365™ 365" - (365 —n)!
0 fiir n > 365

Da der Taschenrechner n! fiir n > 69 nicht berechnen kann, verwenden wir das Er-
gebnis in der Form (hier ist keine Fallunterscheidung nétig!)

Sy 364 363 3651 Ii 365 — i
P =365 365 " 365 411l 7365

p(n)=1-p(n) =1~ []

=1

Eine weiter Form fiir die Berechnung mit einem Taschenrechner, der die Binomialko-
effizienten beherrscht:

365! 365! - n! n! (365)

PU") = S65m (365 —m)l ~ 3657 (365 —m)l ml _ 365"

n

Weiter muss man aufpassen, dass der TR kein Zwischenergebnis > 10'%° errechnet.
Als Beispiel die Berechnung fiir n = 40:

365\ 326
p(40) = (39)--——:im5m:zm5m-40!:(xum77 —  p(40) = 0,89123

40
Noch etwas trickreicher die Berechnung fiir n = 60:

60 ) 1-2...-39 40-41...-60
(365) (326)_21!»39!

39 21 60!

(365) _365-364-...-327 326-325-...-306

365 326
p(60) = <ZH)> :60!-<f21> 211+ 39! : 365%° : 3652Y : 36520 - 60! = 0,005877

—  p(60) = 0,99412

n 2 3 4 5 6 7
p(n) | 0,274% | 0,820% | 1,64% | 2,71% | 4,06% | 5,62%
n 8 9 10 20 40 60
p(n) | 743% | 9,46% | 11,69% | 41,14% | 89,12% | 99,41%
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

(b) p(22) = 47,57% und p(23) = 50,73% = ab 23 Personen

25
(a) N = <8> = 1081575

(b) N -8!'=1081575-40320 = 43609104000 ~ 4,36 - 10*°

10 15
(c) Es gibt < ) Moglichkeiten, x Madchen und <8
x

> Moglichkeiten, 8 — x Buben

auszuwéihlen. Die Zahl der Gruppen mit genau x M#dchen ist also

10 15
- () () = - L

x | P(z) z | P(z) p .
0 | 0,00595 5 | 0,10601 0.3

1 | 0,05950 6 | 0,02039 0.2

2 | 0,20824 7 1 0,00166

3 | 0,33318 8 | 0,00004 0,1

4 | 0,26503

01 2 3 4 5 6 7 8
€T

s!
(s —mn)!
Sitzordnung 2: Stiihle nicht nummeriert, es kommt nur darauf an, wer welche Nach-
barn hat.

Sitzordnung 1: Stiithle nummeriert: m; = GZ(s,n) =

mg = mL_ GZ(s,n) _ (s—1)!
i 5 (s —n)!

Der erste Freund hat s Sitzmoglichkeiten, der zweite dann jeweils zwei (links oder
rechts), die restlichen n — 2 Personen auf s — 2 Sitzen haben

(s —2)! _ (s —2)!

(s—=2—(n-2))! (s—n))!
Sitzmoglichkeiten. Es gibt also

2s(s — 2)!
=T —n)
giinstige Sitzmoglichkeiten, d.h.
g 2s(s —2)!(s —n)!  2(s —2)! 2
p:m_1: sl(s —n))! :(s—l)!:s—l

Es iiberrascht, dass p nicht von n abhéngt. Die fertige Losung zeigt uns einen elegan-
teren Losungsweg:

Sitzt der erste Freund, dann hat der zweite s—1 Sitzmdoglichkeiten, wovon zwei giinstig

sind, also p = S_Ll
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10.

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Wenn der erste Freund schon sitzt, haben die beiden anderen noch
= _ (=D
GZ(s—1,2) = 31 (s=1)(s—2)
Sitzmoglichkeiten, wovon sechs giinstig sind (123,132,213,312,231,321):
6
p=—— >
(s=1)(s—2)

(a) Wie ,nummerierte Plitze“, d.h. m;

(b) Sitzt der erste Freund nicht auf einem Randplatz, dann hat der zweite zwei
Sitzmoglichkeiten, sonst nur eine. Von den insgesamt s(s — 1) Sitzmdoglichkeiten
der beiden Freunde sind also 1+ 2(s — 2) + 1 = 2(s — 1) giinstig, also

2(s—1) 2

s(s—1) s

(c) Sitzt der erste Freud auf einem Randplatz, dann haben die beiden anderen zwei
Sitzmoglichkeiten (123, 132), sitzt er neben dem Randplatz, dann haben sie vier
(123,132,213,312) sonst sechs Moglichkeiten. Von den insgesamt s(s — 1)(s — 2)
Sitzmoglichkeiten der drei Freunde sind also 2 +4 +6(s —4) +4 +2 = 6(s — 2)
glinstig, also

. 6(s—2 6
P= s(s—1)(s—2) s(s—1)
n p_oonlst ol a7
<s> T sln—s)! (n—s)! (n, s)

26! = 4,033 - 1026

Bei 26 Buchstaben gibt es 25 Plitze fiir Leerzeichen, d.h. 225 Moglichkeiten, Leerzei-
chen zu setzten. Daraus folgt fiir die Zahl der Sétze:

26!-2% =1,35.10%

265 = 11881376
26 -25-24-23-22 = 7893600

Als Ergebnisraum verwenden wir €, = {111,112, ..., 555}, wobei zyz bedeutet: Pfeil
1 in Feld z, Pfeil 2 in Feld y und Pfeil 3 in Feld z.

z = Q| = 5% =125

Drei verschiedene Felder: z,3=5-4-3= 60
Zwei verschiedene Felder: z.9=5-3-4= 60

Alle im gleichen Feld: zm=1-5= 5
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11.

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Jedes der 125 Elementarereignisse hat die gleiche Wahrscheinlichkeit p, = (
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A = Alle Pfeile in einem Feld* = {111,222, 333,444, 555}

ist dann
1 21

25 Zp

Als Ergebnisraum verwenden wir @ = {30000, 21000, ...,00003}, wobei z.B. 01020
bedeutet: ein Pfeil in Feld 2, 2 Pfeile 2 in Feld 4.

4.
Drei verschiedene Felder: z3 = > 3l 3 = 10
Zwei verschiedene Felder: z9=5-4= 20
Alle im gleichen Feld: z1=1-5= 5

z2=2z1+29+ 23 =235

oder mit der Formel fiir ungeordnete Sichproben mit Zuriicklegen:

1))

5
Es wére falsch, hier P(A) = a2 = zu verwenden, da die Elementarereignisse

von 2 nicht gleichwahrscheinlich sind (in dieser Form kein Laplace-Experiment).

Q) ist eine Vergroberung von §2,.. Z.B. entsprechen die Elemente 125, 152, 215, 251,
512 und 521 aus €2, nur dem einen Element 11001 aus ). Dem Element 21000 € 2
entsprechen die Elemente 112, 121, 211 aus €2, dagegen hat 30000 € 2 nur ein
Gegenstiick 111 € Q,.. Es folgt

p(30000) = p,, p(21000) = 3p,, p(11100) = 6p;

1
Mit A = {30000,03000,00300, 00030, 00003} folgt dann P(A) = 5p, = 5=

Wir denken uns die Kugeln nummeriert, z.B. die roten Kugeln von 1 bis a und die
blauen von a + 1 bis n = a + b. Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt und ohne

Zuriicklegen gezogen wird (,,mit einem Griff“), gibt es insgesamt <Z Moglichkeiten,
k Kugeln aus den n Kugeln zu ziehen. Ein Zug mit genau = blauen Kugeln hat k — x

rote Kugeln. Es gibt </<: “ ) Moglichkeiten, k — x rote Kugeln aus a roten Kugeln
-z
zu ziehen und Mobglichkeiten, = blaue Kugeln aus b blauen Kugeln zu ziehen.
T

b
Insgesamt gibt es also < i “ ) ( ) Moglichkeiten fiir einen Zug mit b blauen Kugeln.
—x)\x

Andere Herleitung:
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Man stelle sich ein Baumdiagramm des k-stufigen Versuchs vor. Fiir einen Pfad mit
k — x roten und z blauen Kugeln ist die Wahrscheinlichkeit

_a(a-1)-..-(a—k+az+1) b-(b—1)-..-(b—x+1) B
T n-(n—1)-..-n—k+x+1) n—k+z) - n—k+x—1)-..-(n—k+1)
al b! (n—k)!

T la—k+a) (b—z)!  nl
Die Zahl der Pfade mit x blauen Kugeln ist gleich der Zahl der Moglichkeiten, x

k
ununterscheidbare blaue Kugeln auf k Pldtze zu verteilen, also ( ) Damit gilt
x

P<w>:p-<’“> al B k)l K

(a—k+2) (b—2)! nl  2l(k—z)

v om0 ()

k—x)a—k+a2) zlb—z) ol <a—|—b>

k
10 \ /4 10\ /4
(b) P(z) = <6<i?><x>, P(0) = <6<?4<>0> = 1381 = 6,993%
6 6

(5)6) ()()
P(1) = >/ \) _ 336 = 33,566%, P(2) 1)) _ 220 = 41,598%

T

14 1001 - 14 1001
6 6
(5)() (2)()
P(3) = 3/ \3 160 =15,984%, P(4) = 2/ \4 15 = 1,499%

4\ 1001 14\ 1001
6 6

1
12. 52 <n = kln52<lnn = k§ﬂ
In 52
1
a) ny = 365,25-24-60 = 525969 — k< —1L_333 — fo..o—3
I 52
n
1
ng = 1000n; — — K< 22508 = kpax =5
(b) 10001, = 525969 000 kS o
n
1
¢) ny =13,7-10%1 = 7,206 - 10 — k< 8 _ 9924 — kpax =9
In 52
n

13. (a) Geordnet mit Zuriicklegen: n = 26> = 11881376
26!

(b) Geordnet ohne Zuriicklegen: n = m =26-25-24-23-22 = 7893600
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3.2

()

(d)
(e)

(f)

3.2 Bernoulli-Experiment und -Kette

4
Ungeordnet ohne Zuriicklegen: n = <69> = 13983816

Geordnet ohne Zuriicklegen (Permutation): n = 10! = 3628800
Geordnet mit Zuriicklegen: n = 310 = 59049

34+10—-1 12 12
1 Z U kl . = = = =
Ungeordnet mit Zuriicklegen: n < 10 > <10> ( 5 > 66

Sind z1, 2 und x3 die Besetzungszahlen, dann kann man das Problem auch so for-
mulieren:

Wie viele Losungen aus INg hat die Gleichung x1 4+ 2 + x3 = 107
Das ist keine unserer Grundaufgaben. Anders formuliert lautet das Problem:

Wie viele Lésungen aus INg hat die Gleichung x1 + o + 23 = 10 mit ;1 < z9 < 237
Fiir dieses Problem gibt es keine einfache geschlossene Formel. Wir 16sen es durch
das Hinschreiben aller Moglichkeiten fiir (z1, z2, z3): (0,0,10), (0,1,9), (0,2,8), (1,1,8),
(0,3,7), (1,2,7), (0,4,6), (1,3,6), (2,2,6), (0,5,5), (1,4,5), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4), also 14
Moglichkeiten.

Weiterfithrende Lektiire: Im Netz nach Partiton Function suchen (z.B. auf den Sei-
ten von WolframMathWorld). Mit der Rundungsfunktion oder nint-Funktion (nearest
integer)

[x] = néichstgelegene ganze Zahl von z,

wobei Komma-Fiinf-Zahlen auf die néchste gerade Zahl gerundet werden ([1,5] = 2,
[2,5] = 2, [3,5] = 4) und der Abrundfunktion oder floor-Funktion

|z | = néchstkleinere ganze Zahl von x

([—2,3] = =3, |2,3] = 2) hat die Gleichung x; + 22+ 23 = n mit 1 < x5 < 3 genau

e [5+ [5]

Losungen in INg. Fiir n = 10 ergibt sich

10 102 _
H{?JJ“[E] =1+|5/+[83]=1+5+8=14

Bernoulli-Experiment und -Kette

(a)
(b)

(a)

n=12;p:1(Z >3)=1-3% (B(12,¢,i) = 1 — 0,87482191 ~ 12,5%
6
n=12; po2s(Z < 3) = X3_,B(12,0,25,i) = 0,64877 ~ 64,9%

i. Bedingung = + 5 = 5, also (0[5), (1]4), (2I3), (3]2), (4]1), (5/0)
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

ii. 18+17=35
(b) i p((40)) = (5)* = 6,25%, p((8]1)) = 9-(3)? = 1,76%, p((2|2)) = 3-(3)* = 18,8%
1. Pnichtauf KO—Achse = 1-2- ( )20 =99, 9998%

3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

1 n\ 1 1 /n\1
Lo ok = () 5 - (1) .
1. . n 1 1 . n 1 0.20
B(n;5;n—k) = <kj>—2n—k o = <k>2_n
( % k) ( ’%7n_k) — 0.10 |
B(n % k) ist symmetrisch zur Geraden k = 5 005 1
0 1 2 3 4 5 6 7 M s 10 .
b) Mittlere Siule: B(n:L:-2) = (" r n!
() ittlere Séule: B(n 55)_ % %_W

Saulen daneben:

272
n!
TE ARG LG Gog 1
_ -0 _
G2 5 G0 15 G0 G2
n |
- _2 n __n l.n l.n
=TT (gE =g P D < Bk
<1

1
(c) P(,mindestens einmal K“) =1 — P(,kein K*) =1—— 20,9

on =
2%§0,1 = 2"210 = nh22hl0 = nzlﬁlﬁ:&?ﬁ
Die Miinze muss mindestens viermal geworfen werden.

P(,mindestens einmal K*) =1 — 2i4 = 1—2 = 93,75%
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3.

4.

(b)

(a)
(b)

()

p:

nz

3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

B(10, 3, k) A
16,15% ot [
32,30%
29,07%
15,50% 0zt

5,43%
1,30%
0,22% 71

0,025%
1786 ' 1073 % } } } _‘l_“

© 00 O Uik W — Ol

—_
o

1,65-107%%

1 )
P=5 4= l-p= G
P(,mindestens einmal 6“) = 1 — P(,keine 6“) =1—¢" = 0,9
In0,1

5

¢"<01 = n2 =12,6

Der Wiirfel muss mindestens 13-mal geworfen werden.

5 13
P(,mindestens einmal 6“) =1 — <6> = 90,65%

15

p= % =08,g=1-p= é =02, p1=p%¢" = 5 = 1,126 107
P2 = Gg)pmqg’ - (250> P = %20'415 = 17,46%
15504
pr=p° = 451_2 — % — 0,32768 = 32,768%
gr=1-pr= % — 0,67232 = 67,232%

P(,kein Treffer*) = ¢p, P(,mindestens ein Treffer) =1 — ¢7

1-¢4 209 = ¢t<005 = n2 = 7,95

Lena muss mindestens acht Serien schieflen.

1 1 13983815
- —7151-1075, g=1—p= —°2 _ () 9999999285
() ~ 13083816 i P = 13983816
In0,1 .
] = 32198925,11, also mindestens 32 198 926-mal.
ng
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

5. (a) Es gibt z = 50 = 9765625 verschiedene Moglichkeiten, also ist

1

- —1024-1077
9765625 0 0

b

9765624
(b) ¢=1-p=——3~— 765625 = 09999998976 =

pr=1—¢'%%0 =10235.107% = 0,10235%

In0,5
() 1-¢"205 = ¢"<05 = n= 111 = 6769015,09
ng

1
6. Trefferwahrscheinlichkeit: p = g 9= 1—-p= g

(a) p1 =p’¢" =7,67-107"

(b) po = B(10; 1;3) = (10

N >p3q7 =0,0920 = 9,20%

10
(c) ps=1—B(10;§;0) =1 — (0 >p0q10 =1—¢'°=0,7369 = 73,69%

(d) P(,mindestens 3 Treffer) = 1 — P(,hochstens 2 Treffer —

ps = B(10;%;3) + B(10; 3;4) + ... + B(10; 1;10) =
=1— B(10; §;0) — B(10; §; 1) — B(10; §;2) =
10 10
=1 q10 — < 1 )plqg — (2 >p2q8 = 0,1195 = 11,95%
n n In0,1 .
() 1-¢"209 = 4¢"=£01 = nz= ] = 17,24, also mindestens 18-mal.
ngq

(f) 1-q" - <n>p1q"_1 209 = ¢"+npg" ' 201
1 ——r
f(n)
Diese Gleichung ist fiir uns nur durch Probieren lésbar:
£(29) = 0,107 und f(30) = 0,0962 — mindestens 30 Karten

(g) Es gibt 9 Moglichkeiten fiir die Lage des Trefferpaars. Die Gewinnwahrscheinlichkeit
des Spielers ist also
pg = 9p*q® = 0,04832 = 4,832%

E sei der Einsatz pro Spiel. Von N Spielen gewinnt die Bank (1 — pg) N Spiele und
nimmt somit (1 — pg) NE ein. Andererseits verliert die Bank p, N Spiele und zahlt
damit 20p; N E aus. Die Rendite der Bank ist also

(1 —-pg)NE —20p,NE
NE

=1 —2lp, = —1,47%

Die Bank diirfte nur das 19-fache des Einsatzes auszahlen, dann wire die Rendite
1 — 20p, = 3,36%
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

1 5
(a)ng = q=1—p=g, 1—¢" 209999 — ¢"<107*
—4In1
nlng< —4Inl0 = n 2= 1n0=50,52 = n=51
ngq

70
1 1
= B — ~-=-9. 135 ~
(b) p1 kE_O (500,6,k) 5 9.0,0135 ~ 6%

500 1 1
= B -kl ~--13- 4~ 22
s k;g (500, 3 ) 5 130,03 %

b o~

0,04 | t

0,03

‘_—l__|

0,02 i

0,01

0,00

60 70 80 90 100 110

93
(c) ps= Y B (500, % k) = FP00(93) — FP9(77) = £(93) — £(77) ~ 64%
k=78
pa=f(m)—f(77) 20,5 = f(m)=f(7T7)+0,5~=0,75 = m =289
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3.4 Anwendungen der Binomialverteilung, u. a. einseitiger Signifikanztest

0,9t
0,8t
0,7+
0,61
0,5t
0,4}
0,3t
0,2

0,1}

0,0

70 8 90 100

3.4 Anwendungen der Binomialverteilung, u. a. einseitiger

Signifikanztest

1. (a) 98%
(b) 79%

2. (a) Die erwarteten Trefferzahlen sind Es = 200ps = 140 und E; = 200p, = 160.

Entscheidung fiir H;: X € {0,1,...,k}
Entscheidung fir H: X € {k+1,k+2,...,200}

mit k ungefahr 150.

(b) Liegender Anschlag, aber Entscheidung fiir H:

Stehender Anschlag, aber Entscheidung fiir Hy:

p:O,?UHdX>k —_— EZl_Fo%O'yO(]{?)

k | F(in %) | K(in %) | Fs + F(in %)

149 | 3,45 6,95 10,4
150 | 4,94 5,06 10,0
151 6,90 3,59 10,5

Die Entscheidungsregel mit k = 150 minimiert also die Fehlersumme.
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4 Geometrie: Geraden und Ebenen im
Raum

4.1 Lineare Abhangigkeit von Vektoren

. 3 .
1. (a) b= 5&’ = d und b sind linear abhéngig.

5 —-3.,6 18 -
(b) ) + 7’ =—= — ¢ und f sind linear unabhéingig.
B 5

(¢) Da Z }f @||b mit @ und b nicht méglich.
Da € und flinear unabhéngig sind, gibt es A € R und g € R mit & = Aé'+ ,uf ==

—1,6\ +4p = 8.8 (1)
1,4\ — 3,60 = —8 (2)
0,9-(1) + (2) : —0,04\ = —0,08 (3)
A=2 (4)
(4) in (1) 3244y =88 (5)
w=3
i=2e+3f
2. (a) Aus A@ + pb + vé= 3 folgt

AN = Bp+ 21y =0 (1)
-3\ -2 —5v=0 (2)
A+3u—3v=0 (3)
(3): A+3u—3v=0 (4)
(2)+3-(3): Tw—14vr =0 (5)
(1) —4-(3) 17+ 330 =0 (6)
4) : A+3u—3v=0 (7)
(5) : Tw—14vr =0 (8)
17-(5) 4+ 7-(6) : —Tv=0 9)
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

= A=pu=v=0,also sind @, b und ¢ linear unabhéngig.

(b) Aus A&+ uf + v = & folgt

2A+p+9r =0 (1)

A—p+120 =0 2)

A+2u—3v=0 (3)

(3) : A+2u—3v=0 (4)
(2)—(3): —3u+ 150 =0 (5)
(1) —2-(3) “3p+ 150 = 0 (6)
(5) bzw. (6) : = bv (7)
(7) in (1) : A=—Tv (8)

Z.B. fiir v =1 folgt —7¢'+ 5f—{— g = 0, also sind €, fund g linear abhéngig.
(¢) Da a, b und ¢ linear unabhiingig sind, gibt es A, v € R mit & = \a+ ,ul_;+ ve =

AN — 5y + 21y = —8 (1)

3\ —2u—bv=1 2)

A+3u—3v=2 (3)

(3) : A+3u—3v=2 (4)

(2)+3-(3): Tw—14v =7 (5)

(1) —4-(3) 174+ 330 = —16 (6)

4) : A+3u—3v=2 (7)

(5) : Tw—14v =7 (8)

17-(5) +7-(6) —Tv=" 9)
v=-1 (10)
(10) in (8) : w=-1 (11)

(10) und (11) in (7) : A=2

—-b-¢

ST

=2

Obwohl €, f und ¢ linear abhéngig sind, kénnte Z zu €, f und ¢ komplanar sein. Wir
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

setzen einfach an: & = Aé'+ uf—i— vg:

(5) und (6) sind nicht gleichzeitig erfiillbar, das Gleichungssystem hat keine Losung,

N4 p+9v=-8
A—p+12v=1
A+2u—3v=2

A+2u—3v=2
—3u+ 150 = —1
—3u+ 150 = —12

Z ist nicht als Linearkombination von €| f und ¢ darstellbar.

2.%'1—3.%’2—1‘327

—4x1 + 3lxg + Tx3 = —9

2-()+(2):
(3):5:

wir wahlen :

(5) in (4) :

(5) und (6) in (1) :

25x9 + dxr3 =5
Sr9g+x3 =1
To = A
r3=1—5\
Ty =4— X\

-1

4
L=Rzz=[0]+x[ 1], reR
1

14$1

-5

- 21$2 - 7$3 =49

—6x1 + 929 + 323 = —24

2$1—3$2—£C3:7
—2x1 +3x9 +x3 = —8

0=-1

Widerspruch = L=10
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

142y — 21xy — Tag = 49 (1)

—6x1 + 9z9 + 323 = —21 (2)

(1):7: 21‘1—31‘2—%’3:7 (3)
(2) : (—3) : 21‘1 — 31‘2 — X3 = 7 (4)
(3) + (4) : 0=0 (5)

Die beiden Gleichungen (3) und (4) sind identisch, die Losungsmenge L des Systems
ist also gleich der Losungsmenge L; von (1) bzw. (3). Interpretiert man die Elemente
von L als Punkte im R?, dann ist L die durch (3) beschriebene Ebene mit dem

2
Normalenvektor 77 = | —3 | und z.B. dem Aufpunkt A (3,5/0/0).
—1
5$1 + 3$2 — X3 = 15 (1)
—2x1 + 229 + 3 = —13 (2)
3$1 — T2 — 2$3 =16 (3)
(1): 5x1 + 32y — a3 =15 (4)
2. (1) +5-(2): 1625 + 323 = —35 (5)
3- (1) -5 (3) : 14xo + Txg = —35 (6)
4) : 511 + 3x9 — x3 = 15 (7)
(5) : 1625 + 323 = —35 (8)
7-(5)— 8- (6) — 3525 = 35 9)
9) = w3 =—1 (10)
(10) in (8) : Tg = —2 (11)
(10) und (11) in (7) : xp =4

= L={(-2]-1)}
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

521 + 329 — 23 = 15 (1)
—221 + 229 + 23 = —13 (2)
—15x1 — 929 + 323 = —45 (3)
(1) : 5x1 + 3x9 — x3 = 15 (4)
2-(1)+5-(2): 1629 + 323 = =35 (5)
(3) : (—3) : 5r1 + 39 — x3 = 15 (6)
(4) und (6) identisch — (6) fillt weg
wir wihlen : T3 = A (7)
. 35 3\
69 5\
in (4) : — 4z
(7) und (8) in (4) T1= g + 16 9)
1 69 !
M:E: L= ffzﬁ -3 +pl{-3]), neR
0 16

(C) 5x1 + 3x9 —x3 = 15 (1)

10z1 + 629 — 223 = 30 (2)

—1521 — 929 + 323 = —45 (3)

(1) : 5x1 + 3x9 —x3 =15 (4)

(2) 12 5x1 + 3x9 —x3 = 15 (5)

(3) : (—3) : 921 + 3x2 —x3 =15 (6)

Alle drei Gleichungen sind identisch, die Losungsmenge L des Systems ist also gleich
der Losungsmenge L; von (1). Interpretiert man die Elemente von L als Punkte im

5
R3, dann ist L die durch (1) beschriebene Ebene mit dem Normalenvektor 7 = 3
-1
und z.B. dem Aufpunkt A (0|0 — 15).
(d) 521 + 32 —x3 =15 (1)
10z1 + 629 — 223 = 30 (2)
—1521 — 929 + 323 = —42 (3)
(1) : 9x1 + 39 — x3 = 15 (4)
(2):2: 5x1 4 3wy —x3 = 15 (5)
(3): (—3): 5x1 + 3x2 —x3 =14 (6)
(5) —(6) : 0=1
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4.2 Geraden und Ebenen

Widerspruch = L =10

4.2 Geraden und Ebenen

Rt
() ~
() -
(-

11) —  T(15| — 11| — 4)

4
5
3
4
5
3
(c) Ceyg ( ) ( ) (5) . T4 -3 — a2
3 2

s (-
+- 5] =
)+ (90
0 0 7 —4 7 —4

@ e ()A@ <O)A( 0) ()A( 5)
2 3 2 3 0 0

31

)
xy, $2:—1+5)\ZI—Z$1

3
11,5) —  C(=3|11,5/9,5)
5

88



4.2 Geraden und Ebenen

20 8 4 _
2 Jae¥ * Viei* ~ vaer 0
3. (a) 3V/866
4 1
(b) Parallele zu AB durch ¢, ¢ : X=|3 +Al 1
2 4
0,5 22,75
© h:X=[ -25 | +x[ -7.75
0,5 9,75
4. (a) 75°
0 1
(b) s: X = -0 +A|l 5
-79 12

(c) Mittelpunkt liegen auf Gerade senkrecht zurx;zs-Ebene

(d) 1. Fall: ay =0, Eq:4x;+4x9+T23+81=0
2. Fall: ao = —1,6, FEo:5,601 —0,8z9 + Tx3 — 74,6 =0

5. (a) z B. 6z + 3x9 + 225 = 12

0 0
(b) $1(200]0), S2(0]4]0), S5(0j0j6), X = [ 4 | +A[ 4
0 -6
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

(¢) a= %, g1 liegt in
8

-1 0 1
(d) ebenes Geradenbiischel, g, : Xz = ( 2 ) + A ( 1 ) + Aa ( 0 )
6 -2 1

E ﬁ(f—ﬁ)zo — FEF: —6x1+a9+923+9=0

1e Achsenpunkte von Sin 1(— , Ao un 3 % ). Mogliche
b) Die Ach k E sind A;(—10]0|0), A2 (0]4]0) und Ag(0/0|%?). Moglich

Richtungsvektoren:
10 5
@' =A1Ay=| 4|, besser i =
0

0 5 0
Aufpunkt z.B. Ay: E: I= (4) + A (2) + (3)
0 0 5

4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

S N

<y
Il
>
[N}
=
w
Il
|
“8 L o
v
on
@)
wn
wn
@]
]
ey
|
NNy
<y
Il
|
Tl O
v

L (@) B: -2+ =1 = A1(10000), A5 (0] - 5[0), A3(0]0]4)

) 37
xox3-Ebene: 5 —4A =0 — )\:Z = D1<0‘—‘9>:D3(0|9,25|9)

3
z1x3-Ebene : 3+5A =0 — )\:—3 — Dg( H) D5 (7,4]0]1,6)

z1zo-Ebene : 444X =0 = AX=-1 = D3(9|-2|0)
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

Ao
xr2
Do
./ o
D3 ¢ " 7
A
1
2 ! —4
(¢c) Mitri=[—-4),d=1|3],0= 5] und d = 20 gilt
) 4 4
E:nifr—d=0undg: T=d+\0 = nd+iv=d
e 6
d— 20— 18 1 1
nu —8 4
3
~ 4 1
(a) AB=| 5|, AC=| 9|, AD=| 4
6 4 6
€1 €y €3 —34 —17 —17
A —ABxAC=|-8 5 6|=| 8 | =2 4|, m=| 1
-4 9 4 —52 26 26
€1 €y €3 6 2 2
Ay —ABxAD=| -8 5 —6|=[ 42] =3 14], 7= 14
-1 4 6 —27 -9 -9
H 5
Mit @ = OA = | —3 | folgt 7i;d = —45 und 72d = —14 und damit

-2

ﬁl(f—ﬁ)zo — FEi: —17x1 +4x9 — 2623 +45=0
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(e)

4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

—

ng(f—a)zo — FEy: 2x1+ 1429 —923+14 =0

Achsenpunkte von Fq: Ay (‘11—57)‘0‘0), Ao (0‘ — %‘0), Az (0‘0 ‘21—2)
Achsenpunkte von Fs: Ag; (—7]0]0), Aaa (0] —1]0), Ags (0‘0‘%4)

17 45
g1 : —17.%'1+4.%'2+45:0 - mgzle—z

1
go: 2x1+14a,4+14=0 — 1’2:—?1'1—1

12

—17-5+4-4—-26f3+45=0 — f3:_ﬁ

11
2:-14+414-go—9-34+14=0 = ggzﬁ

707 P
cosp = "2 _ o6 — 04876 — ¢ = 60,82°

71| - [Aa] — 34/109 - /281

z3=0 = A=-1 = Schnittpunkt: S12 (9] — 2|0)

r9=0 = A=--=-0,6 = Schnittpunkt: S;3 (%‘0‘%) = S13(7,4|0|1,6)
z3=0 => A=2=125 = Schnittpunkt: So3 (0|37|9) = Sp3(0]9,25/9)
gin Byt 2(5—4)\) —4(3+50) +5(4+4\) —20=0 = —8A\—2=0

1
A= 1 ing: Sgp (6‘%‘3) = Sp1 (6]1,75]3) = L={Spi}

4 0 16 G
AB=| 2|, AC= (4|, @M =ABxAC=| 0|, m=-"2=10
4 0 16 1644

Es - ﬁ(f—a)zo — x14+23+4=0
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

gin Fy: 5—4A+44+42-20=0 = 13=0 = L=10
(f) F, G und H sind Achsenpunkte, also Achsenabschnittsform:

8
T %% T 4158 —>  Bry 48wy — brz—29 =0

Es =
5° 58 " 20 58

gin E3: 5(5 —4X\) +8(34+5\) —5(4+4)\)—29=0 = 0=0
Die Gleichung ist fiir jedes A erfiillt, d.h. ¢ C E3 oder L = g.

zz A

-—-
Q

T 7
I } l/ -
: }/I xr2
: }/«'
: Iy
S5 RN 2,
E3 “’777
””” 9
x1
-1 1 4
11+ 3l=11]4+up]|-3 —
-1 —2 k 1
2—-A=1+4+4u
1+3X=1-3u
—1-2A=k+p
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

1 1
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt A\ = -3 und pu = 3 und damit aus der dritten

2
Gleichung k = —3
2 -1 7
1 1 7 1
-1 —2 -1
ﬁ
g1 T=A;+ g z3 )
— - —
go: T =As+ uvg
- ‘
g3: T =Az+vu3 IS
A : A
gy : f:A4+O”U4 ! /’1
711717 & 7 S
[ 3
AjAy = 5| k vy i
-3 Lo
g1 echt parallel zu g9
z1
% _4
AAz = 51 || oy
—6
= 91=93
2 4 2,5 5
g1Mgq: —1]+A|l-5]=1[35]+¢ 4
3 6 1,5 -3
1 1
24+4X2=25+50 (1 (1) und (2) = )\:—5, c=-3

~1-5\=35+40
346 A=15—-30 (3

in (3):0#3 = g1 windschief zu g4

—~
[\
I = —

9 4 2,5 5
go Mgy : 41 4+X|1-5]=1(35]|+0c 4
0 6 1,5 -3
1 1
—24+4X =25+50 (1) (1) und (2) = )\:5, 0=-3
6A=15—-30 (3) 9 ) 0
§: 4 +§ 5] = 1,5
0 6 3
N 3 4 -1
() E: T=A+MB+uAC= (3] +r| 3] +u| 4
3 -1 1
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

13 1
g: #=C+AGF=[10|+0(5
4 4
(b) ENzg-Achse — x1 =x9=0: AN—p=-3 (1)
3A+4p = -3 (2)
4-(1)+(2): 19\ = —15 (3)
15
A= BT (4)
. 3
(4) in (1) : "="19 (5)
. 69
(4) und (5) in E: Aj <O‘0‘1—9>

69
Analog zeigt man: Ay (—23[0[0), A; <O‘7 O)
(c) gNzyze-Ebene = 23 =44+40=0 — o=-1 = S12(12]5/0)
gNxixs-Ebene = 290 =104+50=0 = o0=-2 = Si3 (11|O| —4)

gNzoxz-Ebene — 21 =13+0=0 — o0=-13 = 823(O|—55|—48)

(d) ENng = szp=2, = : AN—p—o0=10 (1)
3\ +4pu—50=7T 2)

N p—do=1 (3)

(1) : AN—p—0=10 (4)

3.(1)—4-(2): —19u+ 170 = 2 (5)

(1)+4-(3): 3u—170 =14 (6)

(5) + (6) : —16p = 16 (7)

— u=-1, o=-1, A=2
—

oing Eng={S} mit S(12]5|0)
1 0
(e) Richtungsvektoren von E': o = G? = (5] undy= [1],dajeder zur Spurgeraden
4 0
parallele Vektor als Richtungsvektor verwendet werden kann.
_ 3 1 0
E: Z=A+si+tjy=|3]+s|5]+t]1
3 4 0

Fiir die Spurgerade h in der z1zo-Ebene gilt 23 =0 =

3
r3=3+4s=0 = s=-7
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

sin E':

™ <t

S13

(b) z3
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

(c) gnh:

J

(7) in (4) :
(7),(8) in (6) :
—  S(—1]10|7)

—
=

—~
=)

SN—

(8)in g
(d)

3—-2XA=5-3u
—24+6A=6+2u
14+3A=2+2zu

—2X4+3u=2
6A — 21 =8
3AN—zu=1

Tw=14 = pu=2
—204+6=2 = A=2
6—-—22=1 = 2=25

2

2
V= JiF < AGl - FS =

0 0
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

-1 -1 €1 _’2 53 1 1 2
Mya=| 1| x| o]=]-1 1 of|=(1], [1 0] =4
0 1 -1 0 1 1 1 2

Ey: xz1+ax9+a3—4=0

xT xT T
() Ba: 4+ =1 = Bi(40/0), Bz (0]40), Bs(0[0[4).
_ 0 1
(d) g: Z=Ba+t-ii=[4|+t|1
0 1

gin Ey: 5t —4(4+1)+5t—-20=0 = t=6 = S(6/10/6)
(e)

S
T2
5 A1=B1
Tl
(f) 4 4 6
11 1
V:—-—'|§I§2X]§I§3|'B2S:— 4| x 0 6| =
3 2 6
0 4 6
26 -1 -1 1 1 1
== 1l x| oll-|l1]|=16-|[1 1||=16-v32%2=48
0 1 1 1 1

9. Man verschafft sich zuniichst einen Uberblick, indem man mit Hilfe des Kreuzprodukts
Normalenvektoren der Ebenen berechnet:

0 5
Ay =fs=mz= 1], 7= |-5
1 -9
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:

Eq To+x3—6=0 (1)
Ey: To+x3—6=0 (2)
FEs - To+x3—4=0 (3)
Ey: 91 —dxro — 923 +9 =0 (4)
EiNEy,=F| = F,, ElﬂEnggﬂE;J,:@
FE1 N Ey: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:
(1) — To =06 — A (5)
4) = 51 —dxe =9A — 9 (6)
(5) in (6) : 521 —30+B5A=9A -9 (7)
4 21
— _)\ _
1T
21 4
£ : 5 4
EFiNEs=FENE;=g: T = 6 | +A| -1 =1|5]+upl|-5
0 1 1 5
FE3 N E4: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:
3) = o =4 — A (8)
(4) - 5x1 —Hro =9X—9 (9)
(5) in (6) : 521 —204+5A =9A —9 (10)
4 11
= N —
M=t
N
EsnEy=h: Z=4|4+X|-1])=(3]+n]|-5
0 1 1 5

10. Mit Hilfe des Kreuzprodukts berechnet man den Normalenvektor von Fj:

2
= |-3
—6
Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:
E: dxy + Txg + 403 —20=0 (1)
Eq 201 —3x9 — 63 +4=0 (2)
Ey: —x1+5x90 —x3—22=0 (3)
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

E N E;: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen z3 = A:

E: Az + Tws + 4N — 20 =0 (4)
B : 211 — 325 — 6A +4 =0 (5)
(4) —2-(5) : 1325 + 16) = 28 (6)
28 16
=220 7
2713713 (™)
7-28 7-16
in (4) : 4 — — ——— A +4X=20]| : 4 8
(7) in (4) 1+ 3 3 + | (8)
49 28
— ——=A+A=5H 9
x1+13 13 + (9)
16 15
=42 10
=133 (10)
1 16 A\ 15 -8 15
ENE =g: f:E 28 +1—3 -16| =12 | +p | —16
0 13 -8 13

E N Esy: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:

E: Azy + Tog +4X =20 =0 (11)
By : —21 + 5Ty — A —22=0 (12)
(11) +4- (12) : 2729 = 108 (13)
29 =4 (14)
(14) in (12) : 2y =—2— )\ (15)
—2 ~1
ENEy=h: T=| 4]+Xx| 0
0 1

6 3 2 2 4
1. (aym=(-2|x|-2]=1|-3], -3|-1-2]=846—-18=-4 =
3 2 —6 —6 3
E: 221 — 3x9 — 623 +4 =0
2 3 6 4
HNF von F' : ——x1+ =20+ -x3—=-=0

A S
2.(—4)+3-5+6-(—2) —4

d(P,E) = — = =1
L (2 L (26
do=-| 3] = F=P-dPE) =z 32
6 —20
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

1 —24
P'=P—-2-d(P,E) - iig = - 29
—26
9 12 2023 — 205
(b) HNF von E: e =0
25
(= 12.22420-31 -2
ap.p) - O £20-81-205
25
1 ) B
ng = —- 12 — F:P—d(P,E)ﬁ(]:
25
20
—24
P =P-2.dP,E) = -2
-9
(c¢) Richtungsvektoren von E:
1 1
g={1], d=-AB=|-2|, #=axv=-3] 2],
2
-2
209 — 223 — 1
HNF von E: Dt il
1-542-4-2-(=3)—1
P, E) = 25+ (=3) -1 _
3
1 1 3
g = = 2 - F:P—d(P,E)ﬁ(]: 0
3
-9 1
1
P =P-2.dP,E) iig= | -4
)
(a) z. B. 6z + 3z + 223 = 12
0 0
(b) S1(2100), S2(0/4]0), S5(006), X = | 4 | +A [ 4
0 -6
(¢) a= é, 91 liegt in F
-1 0 1
(d) ebenes Geradenbiischel, g, : Xz = 2 +A] 1 +Xa| O
6 -2 1
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

6 -3 —6 36
AB=| o]|=2| o], AC=[-9|, A =ABxAC=|-12
4 2 2 54

6

iy =6|—-2|, wirwihlen 7 = |-2

9 9

3
Mit d=0A = [ 6| folgt 11@d=6-3—2-6+9-1=15 und damit
1

ﬂl(f—ﬁ)zo — Fi: 61 —2x9+923—15=0

6
fia=[6], |71 =VvV62+224+92 =121 =11, |fis] = V62 + 62+ 7> =121 = 11
7

Aty 87
p=—12 O = 4403°
P TR 7] T 121 v

Cin Fy:6-(—=3)+6-(-3)+7-3+15=0 = C¢€E
r3=0in F: 6x1 — 2290 =15 = S1: x9=3r]1—17,5
z3=01in Fy: 6x; +6x9=—-15 — S9: 0= —21— 2,5

5
s1Nsg: 31 —7hb=—-x1—-2,b — ”“:Z

4] 4

15 15 15 ) 15
- 2= s (Y- 2o

> = S(1,25] — 3,75/|0)

Achsenpunkte von Fy: Ay (—2,5]0/0), Az (0] — 2,5]0), A (0|0| — 1_75)

x3 A

52
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(f)

(a)

4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

Da Fj und FEs nicht parallel sind (71 f|7i2) ist die gesuchte Schnittmenge eine Gerade
g. Wir kennen zwei Punkte, die in beiden Ebenen liegen: S und C. Also ist

EFiNEy=g=8C

Spurpunkte von g: Gz (9]3]0), G153 (13]|0] — 1) = A, Ga3(0]9,75|2,25)
Spurpunkte von h:  Hjg (22]8/0), kein Hys, da h parallel zur zq23-Ebene, Has (0]8|11)

Setzt man die xo-Komponenten der Geradengleichungen gleich, dann folgt A\ = % und
damit fiir den Schnittpunkt von ¢’ und A’: S’ (Z|8]0).
3

11

1
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

gnNh: AN+ 2p =11 (1)
3\ =8 (2)
Adp=11 (3)
(2) und (3) = )\:g, ,uzé) 4)
. 82
(4) in (1) 5 #JL
~~~ rS

1S

(1) also nicht erfiillt, d.h. g und h haben keinen Schnittpunkt. Da die Richtungsvek-
toren nicht parallel sind, sind g und h windschief.

(c¢) Ein Normalenvektor zu den beiden Richtungsvektoren ist

P 4 3 P&
ﬁ: 0 X 3 == 2 3 ﬁOZT:? 2
~1 1 6 7 6
3 —33+16+66
d=|fg(b—a)|=|= |2 =7
6
- - - -
(d) Mit PO = dity, P=a + i, § = b+ u?und G = P + PG folgt
13-4\ +3=2+2u (1)
3A+2=8 2)
1+ A+6=10—4 (3)
(1) und (2) = A w=3 (4)
L [13 4 5
P=| o 6] = P@G6)
1 1
P P 8
%
Q=1 8 0 s| = Q@8
10 1 7

(e) Segd = 3A=8 = A= g. Der Punkt S € g, der senkrecht iiber S’ liegt,

hat die Koordinaten S (% |8| g)

Seh = 2+4+2u= % — u= % Der Punkt T € h, der senkrecht iiber S’
liegt, hat die Koordinaten T ( |8| 59) as Seil darf maximal die Lange
59 5 49 —
=——--=—=28,16
=% 36
haben.
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d.

4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(a) g|lh, A ist Aufpunkt von g, B Aufpunkt von h: @ = 1@ =| -4

@ ist der Winkel zwischen @ und v:

- =

-2 -1
@l - 1o 2v4al-v2 Va1 V2

cos p =

1
singp = /1 —cos2p = S A
p =V v S TET
T 53 9-2v41
d(g,h) = ABsiny = 92
VAL V2
10 0
(b) &= AP = 1|,7= (1], aist der Winkel zwischen @ und v
-3 1
w-v -2 -1
cosq = ——— = =
@l -1o]  V110-v2 /55
1 Vb4
sina=+v1—cosla=14/1— — ==
55 /55
110 - /54
d APsina = 6vV'3
(P, 9) N
-2 0
F:]ﬁ: 5|,07=11], B ist der Winkel zwischen 7 und -
-5 1
cos ff = Y ) — B =90°
7113l
d(P,h) = BP = V54 = 3V6
" -5 0
B e v 110
F,=A+ AP cosa i_,: 3] -
|9 o]  VE5V2 |,
7
F,=B=|-1
2
(-5 ~10 ~15
B,=F,+PF,= | 2|+ —2]=| o
-1 2 1
., 7 P 9
P,=F,+PF,=|-1]+|-5]|]=1]-6
2 5 7
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

3

Pg
[ g
v A S S
2 A
FQ
B > 2
h L R
,,,,,, L |
‘P
T1
(a) ¢ =% (. AP)
-3
o U - 12 2
ﬁ:ﬁ—A: 51, cos p = Y ﬁ = = V6
1 o - [AP|  VG-V35 V35

ﬁ ﬁ 24
d(P,g):‘A \Sintp:\A ’ 1—(:052()0:\/35. 1_35:,/11
(b) Da cos ¢ > 0, folgt

-2
ﬁ:’ﬁ‘ U:]ﬁ\cosgo 2\/61’)’%'( 4)

i} ° =
A 5 G !
. 3
F=A+AP= 2] oder F(32/3)
3

2 1 4
B _ T 4 opF — (3) o (1) - (1) oder P’ (4]1]6)
0 3 6
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

Y

7. () D(0]10]0), P (0]0]4,5), Q (6]0]4,5), R (6]10]4,5)

0 6
M) g: #=P+PC=| o|+r[ 10
4,5 —4.5
@3
51p o
g
h &
T
Q R
Eo S D
A F Ao 10 .
6 J G
1
12 12 0
(c) M) =2- PG = | 20| ist Normalenvektor von Ey. @y-S=120]-] 10| =159,5.
9 —9) \up5

it =2 = Ei: i (F—5) =24z +40zy — 1823 — 319 =0
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(d) gin Ey:
9 9,
24-6A+40-10A — 18- (5 — A ) =319=0 = 625\ =400
96
16 0 6 7 3,84
=95 0+— 10)=(%]=1640
2 g -2 81 1.62
2 2 50 ’
_9%
2
as,9) =7 = || £)|=6
B
25
(e)
i 24 —6
S 1 175
d(B, Ey) = i — . (B=-9)|=|=1 40]-|10]|===35
2

(f) Jeder Punkt (0|z2|0) erfiillt die Gleichung von Es, d.h. die x9-Achse ist in Ey ent-
halten. Weiter erfiillt jeder Punkt (6 | z2|4,5) die Gleichung von FEs, d.h. die Gerade
h = QR ist auch in E5 enthalten. Fs ist also Diagonalebene in unserem Quader.

319
(g) FiNna — x1=23=0inFE; — X9 = 4—0 = Ay (0|7,975|0)
9_ 32
Eynh = my=6undzz=35ink = = = T (6/6,4]|4,5)
0 6 0 80
(h) s=AT = s: T=[32|+A[-8|=(7975]+n[-21
0 5 0 60
o 0 L 38 19
(a) M; (76/38]0), My (38]76]0), My = D + -DS = [ 76 | + = [ —38 | = [ 57
2 2
0 56 28
o 38 0 38
M4:M2+§M2§: 6| +=|-38) =157
0 56 28
R 76 —57
(b) ¢ =M +uMM3=|38] +pu 9], pelkR
M 0 28
. 76 —38
h: Z=B4+ABMy=|0|+X| 57|, AeR
~ 0 28
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

./,UB‘

& 5
1
—38 38
(¢) 11 =¥ = BMy ist Normalenvektor von Fy. 7 -S = 571 - 138 = 2290.
28 56

— By : it (& —S) = =38 + 57wy + 2823 — 2290 = 0

(d) G ist der Schnittpunkt von h mit Ey. h in Ej:

5178
—38- (76 —57TA\) +57-57TA +28-28A —2290 =0 — )\:m
o (B o () ()
0 HATT 28 SATT 144984 26
—  38v/4281
d=GS = 2V 336
Vo417
(e) Gesucht ist der Abstand d(g,h) der beiden Geraden:
€1 €2 €3 57-28 —28-19 1064 8
m=0xd=|-38 57 28 |=|-57-28438-28| =|—-532| =133 | —4
=57 19 28 —38-19 45757 2527 19
8
n=|-4
19
- 8 0
— = 1 —4-38 152
d(g,h) = | = - (M = B)| = | o= - [ —4] - |38 || = ==
H 21\ 0 21 21
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4.5 Anwendungen

4.5 Anwendungen

50 5 ~20 4
1. () AB=| 20| =10 2|, a¢=|( 55| =511
40 4 ~20 4
2 & & 2. (—4) — (—4)-11
7 =ABxAC=50-| 5 2 —4|=50](-4) (—4)—5-(—4)| =50
411 4 5112 (—4)
4 1800 4
7 =450 |4 | = [ 1800 |, wir wiihlen 7= [4
7 3150 7
0
L _ .
Mit @ =0OA = [ 0] folgt i@ = 7-40 = 280 und damit
40

n@—ad)=0 = E: 4dz;+4xy+Tx3—280=0

(b) SEE = 4-(—10) +4s9+7-60=280 =— s9=—25

(C) A1:$2:$3=O
= 421 = 280
=1 =70
Ag:xlzm'g:o
= 4xo = 280
= 19 =70

36
36
63

0
(d) Normalenvektor der z1z9-Ebene: €5 = | 0|, |7 =V42+424+72=v81=9
1
€3 7

COSY = - = = ¢ =238,94°, Steigung:tan ¢y = 80,8%
€| |7 1-9

(e) Es geniigt zu zeigen, dass A; und Ay auf ¢ liegen:

H70)=0 = Ajet, t0)=70 = Ayct
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2.

4.5 Anwendungen

70\ (w10
(f) Yet — Y(y1|70 — y1|0), AjAy = 70, SY=195— Y1
0 60
— — =
AAsLSY = A As-SY = —70(y1 + 10) + 7095 — y1) = 0
-y —10495—y1 =0 = y; =425
Yo =T0 —y1 =275 = Y(42,5|27,5(0)
(25 B
SY= (525 — SY=\2-5252+4602~955
60
70 —10 —20
(@) AoA; = [-70], AS=(-95], AC=[-15
0 60 20
& & & 4200
A8 x AgA| = | —10 —95 60 4200 | | ‘Kﬁ X A2A1( — 9450
70 —70 0 7350
& & & 1000
ACxAS=|-20 —15 20 1000 | , ‘AQ@ X @( — 2250
10 —95 60 1750
1 1
F=3 ‘A‘ﬁ X AzAl‘ +5 ‘Aﬁ X Xﬁ( — 5850
Preis: 3,51 -10° €

—.

(a) Fall 1 (@ L b): oy

immer senkrecht auf a steht,
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4.5 Anwendungen

al ol agsT3 — asxy bl
Oder: axT=|ay| x |x2]| = |azxy —arz3 | = | bo
as x3 a1 — ATy bs
a b b
2y = 2963__17 x1:a1$3+_2 —
as as as as
1 a4 2 ay m
- axzs by T3 by
as as as as
T3 T3 as 0
Mit A = 22 folgt
as
1 b2
=X+ —-|-b (2)
as
0
(dquivalent zur obigen Losung, nur anderer Aufpunkt)
51 52 53 —11
(b) Mit (1): bxa=| 2 11 10 |=| 52|, |a]*>=26
5 -1 —55
5 1 —11
L=<KZ|Z=)\ 0 —|—% 521 AdeER
-1 —55
Mit (2):
5 11
L=<Z|¥= A O]—-|-2] A"XeR
-1 0
z.B.
Ao |1 |2
—11 —6 -1
Z 2 2 2
0 -1 -2
Oder:
5 il 51 52 53 T2
axT= 0 X | T2 = ) 0 —-1|= —$1—5563
-1 3 T1 Ty T3 5x9
To =2 und z1 = —bz3 — 11
—50
(a) Oa=-100 | & = |Ta]=+129002 ~ 1162 = 409 &2
20
—100
k= [-200] & = |0k|= 644002 ~ 2542 =914k
120
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4.5 Anwendungen

-

(b) COsS @ = ﬁ| = 0,9506 — Y = 18,10

(c) Bahnkurven ohne Einheiten:

10000 —50
Airbus: ga: = 2000 |+ X[ —100
3000 20
9500 —100
Jet: gk : &= |1000 | +p | —200
1600 120

40
r3=0 = AX=-150und p= 3 Die Startorte sind dann

17,5 10,83
sp= (170 km und skxk~ | 3,67 | km
0,0 0,00
() gA = gK = 50\ — 100 = 500 (1)
100\ — 2001 = 1000 2)
—20A + 1201 = 1400 (3)
(1) und (2) identisch : A—2p =10 (4)
—A+6p="70 (5)
(4) + (5) 40 = 80

©=20, \=50

Die Flugbahnen schneiden sich in S (7500| — 3000[4000).
Orte der Flugzeuge:

10000 -50\
Airbus: Ta(t) = 2000 | m+¢t- | —100 | —
3000 20/ ®
9500 —100
= m
Jet: Tk (t) = [ 1000 | m + (t —39s) | —200 | —
1600 120/ °

Der Airbus ist zur Zeit to = 50s, der Jet zur Zeit tx = 59s am Ort S.

(e) Die Entfernung der beiden Flugzeuge zur Zeit ¢ bezeichnen wir mit s(¢). Der Einfach-
heit halber rechnen wir ohne Einheiten:

50t — 3400 \

ft) =st)? = [Za(t) — Tk (H)]* = | 100t — 6800 | =
6080 — 100t

= 22500t% — 2916 000t + 94 766 400
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4.5 Anwendungen

s(t) ist minimal, wenn f(¢) minimal ist:

f(t) =45000t —2916000 =0 = {=164,8

$(64,8) = /22500 - 64,82 — 2916 000 - 64,8 + 94 766 400 = /288000 ~ 537

Die minimale Entfernung zur Zeit 64,8s ist also 537 m.

. 120 80 120 -8
(a) g: f=A+NAB=[ 40| +X| 60 = 40]+r| 6
20 10 20 1
78 0
h: f:?—kuﬁ: -5 +up| 140
14 s—14

(b) Gleichsetzen von g und h:

—8\ = —42 (1)
6A — 1404 = —45 2)
A—(s—14)pu=—6 (3)
(1) = A= % (4)
(4) und (2) : p=g (5)
. 21 153
(4) und (5) in (3) : — —(s—14)- 280 = —6 (6)
588
§=58] = T7 =~ 34,6

(c¢) Die kiirzeste Verbindung zwischen g und h steht senkrecht auf beiden Geraden:

0 -8 224 — 6s
n= 140 X 6] =112 -8s
s—14 1 1120

Die Ebene E enthélt g uns steht senkrecht auf 7i:

E: @@@-A)=0

Der Abstand der Geraden ist der Abstand von T zu E:

224 — 65\ [—42
. 112—8s | - [ —45
o(s) = (T — &) _ 1120 6 B
7] /(224 = 65)2 + (112 — 85)2 + 1120
_ 6125 — 21168 s

V(224 — 65)2 1 (112 85)% + 1120
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4.5 Anwendungen

(6125 — 21168)? = 152 - [(224 — 65)% + (112 — 85)% 4 1120]
3745445% — 25909 6325 + 448084 224 = 225005 — 1008 000s + 296 352 000

352044s% — 24901 632s = —151 732224
2o 49408 602112

1397 1397
49408\ * 494082 — 602112 - 1397 40000
( a 1397) B 13972 ~ 13972
49408 , 40000

+

1397 (5 1397

4
§ = 59 = 64, <33 9408 2 6,73)

S =

T 1397
78 0 78 0
) s=64 — h: F=T+uTS=| 5|+ |140|=(-5|+pu(14
14 50 14 )
-2
Weiter folgt aus s = 64: i = [ —5 | mit |7| = 15. Da @ nach oben zeigt und h iiber
14
120 -8 78 0
= —
g verlduft, folgt mit P = | 40 | + A 6|l und Q=1[-5]+upn|l4
20 1 14 )
PG=d
7]
und damit
—42 0 -8 15 -2
~45 | +p 1] -x| 6] =5 [-5
—6 ) 1 14

Daraus folgt A = = 5 und damit P (80]70|25) und Q (78|65|39).
() "

401

1100
i T2
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4.5 Anwendungen
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5 Anwendungen der Differential- und
Integralrechnung

5.1 Integrale in der Physik

(b) F

W(x):/F(:z)daz:/(Dm+Cx2°)dgz: """"
0 0 100
_ | D Cnl® Do Con_
_{2x+21$ T S N S

N N

=95 . g2 o2
5m 7+ 5 —5
W(lm)=230J, W(1,2m) = 260J

(c) GMm dz
R R R
" 1 1
:GMm{——] =GMm (———>
R R
GMm
Jim W(r) = =5~
5% T T =4/ —=11,2—
2U0 R — Vo R .
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5.1 Integrale in der Physik

(b) v(t) = v(ty) + /adT =y + a(t — tg)

z(t) = z(to) + / [vo + a(t — to)] dT = zo + [UOT +

to

a
= 2o +vo(t —to) + 5 (t = to)”

t

2(7- — t0)2] =

2 to

(¢) Aus mg —at; = % folgt t1 = o,
e

F F
m(t)  mo—at

vo—l—/a dT_Uo—FF/i:
mg — QT
0

1 ! F
=vg+ F [ (ln\mo—aﬂ)} =v9 — — (In(mp — at) —Inmg) =
—a 0 «

F. myg—at F mo
=ypy——Iln—=yvy9+ —In———
o' mo a  mgy—at

t

t
F
x(t):ﬂco—i-/v()dT—wo—Ir (vo—i——lnimo >d7-:
(% moy — T
0

:x0+v0t—§<—%> [(1—%7>-{1n<1—mi07> —1H0:
e B2 (o2

Fmo at at at
=zo+tvt+—|(1—— ) - In(l—— )+ —
mo mo mo

Fiir die speziellen Zahlenwerte gilt:

m t
#)=-10021m (1 -
ot) s n( 100s>

z(t) = 10*m - Vm(1- L)+
B 100's 100's 100s

Mit ; = 50 folgt v(t1) = 69,3 — und z(t;) = 1,53 km.
S

und
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5.2 Extremwertaufgaben

F F
Ohne Sandverlust: v(t) = —t =1 % -t und T(t) = Dy t2=0,5 % -2,
mo S mo S

3(t1) = 50 =, T(t;) = 1,25km.
S

veh =

601 ]

1200+
507 1000}
401 800+
30" 60(}’
201 400
10+ 200

% 10 20 30 40 50 :

w ek

5.2 Extremwertaufgaben

1. (a)y (b) s(z) = x2+f(x)2:\/x2+%

4
/( — Qx_m_s

2\/x? + f(z)?
/ 1

B B ‘ s(xg) =0 = 1xp=28~1,122
B Yo = f(xo) =275 20,7937

3 lim s(z) =4+oc0und lim s(z) =400
% ! r—0+ T—+400

% und nur eine Nullstelle von s =

relatives Minimum bei B (z¢|yo)

V325
2

o ; ; : : ::LXO: 1 1 1 %2x (C) sp = x3+y3: ~ 1,375

In der Zeichnung hat sy die Linge 5 - 1,375c¢m = 6,875 cm, in der Wirklichkeit also
2000 - 6,875cm = 137,5m.

sitsy _ Vai+yi V(I —21)?+y3

2. (a) t=
(a) . .

dt T T sin cv; — sin oy

dxq cS1 €Sy c

S1n1  S9n9 n1\/$% + y% nay/ (I — x1)2 + y%

(b) 1= 22 = +

c c c c

dt nixri N9y NiSina; — ngsinasg ni sin oo

0 = — = — frg > — = -
dxq cs1 cS9 c ng  sinog
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3.

5.2 Extremwertaufgaben

(a) V =r2xh = h(r) = % = A(r) =27 + %
Ary=0&er= \3/%.

Da A(0) = oo und lim A(r) = oo handelt es sich hierbei um ein Minimum.
r—00

(b) A:2T’7T(T—|—h)jh(r):%_er(r):%Ar_,rgﬂ.
Vi) =0er=,/4.

Aus einer Grenzwertbetrachtung von V() schlieft man auf ein Maximum.

4. plx)=2z(15—z)=p(x)=15-2c=02="15

6.

Maximum, da der Graph von p(x) eine nach unten getffnete Parabel ist.

b=2c,a=30—-3c=V(c)=(30—-3c)-2c-c
V'(c) =120c — 182 =0 <> ¢; = 0,00 = 2 =6
Maximum, da V'(6) > 0 und V'(7) < 0.

wino

(a) V(z) = 2(1lm — 27)% = 1m%x — 4ma? + 423

(b) V'(z) = 1m? — 8mz + 122? = 0 < x1 = $m oder z3 = $m
V(0)=V(im)=0.
V"(z) = —8m+ 24z = V" (im) = —4m < 0 =
Maximum bei x9 = %m.

(c) V(%m) = 2%1113

(a) V(x) = z(a — 27)% = a’x — 4ax® + 423

(b) V'(z) = a® — 8az + 122% = 0 & z1 = 3a oder x5 =
V(0) =V(3a) =0.
V() = —8a+24x = V" (ta) = —4a <0 =
Maximum bei x9 = %a.

(c) V(ga) = 5a°

a

o=

(a) V(x) = z(a — 27)(b — 27) = abx — 2(a + b)x? + 423

(b) V'(z) =1222 —4(a +b)xr +ab=0 =
z1=g(a+b+ Va®>+b%—ab) oder zy = (a+b— va? + b> — ab)
V' (x) = —4(a + b) + 24z =
V"(x1) = 4V a? + b> — ab > 0 = Minimum bei x;
V' (x9) = —4vVa? + b? — ab < 0 = Maximum bei z5.

(a) f/(x) =423 —dr=0= 1, = 0, Ty3 = +1
(b)
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10.

11.

5.2 Extremwertaufgaben

Al(x):(x'f(x))/=5x4—6x2+1:0:>
1y = 15(6 £ V36— 20) = §5(6+4) = 21 =1, @ = 1V5.

A"(z) = 2023 — 12z,
A"(1) > 0, also Minimum.
A"(%) = -2V/5 <0, also Maximum. Also: P(£/5/0,64)

P(2]0), Q(r cos ¢|rsing), R(—r cos g|rsing), S(—2/0)
A(p) = 4(1 + cos p) sin @, ¢ € [0;90°]
A(30°) = 3,732, A(45°) = 4,828, A(60°) = 5,196, A(90°) = 4

A'(p) = 4(cosp+ cos? p — sin? ) = 4(cos ¢ + cos(2¢p))
= 8-cos(3p) - cos(3p) = 0= ¢ =60°

A(p) =cosp - (1+singp), ¢ € [-90°;90°]

A(p) = —singp-(1+sing)+cos?yp
= —sinp—sin?p+1—sin?p

= 1—sing —2sin®p = (1 —2sinp)(1 +sinp) =0
1. Fall: sinp = —1. Fiir sinp = —1 folgt A(¢) = 0, also kein Maximum!
2. Fall: sinp = 3 (< ¢ = 30°!).
Bei ¢ = 30° liegt ein Maximum vor, da A(0°) =1, A(90°) = 0 und A(30°) = % V3 ~
1,299.

2+ h?=d?> = V() =b-vd>—b?-1. Da das Volumen immer positiv ist, ist V(b)
genau dann maximal, wenn V2(b) = b? - (d? — b?) - [2 maximal ist = b = %d. = 64%

des Baumes werden genutzt.

bh? = b - (d? — b?) ist maximal, wenn b = %d = 60% des Baumes werden genutzt.

W(Z) = (mp —my)2Z + myAc® — 6eA + 6eA3 + ﬁj—; + n%
W'(Z) :—a+Z(j—§+8—X> —4n =
minimale Bindungsenergie fiir

A 1+4 A 149-1073

2 14 £45 2 1474-103- 43

Fiir kleine A erhilt man etwa gleich viele Neutronen und Protonen. Je grofler A ist,
umso mehr weicht die Protonenzahl von é ab (kleiner).

TIP: Z(A) und % mit Funktionsplotprogramm zeichnen!
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14.

15.

16.

17.

5.2 Extremwertaufgaben

(a) Schwerpunkt jeweils bei £ (H: Dosenhéhe)

(b)

. mDH2 + mLh2
mp + mr¢ 2mpH +2mph

S'(h) =0 < mph® +2mpHh —mpH? =0 &
h=-L <—mDH iH\/mD(mD —i—mL))

my)
Da der Term unter der Wurzel grofler als mp ist und fiir A nur positive Werte sinnvoll
sind, folgt

1
h = m—L <—mDH+H\/mD(mD +mL)>

(¢) h =0,28089H = 4,6 cm

Bei einem zylindrischen Turm ist eine Querschnittsfliche, die um den Winkel ¢ gegen die
Horizontale geneigt ist eine Ellipse mit der Fliche Cfs”(b. Die Kraft parallel zur Fliache betragt
Fysin ¢ (Fp ist die Gewichtskraft des abrutschenden Teils).
=0 = %sinqﬁcosqﬁ

o ist bei festem Fy und r27 fiir den Winkel ¢ = 45° maximal.

(a) a+b=c=konst = a-b=ac—a’®= f(a)
1. Losungsweg: f'(a) =c—2a=0=>a= 3¢, f'(a) =-2<0
Also: Produkt maximal fiir a = %c
2. Losungsweg: f(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel = f(a) maximal am
Scheitel (3c|1c?)
(b) a-b:c:konst:>a—|—b:a+ng(a)
a
fla)=1-%=0=a=+c ["(a) = 2~
a
1. Fall: ¢ > 0, d. h. @ und b haben gleiches Vorzeichen.
Fiir a,b > 0 ist f”(a) > 0 und damit erhélt man fiir a = b = /¢ ein Minimum. Fiir

a,b < 0ist f”(a) < 0 und damit erhélt man fiir a = b = —/c ein Maximum.
2. Fall: ¢ < 0 = f’(a) > 1, also kein Extremum.

S S 1
Mitm:SM>0undn:SN>Of01gtAzimnsina:>

2A 24
mn = und m =
sin «v nsin o
_ 4A? 4A
MN2:m2—|—n2—2mncosa:2,72+n2— = f(n)
n?sin” o tan

, . 4A2 2A 24
fln)=0=n"=——=n=y/—\m :
SN~ & S & S &«
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

5.2 Extremwertaufgaben

I = a+b. Die Dreiecksfliiche A = absin « ist bei festem a und b maximal, wenn die Teilstiicke
einen Winkel von 90° einschliefen. = A(a) = ab = al — a®

1. Losungsweg: A'(a) =1—2a=0=a = 11, A"(a) = —2 < 0, also Maximum fiira = b = 3!
2. Losungsweg: A(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel. Damit wird das Maximum am
Scheitel (31|11?) angenommen.

3. Losungsweg: Das Produkt zweier Zahlen mit konstanter Summe ist maximal, wenn die
zwel Zahlen gleich grof} sind.

V(z)=z-(8—2x) (5 —2z) = 42> — 2622 + 40z =
V/'(z) =122% — 522 + 40 = 0 fiir z1 = 33,20 =1
V"(3%) > 0, also Minimum bei z; = 31

V"(1) < 0, also Maximum bei zg = 1

Seitenléingen des Rechtecks: a, b = A = ab = d*(a) = a* + —
a

Minimum von d? bei (v/'A,2A) = Minimum fiir a = b = v/A, d.h. Quadrat

2
d(z) = <3—\/1+%m2> +(0—x)?

gibt den Abstand eines Punktes A(z|f(x)) von P an. d(z)? und damit auch d(z) (da
d(xz) > 0) hat nur ein Minimum bei P(0|1).

2A 2A

Ul)=2z+—, U)=2-—F=0 = z=y=VA
T T

9V?2

Mantelfliche: A(r) =rsm =1/ri7? + —

r

9V?
A(r) minimal <= g(r) = r* 7% + 7 minimal

18V? 3V
"(ry =4n?r3 — =0 = r=rg={—=
g() r3 0 7T\/§

54 V2
704

q"'(r) =12 m2r? 4 >0 =— A hat bei rg ein Minimum.

3V
hOZQ—ﬂ_:T’O\/i

7o

214 @ )= (1+2) VT, ey =

z2v/a? + 22

ol

T’(m):() _— x:xoza%b

r'(z) < 0 fiir * < 29 und ' (z) > 0 fiir # > 9 = rel. Min. von r bei zy.

3
2

L =r(x) = <a% + b%)
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5.2 Extremwertaufgaben

(b) a=b = L=2aV2
a<b = L=b
b=2a = L=x4,16a

(c) r(x):<1+§>\/1+—962:(36+2) 1+%

o ()

1
L+ 2 1 Hosgital lim (1’ + 2)2

= f S —

o T T T

lim [r(z) — (z 4+ 2)] = lim

T—00 T—00

=0

R
2 P(R)=RI?=U?.
R — R
P(R)=U?. 2 =0 =— R=R;
() (R+ R;)3
P”(R)—UQ-?;J: ;ﬁ P"(R) <0 = Maximum
U2
PmaX:P(Ri)_4R.1
13, 16V 5
26 (a)V—1—6x ) y—13x2, 8x
P & 40V
(b) Al(z) = 7 1322
160V y 13
/ g = 3 = = = —
Al)=0 = z={\75" 10
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5.2 Extremwertaufgaben

(¢) x=8m,y=104m, h=5m und g =3m

Damit gilt auch v =z, = VV und z = v = V'V, Wiirfel!!
Ty

a

28. p(x) =z(a—x), P(r)=a-22=0 = x=3
p'(z) = —2<0 = Maximum

29. 300 |

(a) G(v):asB—kbstQ—i—?

/
(b) G'(v) ngst—Z—j /
200 | 7

G'v)=0 = /

C \\ //

2bB N ///
100

v=uvy = {

km
(C) Vo = 118,6 T

Go == G(Uo) = 109,21 €

100 200 300

30. f symmetrisch zur y-Achse. Fiir z 2 0 gilt d = f(x) = a — 2". A(—x|d), B(z|d)

F(z) = % 2x- f(z)=ax — 2™

. . [ a na
F(x) maximal fiir zo = ¢ T do = f(zo) = ——
31.A(a—Vc—{—aQ‘C),B<a—|—\/c—|—a2‘c), AB=2Vc+a?
1 I
F(c):g-]c]-AB:]c]-\/c—i—a2
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5.2 Extremwertaufgaben

3¢+ 2a?
Flle)=4+—"—"_
(©) 2v/¢c + a?

2

(c) hat relatives Maximum bei ¢ = e und ein relatives und absolutes Minimum bei
¢ = 0 (Spitze von F(c)).

L

2 2
-z = h=+Vbh -—z2= \/(——1‘) — 2 = LZ—L.%'

A(x)z%-?x-h:x\/L(L 4x) \/_\/ 2(L —4x) \/—\/ — 43

(b) A(z) ist maximal, wenn der Radikand f(z)

= Lz? — 42 maximal ist.

f'(x) = 2L — 122% = 2x(L — 6x)

f(z)=0 = x1=0oder zy = —

f"(z) =2L — 24z =

24L
f"(x1) = 2L > 0 (Minimum), f"(x2) = 2L — 5 = —2L < 0 (Maximum)
Also: g = r
Aus z = z( folgt b=

()

po|
ol

=3 und 2z = 3 d.h. das Dreieck ist gleichseitig.

3

L 3—\F

— :UO (L —4xg) =

g —

2

L L—g \F L —3L2
62 6 3 12[

36

33. (a) Preis fiir die Ddmmung: kl(az):50§-A-1,5+a-x-A-1,5:37500€+600€ x

0Ol in Litern: m = S _ pas .l

menge in Litern: m = —oms = 0o Lye~ Tz
.. €  120000€
Olpreis: ko(z) =m 1,2

T- Ixz 7
3+2

12 €
k(x) = ki(x) + ko(x) = 37500 € + 600 € - = + %

3 2
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5.3 Wachstums- und Zertfallsprozesse

(b) Umformen von k: k(z) =p+ qr + >t 3

6r -3 2.1 & 2 [2r
k/ = —720 — f = —— + = _ = —— JE—
(@) =4- G2 TTITT3O3Y 37V

2 [2.120000€ 2 1
=S TR 290 =19;
To=—g 600 € 3" 3

(c) k(18) = 61157,14€, k(20) = 61 112,90 €, k(0) = 397 500,00 €

k]{:((QOU)) =0,154 =154% = um 84,6% kleiner

5.3 Wachstums- und Zerfallsprozesse

1. (a) t4=2
(b) tg =2++2

5.4 Optimierung
5.5 verkniipfte Funktionen

5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

R
1. P(R)=RIP=U% ———
R — R
2 i
—4R; .
P”(R):UQ-% P"(R) <0 = Maximum
U2
Pmax:P i) =
() IR

2. (a) If(x) = Irf(x) fiir I(z) = 0 oder I(x) = 1. Aus der Berechnung eines geeigneten
Funktionswertes z. B. I7(20°) = 0,85 < 0,92 = I;7(20°) folgt, dass fiir I < 1 die
Anordnung I1 grofiere Ausschlige liefert.

(b) I;(0°) = 0, I;(10°) = 0,4, I;(20°) = 0,85, I;(40°) = 2,1, I;(60°) = 4,8, I;(80°) = 18,40
I71(0°) = 0, I;7(10°) = 0,6, I77(20°) = 0,92, I;(40°) = 1,4, I;(60°) = 2,2, I;(80°) =
4.3
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5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

(c)
(d) Grofie Empfindlichkeit bedeutet grofies Az fiir ein fest vorgegebenes AI. Empfindlichkeit= I(;),
(¢)

cosT +xsinx
I =004——
I(x) ) COS2$

cosx cosx + rsinz
I}I(x) = 071 D)
T COS* X

C
(a) lim A(f) = —5 System folgt exakt dem Erreger.
f—0 1o

lim A(f) =0 System kommt nicht mehr mit.

f—o0

b) fr=1\/f2-%

(¢) fr nimmt mit der Eigenfrequenz fy des Systems zu und mit dem Reibungsfaktor -
ab. Fiir kleine Reibungen gilt fr ~ fo.

() Vab=m =0V -bxV
Also pV = TR.

(b) p(V) =75 — i

(¢) Bedingung I: g—{; = —(VR_—%:)Q + % =0
p _ 2RT __ 6a _
avz = W-b3 ~ Vi

I in II einsetzen liefert Vi, = 3b.

Vi = 3b in I einsetzen liefert Tj, = %.

Ty = % in p(V) einsetzen liefert pj =

Bedingung II:

75
(d) Tk,Sauerstoff = 154,5 K, gk,Sauerstoﬂ“ = 5,08MPa’
Vk,Sauerstoff = 070948 L

kmol

(a) i I(w) =gt —0,lw|, N(10/0)
ii. lim I(w) = o00; lim [(w) =00
w—0 Ww—00

ili. Bei w = 10 nicht differenzierbar!

iv. Fiir w < 10 streng monoton fallend und fiir w > 10 streng monoton steigend.

(b) i I(10) = 1—@:%

. .
ii. ngl_)InOI(w) =5 wh_)rrgof(w) = 00
iii. waagrechte Tangente bei w = 0;

Minimum bei w = 10/v/1 + 2R2 — R?

iv.
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5.7 Anwendungen in der Geometrie

v. I(0) sinkt; I(Minimum) steigt

vi. w = +v50

6. (a) W(2) = (my — mn)PZ + mp A — 624+ 62A% + BLr + nUFEE

. 28 &n) _
(b) W(Z) = a+Z(A%+A> i =

minimale Bindungsenergie fiir

A 1+g A 1+49.1073

2 14 £45 2 14+74.107 A3

(c) Fiir kleine A erhilt man etwa gleich viele Neutronen und Protonen. Je grofier A ist,
umso mehr weicht die Protonenzahl von é ab (kleiner).

TIP: Z(A) und é mit Funktionsplotprogramm zeichnen!

T
100°C’
Maximum (0,22 — 0,41), Minimum (—1,00| — 2,65),
Wendepunkt (—0,39] — 1,53)

7. (a) Substitution: x =

(¢) Im Temperaturbereich von —25°C bis 25°C weicht f(T') von f(T) nur geringfiigig
ab. Hier stellt also f(T') eine geniigend gute Niherung dar.
Betrachtet man aber einen gréBeren Temperaturbereich, muss f (T') verwendet werden.
= 50°C) — f(50°C
z. B. |[f(50°C) — f(50°C)| = 0,204, LA ~) I ) = 33%
f(50°C)
Dem Diagramm entnimmt man, dass die Lingenénderung f (T') eines 10 m langen Sta-
bes im Temperaturbereich von —100°C bis 100 °C ca. 1,055 betréigt. Dies entspricht

°C
einer Lingenausdehung um 0,00001% pro °C!

Literatur: Mathematikaufgaben, Anwendungen aus der modernen Technik und Ar-
beitswelt, Werner Schmidt, Ernst Klett Verlag, 1984

5.7 Anwendungen in der Geometrie

5.8 Aus der Physik

. o sin (a — 90°) —cos« 1
1. tan (90° — o) = — tan (a — 90 ):_m:— sina_ tana
1 _ 1—tan290

Steigung von g: m = tany = tan(90° — 2p) = i
an zp an e
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4.

5.8 Aus der Physik

¢ fan (90° — 7) = — ! LI ba —
an = tan —_T) == — = — m = ba — —
7 tant  f'(a)  2ba 4ba

Aus g(z) =ma +pund A € g folgt

1

1 2
g(a)-(ba—%>a+p—ba = P=1

Da p nicht von a abhéngt, geht jeder zur y-Achse parallel einfallende Strahl durch P.

Co=5=4-10"2 1431052 | s(t)=07m — t=5-10"%s
S S

o(t)) = 2,3 107?

Co(t) =a(t) =40 52 43 — 240 km 42 4 320 km g

a(t) = o(t) = 120 52 . 2 — 480 X . ¢ 4 320 ki
Nullstellen von z: ty; =0, tgo = 4h
Nullstellen von v: ¢17 =0, t1o = 2h, t13 =4h
Nullstellen von a: to; = (2 + %\/3) h, tos = (2 — %\/3) h
Tmax = (2h) = 160km, vyax = v(te1) = %\/ngm ~ 123 kTm
(a) Ir(z) = Irr(z) fir I(z) = 0 oder I(xz) = 1. Aus der Berechnung eines geeigneten

Funktionswertes z. B. I7(20°) = 0,85 < 0,92 = I;7(20°) folgt, dass fiir I < 1 die
Anordnung 17 groflere Ausschlige liefert.

(b) I7(0°) =0, I;(10°) = 0,4, I7(20°) = 0,85, I7(40°) = 2,1, I7(60°) = 4,8, I7(80°) = 18,40
Ir7(0°) =0, I77(10°) = 0,6, I;7(20°) = 0,92, 1;(40°) = 1,4, 1;(60°) = 2,2, I;(80°) =
4,3

(d) Grofie Empfindlichkeit bedeutet grofies Az fiir ein fest vorgegebenes Al Empﬁndlichkeit:ﬁ

cosT + xsinx

I = 0,04
1(@) ’ cos? x
cosx cosx + rsinz
I = 0,1,/
11(7) ) - cosZ 1
(a) vy, = 20%, Vo = —25%, V1,t>6s = 30%

(b) 1s<t<6s: a1(t) =zo+vot+ 212, wvi(t)=vo+at

z1(1s) =0, z1(6s) = 125m, v1(6s) = 125m —
a=23,v0 =187, rg = —19m, v1(0) = v1(1s) = 207
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5.8 Aus der Physik

6. (a) 3(t) = —w?sgsin(wt)
(b) 5(t) = —w?sq cos(wt)
(c) 3(t) = —w?sgsin(wt + )
(d) Die Losung (a) beschreibt Schwingungen, die in der Nulllage starten und die Losung

(b) Schwingungen, die bei der maximalen Auslenkung starten. Dagegen ist (c) eine
allgemeine Losung der Gleichung fiir beliebige Anfangsbedingungen, die dann den
Phasenwinkel ¢ festlegen. Dazu entnimmt man aus dem Experiment s(0s) und $(0s)
und setzt die Werte in s(¢) und $(¢) ein. Daraus erhédlt man den Phasenwinkel ¢.

k
5(t) = —%s(t) + sowefﬁt - cos(wt)

A% k
§(t) = <—> so e mt - sin(wt) — 22—wso et . cos(wt) — w?sg et . sin(wt)
m

2m
D (kY
50 e amt . sin(wt) - m - <— - <—> - w2> =0
m 2m

Einsetzen liefert:

8. (a) i S(m)=35000m?2—2m 21250 4+ 12950 = m = 0,607
ii. S(m) = 5600 m?— 2m - 10700 + 20450 = m = 1,91
iii. S(m) = 8400 m? — 2m - 24230 + 69921 = m = 2,88
iv. S(m) = 750 m? — 2m - 222 + 65,79 = m = 0,296

S(m) = (may — b1)2 + (mag — b2)2 + (mas — b3)2 + ... + (may, — bn)2

= (ai+a3+ai+..+d)-m?
-2 (a1b1 + asby + azbs + ... + anbn) -m
+ (b3 + 03403 + ... +b2)

(c) p=ai+a3+a3+..+a2, q = arby +agba+azbs+...4+ayb, und r = b3 +b3+b3+...+b2.

(d) m :%
9. (a) nlv) = zisl(i)
(b)

308 [ 50km [ gokm [ 100 B2
trocken | 13,3 m | 27,7 m | 57,5 m | 82,9 m
nass 199 m | 46,0 m | 104,5 m | 1564
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5.8 Aus der Physik

30 Bm [ 50 km | go km | 100 km

trocken | 1640 1531 1280 1138
nass 1204 980 730 620

Mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt die Anzahl der passierenden Autos ab!

.1h 5—2+0v?)-1h
(d) n(v):vil:n'(x):%:O & v ==xv10b
5+ v+ 5502 (54 v+ 55v?)?

Negative Losung nicht sinnvoll! =
trockene Strafise: n(v) maximal fiir v = 8,4% = 30,11‘Tm

nasse Strafise: n(v) maximal fiir v = 5,57 = 19,71‘Tm
n(v) ist fiir v < Nymax streng monoton steigend und fiir fiir v > npyax streng monoton
fallend.

(e) Das Maximum von n(v) liegt bei erstaunlich niedrigen Geschwindigkeiten. Geschwin-
digkeitsbegrenzungen sind bei hohem Verkehrsaufkommen sinnvoll. Sie verbessern den
Verkehrsfluss (n(v) wird groBer!).

n(v) wird auch dann grofer, wenn der Sicherheitsabstand s(v) verringert wird. Dies
ist jedoch nicht anzustreben, da dadurch das Unfallrisiko steigt.

10. Fiir x < 0 kann die Bahnlinie mit f;(z) = 0 beschrieben werden.
Bedingung fiir die Bahnlinie:
£(0) = f(0) = f(0) = 0 (1), k(x) ocx (IT)
Ansatz fiir © > 0: fo(x) =a+bx +cx? +dax® +ext +... =
fo(x) = b+ 2cx + 3dx® + dex® + ...,  fY(x) = 2c+ 6dx + 12ex? + ...

Aus (I) folgt a = b = ¢ = 0. (II) kann mit diesem Polynomansatz nicht exakt erfiillt werden,

6dx + 12ex? 4 ...
da man mit obigem Ansatz k(z) = T ler + = erhilt.

(1+ (3dx? + dex3 + ...)2)2
Fiir kleine z ist jedoch f’(z) sehr klein und kann vernachléssigt werden. Man erhilt k(x) ~
f"(z). Fiir diese Néherung liefert fo(z) = da® eine Losung.
1
.

Bestimmung von d (Einheit: km) aus

(
K0,2) ~6d-02=1 — d=3

= k(z) ~ f"(z) = 6dx:

Betrachtung der Abweichung von der exakt berechneten Kriimmung bei z = 0,2:

6-2-0,2 1
k(072) = 3
(1+(3-2.0,22)2)2 1,015
Bei z = 0,2 wird der Kriimmungsradius von 1000 m nicht exakt erreicht. Dies macht sich
in einem kleinen Ruck im Zug an der Ubergangsstelle bemerkbar. In der Praxis werden
solche Abweichungen toleriert, da der entstehende Ruck geringer als das iibliche Riitteln
des Zuges ist.

oo [Sdlot

132



5.8 Aus der Physik

11.
(a) veo =20
120t
b )= — o =0T
(b) alt) = oy =0
(¢) a(t) >0furt >0 = o(t)
streng steigend fiir ¢ > 0, d.h.
lim v(t) =20".

t—+00

12, F(t) =mi(t) =6amt
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