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1 Integration

1.1 bestimmtes Integral
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1.1 bestimmtes Integral

1 1
1)1 il 10
Sl 222], 3 18 2 9
2. Mittelwerte von Funktionen
Der Mittelwert einer Funktion f im Intervall y A

|
i
|

b
— 1 ‘
F=i [ f@)as

Berechne die Mittelwerte folgender Funktio-

f
[a, b] ist definiert als /\
b

nen im Intervall [a,b] und veranschauliche
das Ergebnis am Grafen der Funktion:

(a) f2)== a:%,b:él (b) f(x):él—%, a=-2b=2
=0,b=21 (d) f(z)=sinz, a=0,b=m

0,
— 1
0; fiir welches b ist f = 5?

4
_ 1 de 2 11* 27 1 1
Lésuna- _ de _ 2 11" _2f 1 ,]_1
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f(x) = f ist symmetrisch zur y-Achse:
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2
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1.1 bestimmtes Integral

b
sinb 1
do = b SY_ 2
0/cosx x = smx]o ; 5 y
0

= 5 ist nur numerisch losbar, z.B. mit
dem Newtonverfahren oder einfach durch Ausprobieren mit w -
dem TR: b ~ 1,895. 2

3. Ein Stein wird vom Boden aus (y = 0) mit der Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht
nach oben geworfen. Fiir seine Hohe y in Abhédngigkeit von der Zeit ¢ gilt

y(t) = vot — 5 £

Berechne die mittlere Hohe h wihrend der Flugphase, ausgedriickt durch die maxi-

male Hohe h.
t 2
Losung: y(t) = <UO - %) = = t=01=0, toe= =0
g
. . to2 V0 1)8
Maximale Hohe zur Zeit t; = o = —: h=y(t) = 2
g

to2 2vg

- 1 t2 o 2
7= /(vot—th):L vort 9.3 _ % _ 2y
to2 — to1 2 2@0 2 6 3g 3

to1

d
4. (a) /\S/de b [ =
R
(c) Berechne den Mittelwert von f(x) =z (n > 0) im Intervall [0, a].
3z

IS

4 4
Lésung: (a) /%dx:/xédx:§+02 43 3\/——|—C
3
Tde . [ , R 1 1] 1
(b) |5 =Jim [z dw:a@;o[—;];a%[—g+§]=§
R R

a
o 1 1 n+1 n+1 n
a aln+1], an+1) n+1
0

5. Berechne folgende Integrale und veranschauliche sie als Flacheninhalte:
1

1 0 e’}
dx b dx dx d_x

(a) NG ()1ﬁ () (d)
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1.1 bestimmtes Integral

a—)O+ a—0t a—07t

= lim [z 2dz = lim [2\/_] = li_>m (2/a—1) = +o0

a— 00 a—r0o0

1
Lésung: / = lim x_%dx = lim [2\/5](11 = lim (2 —2va) =2
1/

dz Y . 1t 1
() [ w=lim [z7°dz= lim |——| = lim {14~ )=+oc0
x a—0+ a—0t r], a—0F a

(d) [ = =lim [27%dz = lim [——] = lim <——+1) =1

2 a0 a—00

6. Enthélt das Integrationsintervall [a, b] des bestimm-
ten Integrals [ = / f(z)dz eine Polstelle bei x,

dann definiert man (uneigentliches Integral):

b xro—e1 b
/f(:v)d:v: lim / f(z)dz+ lim f(x)dx
e1—0t go—0T
a a To+es To — €1 To + €2
1
dz

(a) Berechne .
“1

d
(b) Der Wert von [ = / —f hiangt davon ab, wie £; und &9 zusammenhéngen.
x

]
Berechne I fiir

e ¢y =g (Cauchyscher Hauptwert)



1.1 bestimmtes Integral

® 9 — 281
Gib ein Beispiel fiir die Wahl von £ und €5 an, fiir das [ = +oo ist.
Lésung: (a) Pol beizg=0 =

_61 ld 1 o ) 1
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8. Berechne numerisch mit Untersummen (S,), mit Obersummen (S,) und mit der
Midpoint-Rule (Sy,) (n Teilintervalle). Berechne den relativen Fehler der drei Ergeb-
nisse und des Mittelwertes S von S, und S, (genaue Ergebnisse in Klammern).



1.1 bestimmtes Integral

5 2
d 2
(a) —x, n=4 (1,609437912) (b) /2_”5 dz, n=4 (1,04474066)
x
1 0
(c) / tanz do, n = 4 (0,3465735903)  (d) / T e, n = 5 (1,851937052)
T
0 0
Lésung: (a) Az = % =1, f monoton fallend im Integrationsintervall
11 1 1 77 =
Su—[f(2)+f(3)+f(4)+f(5)]-1—§+§+Z+g—@—1,283
1 1 1 1 25 =
SO—[f(1)+f(2)+f(3)+f(4)]-1—I+§+§+Z—E—2,083
= Su+S, 101
S =Tt = o = 1,683

1 1 1 1

Sm = [f(1,5) + f(2,5) + f(3,5) + f(4,5)] - 1 = 15 + 25 + 35 + 15 ~ 1,574603
I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;
5y = S“I_ r_ —20,3%, 6, =29,4%, 0g=4,6%, Om=—22%,
(b) Az = % = %, f monoton fallend im Integrationsintervall
Su=[f(0,5)+ f(1)+ f(1,5) + f(2)] - % = 0,8068102595
S0 = [£(0) + F(05) + F() + F(L5)] - 5 = =2 = 1,2755602
5= ; S _ 1 04118526

Sm = [f(0,25) + £(0,75) + f(1,25) + f(1,75)] - % = 1,046497675

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;
5y = Su—1 _ —22,8%, 6, =221%, 0g=-0,34%, Om=0,17%,

7r
(c) Az = 6 f monoton steigend im Integrationsintervall

s

S, = [f(O) v f (%) +f (%) +f (?—gﬂ = 02515835636

S, = [f (%) +f (%) +f (?—2) +f (%)} ~116 — 0,4479331044
Su+ S,

S = 0,349758334

™ 3 5% T T
Sm [f (3—2> +f <3—2> +f <§> +f <§>} i 0,3449916438



1.1 bestimmtes Integral

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;

5y = S“I_ L_ —27,4%, 6, =29,2%, &g =0,92%,
(d) Az = %, f monoton fallend im Integrationsintervall
2 3 4
P (3) (2) () 1]
[ 27 3 47

8o = f<0)+f( )+f<g> +f<g> +f(;)} -
5= S ;S = 1.841437928
su=|(35)+ 1 (55) + 7 (5)+ £ (%) + 4 (55

I bezeichnet den angegebenen genauen Wert;

S = —0,46%,
% — 1.527278662
T

= = 2155507193

)] : g — 1.857196808

-1
b= 17 5%, 6= 164%, G5 = —05T%, Om = 0,28%,
ed In2 e?—1 d 2 d
x x x
9. — b 5e3t dt d R S——
() [ < <>/e © [ W[5
1 et1 1
I 5 e 1 4 9 ]
(e)/tanxd:p /4x+5 (g)/lnxdx (h)/idx
r+1
4 1 0
! n+1 1 1
Losung /w"dx: =
n+l], n+1
0
/Asinwtdt ——Coswt}wz ——cosT 4+ —cos0 = %
w : w w
0
4 14
O [t
z3 202], 2-42 2 32
1
3 1 32 1 1 1 38
(d) — - =) dz= +— =—=—4-—=-—=—-—-=—
3 x7 18 ' 246 49 128 18 2 128
-1
(e) /cos—dx—[?)sm }gzi%[sing—i—sm%}:g(l—i—\/g)
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1.1 bestimmtes Integral
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1

s
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0
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a

(b) v 2 \ﬁ( 2 4)/
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e—0
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0
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11. (a dx (b dx
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2
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e

dx sin x — cos x sinx — cosx
(d> / rlnzx (e) / /

sinz + cos:c sinz 4 cosx
e 0

8 1 20 5z* 43
Lésung: (a) /L dz = —/ v de = — w
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1.2 Integralfunktion

n—1 1 n—1 1 n ! 1
(b)/x dng/my dx:—/udxzﬁln]x"—i—a\—kC

"+a " +a n " +a
) [ 3a? 13(31)/ 1 2126
X xr~ —
= | = —dz=< | ——Ldr=|zIn|2®—1]| ==
/m3 de 3/353—1”6 3/ -1 [3“’”6 @2 37
2 2 2
2 62

(Inz)’
Inx

dx % &2
T /lnxdx_ dz =[In|Inz|]; =1n2

_ ¥ L) x
/smx cosT (sinzx + cos ) dz = — [In|sinz + cos ) =0
sSInx + cosx
0
0

sinx + cosx

O\.,wm @ \

— z 1
[ sine — cosa dz = —[In|sinz +cosz||f = —Inv2+Inl=—=1In2
sinz + cosx 2

2

2 [ dt
/(a:c +b)Pdz (b) / 57 dz (c) Berechne x: —=1

3+ 1 ;
+b)100
Lo : b99d (aﬂf
osung /CLCE+ 100a —|—C
2 9 2
Sz a3 4+ 1) s o
. /:c3+1 / oy de=[nfz" + 1] =In9 - In2~ 150
1 1
rd
t
(C) /7:1n1'—1n2:1ng:1 — T = 2¢
2

1.2 Integralfunktion

1. Schreibe folgende Funktionen als Integralfunktion. Achte auch auf die Definitions-
menge!

(a) f(x)= %xQ —4x 46 (b) g(x) =cosz (¢) h(zr)=tanz

Lésung: Allgemein gilt: f(z) = /f’(x) dz mit f(a) =

(a) f(x)=0 = =0 =2, xogzﬁ,alsof(x):/(m—él)dx:/(x—4)dx
2 6

12



1.2 Integralfunktion

xr
(b) g(z) =0 = 0 = g + kr mit k € Z, also g(z) = — / sinx dx
Zok
(¢) h(z) =0 = x0r = kr mit k € Z. Um nicht iiber eine Polstelle zu integrieren,
muss man unendlich viele Fille unterscheiden:

T

dx . T T
h(x):/cos%v fiir xe}ka—§7ﬂU0k+§[

Zok

2. Wie unterscheiden sich folgende Integralfunktionen.

x T

(a) f(x):/costdt und g(x):/costdt

=]
w|

x x

(b) f(z) = / Bt dt und  gla) = / h(t)dt mit h(t):t%th.

Zeichne die Grafen von h, f und g.

xT

1

Lésung: (a) f(z) = /Costdt =sinx — sin% =sinx — 3

Bl

T

1
g(x) = /costdt =sinx —sing =sinz — 5\/§

1 I 1 z?
= —_— = _— —_— = —— ———f"
(b) f(x) /<t2+t> dt [ t+ QL — 13 ir x >0
2
/1 I 1 z?
= —+t)dt=|--+-| =—-——+"F—_fi 0
g(x) <t2+> [ t+2} ) g mpfira<

13



Lésung:

Losung:

Losung:

1.2 Integralfunktion

(a) Warum sind alle Stammfunktionen von f mit f(z) = 2% auch Integralfunktionen
von f7

(b) Welche Stammfunktionen von f mit f(z) = x* sind keine Integralfunktionen
von f7

3
(a) F(z) = % + C hat fiir alle C' € R eine Nullstelle (29 = sgn(—3C) - (]30])%) und ist

damit auch Integralfunktion von f.

4
(b) F(x) = L 4 ¢ hat nur fir C < 0 eine Nullstelle. Fiir C' > 0 ist F also keine

Integralfunktion von f.

1
Schreibe f(x) = — — 1 als Integralfunktion. Achtung, Fallunterscheidung!
2 g g

Nullstellen von f: 91 = —1, xg2 = 1. Wegen der Polstelle Fallunterscheidung:
[2 .
— / —dt firz <0
3
fl@)y=9 7% ,
— / —dt firz >0
3

\ 1

1
Schreibe f(x) = — als Integralfunktion.
x

xT

d 117 1 1
fa““):‘/t—f:[;} =z . — f@= ln L)

14



Lésung:

. Schreibe die Funktion f mit f(z) =

1.2 Integralfunktion

Um nicht iiber die Polstelle integrieren zu miissen:

—/% fiirx <0

dt
—/ fiirxz >0

Mit der Polstelle £y = 0 im Integrationsintervall wére das Integral unendlich, z.B.:
1 —€ 1
/dt . /dt+/dt . 1+1 1+1 . 2 5 N
— = lim — —|=Ilm |[-——+ ——=-+—-| = lim |- —-2| =4
2 esot t2 t2 es0t | —e =1 1 e] oot e
-1 -1 €

4
E V1 — 22 als Integralfunktion:

xT

flx) = /g(t) dt (2 Losungen!)

a

Zeichne den Grafen der Integrandenfunktion g mit der Einheit 2 cm auf beiden Ach-
sen. Veranschauliche mit Hilfe des Grafen am speziellen Beispiel f(0,8), warum beide
Losungen gleichwertig sind.

(a) g(x) = f'(z) =

—2x _ T
201 —22 V1-—22

3
Nullstellen von f: ig =+0,6 =

’ t r t
f(m):/i—l—ﬁdtzs/i—l—ﬁdt

utlw

15



1.2 Integralfunktion

(b) = 9(x) Ay
0 0 oo ro LS g
+0,1 | £0,101
+0,2 | +£0,204
40,3 | +£0,314
+0,4 | 0,436
40,5 | £0,577 [ | I
40,6 | +0,750 ~1 —0,6 0 :
40,7 | +£0,980 : | N
+0,8 | +1,333 | | 0,6
40,9 | £2,065 : ...... ! 054 -

Wegen f(—x) = f(x) ist Gy achsensymmetrisch
zur y-Achse.

Wegen g(—z) = —g(z) ist G, punktsymmetrisch
zum Ursprung. [ A L 15

0,8 0,8
=f (g) - f (—g) +/g(w)dt = /g(x)dt

0 (Symmetrie)

Argumentation mit einer der beiden Symmetrien oder mit f (%) =f (—%) =0.

7. Schreibe die Funktion f mit f(x) =5 — V9 + z? als Integralfunktion:
flz)=5—V9+2a2= /g(t)dt

(2 Losungen). Zeichne den Grafen der Integrandenfunktion g im Intervall [—5, 5]
(Einheiten: 1cm auf der z-Achse, 2cm auf der y-Achse) und veranschauliche am
Beispiel f(5) mit Hilfe des Grafen, warum beide Losungen gleichwertig sind.

Lisung: (a) g(x) = f'(z) = ———

V9 + 22’

Nullstellen von f: +4 —

i t i t
f”“}_{ﬁ‘“?!ﬁ‘“

16



1.2 Integralfunktion

(b) = | g(=) y
ol o  —= T S q‘ """""" o o
+1 | 70,316 \1 """""" oo~ | o 45
+2 | F0,555 a N L LJ .
+3 | ¥0,707 o L j ,,,,,,,,,,,, L
+4 | 0,800
+5 | 70,857

Wegen f(—z) = f(x) ist G; achsensymmetrisch zur y-Achse.
Wegen g(—z) = —g(x) ist G4 punktsymmetrisch zum Ursprung,.

f(5) =/59(w)dt:/49(w) dt+/59(w)dt=

5 5
1@ -5+ o= [ g
4 4

0 (Symmetrie)

8. (a) Von der Funktion f weifl man

f'(x) =g(z) und f(a) =0

mit einer bekannten Funktion g. Schreibe f(z) mit Hilfe einer Integralfunktion.

(b) Berechne f(x) aus

fl(x)=Vat und f(8) = —%.

Lésung: (a) f ist Stammfunktion von g:

/ o) dt = f(z) - fa) = fla)=b+ / g(t) dt
. el .
(b) f(=) =—%+/t§dt:—%+ [%tg:r::—%—i—%ﬁﬂg —%8% = %x% — 55
R 8 ~~

9. Die Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion f mit Dy = R, der kongruent zum
Graphen der Betragsfunktion, g : z — |z|, D, = R ist.

17



1.2 Integralfunktion

N

| Bo¥

(a) Zeichnen Sie den Graphen der Betragsfunktion g ein und beschreiben Sie, wie
G aus dem Graphen von g entsteht.

(b) Zeichnen Sie den Graphen der Integralfunktion F : z — [J f(¢)dt fiir -1 <z <
5 in das gegebene Diagramm ein. (Hinweis: Eine integralfreie Darstellung der
Funktion F ist hierzu nicht notwendig.)

Quelle: Handreichung fiir den Mathematikunterricht am Gymnasium, Das Abitur im
Fach Mathematik am achtjahrigen Gymnasium, Staatsinstitut fiir Schulqualitdt und
Bildungsforschung Abteilung Gymnasium, August 2008, www.isb.bayern.de

Losung: f entsteht aus g durch Verschiebung um 2 nach rechts und Spiegelung an der x-Achse.

)
y

A

4 a

w

¥ X,
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1.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

sinx
442 cosx

1. Geben Sie die Stammfunktion von an.

Lésung: F(z) = —3In(4+2cosz) +C

2. (a) Von der Funktion f kennt man die Ableitung
fla) =9
und den Funktionswert f(3) = 10. Berechne f(1).
(b) Von der Funktion g kennt man die Ableitung

und den Funktionswert g(1) = 1. Berechne die Gleichung von g und stelle sie in
der Wurzelschreibweise dar.

IE?’
Lésung: (a) f(x) = / (9- x2) dz =9z — £l +C

3
f(3):27_%7+0218+0210 = (=-8 = f(x)zgm_%_g
1 2
1: —_ = — e
fy=o0- 152
1 3 xatl -3 92
() gla) = [ o= [ =5 2
2

3. Beweise mittels einer sehr ausfiihrlichen Rechnung:

. T silnxcosx
/51n2:pdx: 5—7+C

2
Lésung:
xz sinxzcoszx 11
<§ -5 + C'> =573 (cosxcosx + sinz(—sinz)) =
1
=3 [1 — (COS2CE — sin? ac)] =3 [1 — cos® x + sin? x] =
1
=3 [Sin2 x + sin® x] =sin’z q.e.d.
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1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

1
4. (a) Beweise die Integralformel: /0052 ardr = g + %0 sinaz cosax + C
a

(b) Berechne den Mittelwert der Funktion f(z) = cos® g im Intervall [0, 7).

Lésung: (a) Beweis durch Ableiten der rechten Seite (RS):

1 11
RS = (g +2—sinaxcosax+0> = B +2— (acoszam—asinzax) =
a a

1 .
= 5 ( 1-— Sln2 axr + COS2 ax) = 0082 axr
———

cos? ax

1
(b) Mit a = 3 folgt aus der bewiesenen Integralformel:

= 1 1 1
f:—/0082<—:6> dr = —
us 2 us
0
1

1|:7T+, T s O]
=—|=+sin=cos = —0]| = =
g TG 08y 2
——
0

CE+ 1 =z xw

— 4+ ——sin—cos—| =

2 2.4 2 2
0

1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

1. Beweise: F und G mit F(z) = vz + 1 und G(x)

nen der gleichen Funktion f.

sind Stammfunktio-

x
IVt
Lésung: Wir miissen zeigen, dass, F'(z) — G(z) eine Konstante ist:

T WV 1(l+Vr+l) -

1+vVz+1 1+vVr+1

_Vrtl+atl-a Vetl+l
1+Vz+1 1+vVz+1

F(z) - G(z) =vao+1—

q.ed

2 2 2
2. Beweise: /x2 cosaxrdr = —f cos axr + <x_ — —3> sinax + C
a a a

dz | a? a a3

d [23@ <:U2 2> ) ]
— |—=cosar+ | — — — |sinax +C| =

2

2 2r . 2r . 9 2
— cosaxr — —sinar + —sinazr + ( 2° — — ) cosaxr = z” cos ax q.e.d
a

a a a?
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Lisung:

Losung:

Lésung:

1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

(a) /n:c"l dz  (b) /tlo dz (c) /tlo dt

@ [& © [ lals (f)/2x6+3x5+3$3+1dx

Tn i

(g) / (az +a)dz  (h) / (az +a)da (i) / (az + a) dt

(a) 2" +C (b) 9. 2 4 C (©) %t” +C
gl 240 firz20 ) 31
(d)l_ +C (e){_%2+c fir 2 < 0 (f) = +3x—;—@+6’
(8) 50 +az +C (h)x;1a2+0 (i) a(e + 1)t + C
d
(a) / 29dz  (b) / Yrde  (c) / Yarde (d) | 22
NG
i dz da
(e) /COS3l‘dl‘ (f) /Asmwtdt (g) ) (h) =

1000

(a) :;000+C (b)%W+C (C)anW+C (d) 247 +C

(e) / ae®dz  (f) / Ae7ttdt  (g) \(Z_x (h) / (22° +3e7%) du

(@) " +C (b %e% 4O @O WELC  (d)—e T4 C

A o 2
(e) e™+C (f) —Eefbt +C (g) —2¢2+4+C (h) §x3 —e T 4O

6. Beweise: (a) /xex dz =(z—-1)e"+C

Lésung:

(b) /:cze”‘“ dr = (2* — 22+ 2)e” + C

a?z® — 3a’x® + 6ax — 6

(c) /az?’e‘”C dz = e+ C
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1.4 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

(b) % [(2* =22 +2)e” + C] = (22 — 2)e” + (2 — 22 + 2)e” = 2"

(€ d Ta323 — 30222 + 6ax — 6
- a’x a§4+ ax et O] —

3a32? — 6a’z + 6a o0z 323 — 3a22? + 6ax — 6
at . at .

_ 3a%z? — 6ax + 6 a’z® — 3a?z? + 6ax — 6
= p . " .

ea:v

eax

T

7. Von der Funktion f kennt man die Ableitung f’(z) = 1e”2 und den Funktionswert
f (3) = 1. Ermittle die Gleichung, berechne die Nullstelle und zeichne den Grafen von

Losung: f(x /f :——e 40
1 s
f():_ie 2_|_C_1 — C:1+§e 2 &~ 1,11
1 = 1
f(x):—56_5+1+§e_%

fla)=0 = xO:—21n<2+e*%>z_1,60

8. Der Graf von F' mit F'(z) = f(z) enthélt den Punkt P. Wie lautet F'(x) fiir
(a) f(z) =cosz+1, P(r|r)  (b) f(z) =273, P(8/0)
Lésung: (a) F(z) = /f(a:)dx —sinz+z+C, F(r)=n+C=n1 — C=0
= F(z)=sinz+x

0) F@ = [f@ar=st e, F®=s+0=0 = O=-

== F(x):3x%—6
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

9. Lose folgende Anfangswertprobleme:

(a) F’(x)zgx(él—x), F(4)=4 (b):t:£+t—2, z(2)=0
. 3 3 o 32 13
Lésung: (a) F(z)= 2%~ g dx:Zx — 5% +C, F4)=4+C=4 = C=0
= F(w):§x2—lx3

10. (a) /(a:c+b /mdx @)/de

d) / \/% (e) / cos(3z —4)dz  (f) / Asin(wt + ) dt
() / e* 3 dx (h) % (i) /2 e ldy
0
Lésung:  (a) (an iyt C (b) —Z (e
(c) — oreT m +C %\/56—— +C
(o) % sin(3z — 4) + C (f) —g cos(wt + @) + C
(8) %e%_g—i-c (h) —%111\8—275\ +C

1.5 Berechnung von Flacheninhalten

1. Berechne die Fliche A, die von Gy, der z-Achse und den Geraden x = @ und z = b
eingeschlossen wird. Zeichne den Grafen und veranschauliche A.

(a) f(e) =20+ 1, a=-2b=1 (b) f(x) =4’ ~4 a=-3,b=0
() fa) = |z +1[a==-2b=1 (d) fla) =2 +27 a=-2,b=—05
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten
1
2

Losung: (a) Nullstelle im Integrationsintervall: g = —

1 1
f(z) <0 firz < —g f(x)>0fﬁrx>—§

1
1 ) 1

A= / f(@)|da = / [ f(x)] da + / f(z)da = L
) ) e
= [—xQ — m] + [w2 + x} =
-2 7%
:—%+%+4—2+1+1—i+%:45

1
elementargeometrisch: A = 2 - 3 1,5-3=45
(b) Nullstelle im Integrationsintervall: zyp = —2

flz)>0firez < -2, f(xr)<O0firz>-2

0

A= /O ()] de = ff(:c) dot [ [-f(@)) do =
-3 -3 —2
B

8 8 2
=2 4849-12— - 4+8="7=
3ot 37" 3
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(c) Nullstelle von 2% +1: 7 = -1 =
—3 -1 firz< -1
fl@) =19 4 .
2 +1 fir v = —1
-1 1
A= /(—x?’— 1)dm+/(w3+1)dx =
2 -1

4 L, |4 .

1 1 1
=—+4+144-2+-+1-—-+1=475

TR g tlogtl=4

(d) Nullstelle im Integrationsintervall: g = —1

f(z)>0firez < -1, f(x)<O0fir —1<z<0

—05 1 —0,5
A= [ y@iar= [ f@ae— [ g@ae-
—2 —2 -1
YA e 6 B B
SRS
—l--s+z-2+241-3=1

2. Wir betrachten die Funktion f mit f(z) =4 — 2?.

(a) Zeichne den Grafen von f im Intervall [—2;2] und berechne den Inhalt Ay des
endlichen Fléchenstiicks, das Gy mit der z-Achse einschliefit.

(b) Eine Parallele zur z-Achse durch den Punkt P(0,a) mit 0 < a < 4 teilt das
eben betrachtete Fliachenstiick in zwei Teile, das obere davon hat den Inhalt
A;. Veranschauliche den Sachverhalt fiir ¢ = 2 im schon vorhandenen Grafen
und berechne dann A; in Abhéngigkeit von a (also nicht fiir den speziellen Wert

a=2).

Fir welches a ist A; = %AO?
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

Lésung: (a)

(b) NSvon f: z1=vV4d—a, zo=—x;

=204 a)f — S - a) = S(4- )}
A(] 4 3 16 3
A1—7 — 3(4— )2—3 (4—&)2—4

3. Die Funktionen f und g mit f(z) = 2 und g(z) = 5 — x schlieBen ein endliches
Flachenstiick mit dem Inhalt A ein. Zeichne die Grafen der beiden Funktionen und
berechne A.

Losung: Schnittpunkte: f(z) = g(z) =— 2?-br=-4 =— ;=1 a9=14

4
2 4
A= / lg(z) — f(x)| = [53: - % —4lnx} = % —8In2~1,95
1

1
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

|
|
| | | | | | | 1 |
14T 23T 12 1 1 2 3 4 5\6
X
71,

4. Gegeben ist die Funktion f : x — /6 — x in ihrem maximalen Definitionsbereich
Dy.
(a) Geben Sie Dy an und begriinden Sie, dass f umkehrbar ist.

(b) Geben Sie den Definitions- und Wertebereich der Umkehrfunktion an, und be-
stimmen Sie den Term der Umkehrfunktion. Zeichnen Sie die Graphen von f
und f~! in ein gemeinsames Koordinatensystem.

(c) Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes, in dem sich die beiden Graphen
schneiden, sowie den Inhalt des , herzformigen” Fldchenstiicks, das von den Gra-
phen von f und f~! sowie den Koordinatenachsen im I. Quadranten eingeschlos-
sen wird.

Quelle: Handreichung fiir den Mathematikunterricht am Gymnasium, Das Abitur im
Fach Mathematik am achtjahrigen Gymnasium, Staatsinstitut fiir Schulqualitdt und
Bildungsforschung Abteilung Gymnasium, August 2008, www.isb.bayern.de

Lésung: (a) f'(z) = —2\/% < 0, also streng monoton fallend und damit umkehrbar
(b) Dy-1 =Wy =[0;00[, Wy-1 = Dy =] — 00;6], f~(z) =6 —a?
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(c) S(22), A=2[2(6 —2%)dzx — 4 =142

5. Gegeben ist die Funktion f(z) = 3(‘9’;:12)2.
(a) Zeigen Sie dass der Graph der Funktion fiir x > % oberhalb der z-Achse verlduft.

(b) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion nur bei z = % ein Minimum hat.

(c) Berechnen Sie das Integral f2 x)dx

Lésung: (a) Nenner und Zihler positiv fiir x > 3

(b) f'(z) = 9(3;% = 0 fiir = % und dort auch Vorzeichenwechsel von + nach —, also
Maximum
f2 dx—ff) Sbldt =Inz— 4] =Inb5+ &

6. Der Querschnitt einer Staumauer wird dargestellt durch die Koordinatenachsen, der
Gerade y = 10 und dem Graphen der Funktion s(z) = a + blnx. Der Graph von s

geht durch die Punkte A(e?|0) und B(e|10)
(a) Bestimmen Sie die Werte der Parameter a und b.
(b) Unter welchem Winkel schneidet der Graph der Funktion die x-Achse.

(c) Skizzieren Sie den Querschnitt der Staumauer und schiitzen Sie den Querschnitt
der Staumauer ab.

(d) Berechnen Sie den Querschnitt der Staumauer exakt.
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

7. Zeichne die Grafen der Funktionen f und g mit

f(z) =sinz und g¢g(x)=1-—sinx

im Intervall [0, %] in ein Koordinatensystem (Einheit 2 cm). Berechne die Koordina-
ten der Schnittpunkte der beiden Funktionen im angegebenen Intervall. Die beiden
Grafen schlieflen, jeweils zwischen einem Schnittpunkt und dem darauf folgenden
Schnittpunkt, zwei verschieden grofie Flichenstiicke ein. Berechne ihre Inhalte A;

und As.

Losung: Schnittpunkte der beiden Grafen:

1
flx)=g(x) = sinxzi = xlzg, To=—, IT3=—

" As /

|
—
Il
SYER
i
o
|3
3 A
<
[V
3
-
o|w
5
]

6 5w
6
Al /’f ]dx—/(Qsmx—l)dx: |:—2COSI'—.7J:| —

s

=IE]

5t 5w 5T T
cos6 6+COS()‘+6 V3 6+\/§+6

P
:zxf—gzm?

e 137
6
Ay = /|f |d$—/(1—2sinx)dx:[2008x+x] =
5z T
6
1 1 1
= 2cos %—F—zW—Q Sg———\er L U

1
:2x/§+§:u7,65
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

8. Wir betrachten die drei Funktionen f;, fo und f3 mit den Gleichungen

fl(l’):ﬁ7 f2<l’):§ und  fi(z) = L

:L,l—e
mit 0 <e < 1.

(a) Zeichne die Grafen von fi, fo und f3 im Intervall [0,1; 10] fiir e = 0,01. Was fallt
auf?

(b) Welche Ungleichungen verbinden fi(z), fo(x) und f3(z)? Untersuche das Ver-
halten der drei Funktionen am Rand ihres Definitionsbereichs.

(c¢) Berechne die Stammfunktionen Fy, F; und Fj der Funktionen f;, fo und f3 mit
Fi(1) = Fy(1) = F5(1) = 0.

Welche geometrische Bedeutung haben Fi(z), Fo(x) und Fj(z)?
Untersuche das Verhalten von Fj, F, und Fj fir x — 07 und 2 — +o0.

(d) Zeichne die Grafen von Fy, Fy und F3 im Intervall [1;10%°] mit einem logarith-

mischen Mafistab auf der z-Achse (statt x wird 0,1 lg x angetragen, d.h. bei 3 cm
z.B. ist x = 10, bei 6 cm z = 10%).

Warum ist der Graf von Fj in dieser Darstellung eine Gerade?

Losung: (a) « |02 |1 |2 | 5 y
7 15,08 [ 1,00 | 0,497 | 0,197
fo 5,00 | 1,00 | 0,500 | 0,200

f3 14,92 | 1,00 | 0,503 | 0,203 4
Die maximale gemeinsame Definitions-
menge aller drei Funktionen ist R™. 3

Die Grafen der derei Funktionen sind
kaum zu unterscheiden. 2

1
(b) Fiir 0 <z <1 gilt — > 1 und daher wegen 1 —& > 0
x

1—e
(é) <l = f(2) < h@) < fz) <1
Fiir k € {1,2,3} gilt
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(c) |Fi(x)| ist gleich der Flache zwischen Gy, und der z-Achse im Intervall [1, x].

i 11
Fl(a:):/t_1+5dt:———

5 ext
1

Fy(x) = %:lnx—lnlzlnx

1
T

e 1
Fy(z) :/t_l_edt: %——

e
1

g A =mee g Bl = e g B0 =2
1
lim Fi(z) = —, lim Fy(z) = 400, lim Fj(z) = +o00
T—00 £ T—00 T—00
(d) y
5007
B 100 F3
Fy(x) =100 — W 1004
Fy(z) =Inz 300+
F3(z) = 100 "%z — 100 200l F2
Die tatsdchliche Strecke auf 100 =
der z-Achse ist X = 0,11gx: !

1070 1020 10%0 1070 1070 1050 1070 1050
lgx 10 v

9. Die harmonische Reihe

Die Summe
i 1 1 + + < L + = = + .
ko 36

heifit harmonische Reihe, die Teilsummen bezeichnen wir mit

1 1 1 1
H, =S 214 -—4=4 .. +=
Zk totg et

(a) Berechne H, fir alle n mit 1 < n < 20.
(b) Veranschauliche H,, durch die Fléche unter einer Treppenfunktion und zeichne

1
auch die Grafen von f(z) = - und g(z) =

1
] ein. Zeige durch den Vergleich
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

mit einem geeignet gewéhlten Integral, dass die harmonische Reihe konvergiert,
d.h. dass

lim H, = o©
n—oo

gilt.

(c) Beweise mit Hilfe des schon erstellten Grafen:

In(l+n)< H,<1+Inn

Zeige, dass die Breite b des Intervalls, in dem H, liegt, kleiner als eins ist.
Wie grof} ist b fir n > 17 Zeichne die Punkte (n|H,) und die Grafen von
r(z) =In(l+2z) und s(z) =1+ Inz fir 1 £ = < 20 in ein Koordinatensystem.

(d) In welchem Intervall liegt n, wenn H, gegeben ist? Berechne dieses Intervall
konkret fiir H,, =~ 100.

Hy (b)
1,0

1,5

1,833333333

2,083333333

2,283333333

2,45

2,592857143 U B
2,717857143
2,828968254 i e
2,928968254 e et B
3,019877345 .
3,103210678 12
3,180133755

3,251562327 d
3,318228993 Hy > / — = In(1+n)
3,380728993 f

3,439552523 Wegen lim In(1 4+ n) = oo gilt auch lim H, = oo.
3,495108078 n—>00 n=>00
3,547739657

3,597739657

Lésung: (a)

8|~

O W 0O U W =3

—

S e T e W e S SO S Y

O O UL i Wi+
3
3
+
[
8

—
©

\V)
o

n+1

n+1d q
/—x<Hn<1+/ x

x r—1
1

2

ist die um 1 nach rechts verschobene Funktion —. Daraus folgt
x

/ de  [dw
= — =1Inn
X
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

und somit
In(l1+n)<H,<l+1Inn

In(1+n)=In [n(H%ﬂ zlnn—i-ln(l-i-%)

Daraus folgt fiir die Intervallbreite:
1
b=14+Inn—In(l+n)=1—1In <1+—>
n

Wegen1<1+%<2gilt0<ln(1—|—%)<ln2 und daher
1-ln2<b<1

Die lineare Ndherung f(1+ z) ~ f(1) + f'(1) - z fiir |z| < 1 liefert wegen n > 1, d.h.
1

- < 1

n

1 1
In(l+z)~0+4+1-z==x oder ln<1+—>z—
n n

und damit

1
b~1—— fir n>1
n

0 t t t t t t t t } } } } } } t } } } } o—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
x

(¢) Auflésen nach n:
Tan<et -1

H,~100 — eeP<n<e—-1 — 989-10" <n<287-10%

10. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

20lnx
- 2

T

(a) Berechne die Nullstellen von f und untersuche das Verhalten von f an den
Réndern von Dy.

(b) Untersuche f auf Monotonie und Extremwerte und Zeichne den Grafen von f
im a-Intervall [0, 9; 6].
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

(c) Beweise, dass F' mit
—20(1 +1Inx)

x
eine Stammfuktion von f ist und stelle F' als Integralfunktion von f dar.

(d) Berechne den Inhalt A der endlichen Fliche, die von Gy, der x-Achse, der Null-
stelle und der Geraden = = /e begrenzt wird.

F(x) =

Lésung: (a) f(x)=0 = hr=0 = zp=1, lim f(z)= <ﬂ> = —00
xz—0t 0+
: : 00 g N S
de I'Hospital: lim f(z) = (—> =20 lim = =20 lim — =0
T—00 00 T—00 20 z—00 272
1.2

~.z*—Inz- 2z r—Inz- 22 1-2nx
(b) f'(z)=20-% v :20-7220-T

1
f(z)=0 = 1113025 = xlze%:\/éwl,GS

O<z<mz = f'(z)>0
r>r = f'(x)<0

== fstreng steigend
= fstreng fallend

10
—> rel. Maximum bei (z1|y;) mit y; = f(x1) = — ~ 3,68
e

z /(@) y
0,9 ~ —2,60
1 =0 3
2 | 5In2 =~ 347
2
20Iln3
3 | W3 oy
4 | 2d 173 1
5 |43 ~129
6 |26 ~0995 ’ R
—1
1
—.x—(14+Inz)-1 1—-1—Inz 20lnz
(c) Fl(z)=-20 % = =-20- = =5 = f(z) qed

NS von F muss untere Grenze des Integrals sein: F(z) =0 — =z =e

xT

P(z) = / QOlntdt

t2

e—1
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

dt = F(Ve) — F(1) = — 20— 2L ~ 1,80

[ 20Int . —20(1+ ) ~ —20(1+0) 30
@ a=[ Ve i Ve

11. Gegeben sind die Funktionen f, g und A mit f(z) = 2%, g(z) = 3(z+1) und h(z) = 1.

(a) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der drei Funktionen und zeichne
die Grafen der Funktionen in ein Koordinatensystem (—2 < = < 2,5).

(b) Die Grafen von f und g schliefien ein endliches Flachenstiick mit dem Inhalt A
ein. Berechne A.

(c¢) In welchem Verhéltnis teilt der Graf von h das in Teilaufgabe (b) behandelte
Flachenstiick?

1
4 4 1
Alz/ —z+ - — a2 dx—i—/ ——z?) dz=
3 3 T
_2 1
3 2
1 1
2., 4 1,2 1, 833 7 161
[3x+3x 3x]_g+[” 3xL 618 T T T,
3 2
Aym A Ay =3 o — A1—161+1n2z1,145

Ay 351 —In?2
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

2

12. Gegeben sind die Funktionen f, g und h mit f(z) = &, g(z) = \/z und h(z) = 1
mit den Definitionsmengen Ry (f und g) bzw. R*.

(a) Berechne die Koordinaten aller Schnittpunkte der drei Funktionen und zeichne
die Grafen der Funktionen in ein Koordinatensystem (0 < 2 < 5, Einheit 2 cm).

(b) Die Grafen aller drei Funktionen schlieBen fiir x = 1 ein endliches Flichenstiick

ein. Berechne seinen Inhalt A.

Léosung: (a) f(z)=g(x) = = Y3

=64 — x(xg —64) =

8

13. Die Grafen der beiden Funktionen f und g mit

4
f(r)=——1 und g(x) =4z — 2*
x
schlieflen fiir x > 0 ein Fldchenstiick mit endlichem Inhalt A ein. Berechne die Null-
stellen der beiden Funktionen und zeichne ihre Grafen im z-Intervall |0;5]. Weise
nach, dass die der Zeichnung entnommenen Schnittpunkte tatséchlich die gemeinsa-
men Punkte der beiden Funktionsgrafen sind und berechne dann A.
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Lésung: f(x) =0
g(x) =0
r1=1: f(z1)=3, g(z1)=3
z2=4: [f(z2)=0, g(z2)=0

1.5 Berechnung von Flédcheninhalten
= Tfo = 4 Y
= Tg1 = 0, Tg2 = 4

4
~ [ (ola) - £(a) do = 1
14 i
:/<4x—x2—é+1> dx =
1 N l
2 ? !
= [236 —?—4lnx+xL

4 1
:32—%—41n4+4—2—|—§—1:12—41114%6,455

Zeichne die Grafen der Funktionen f, g und h mit

fe) =" )= g7 wd )= g

im a-Intervall [1;6] in ein Koordinatensystem (Einheit: 2 cm).

Mit g, bezeichnen wir das Lot auf die x-Achse bei x. A;(z) ist die Fliche, die von
Gy, G, und g, eingeschlossen wird, Ay(x) wird von G, G}, und g, eingeschlossen.

Stelle die Gleichungen von A; und A, auf.

Welche Ungleichung vermutet man zwischen A;(z) und As(z), wenn man die
Grafen der Funktionen betrachtet? Bestétige die Vermutung durch das Aufstel-
len einer Wertetabelle fiir A;(x) und Ay(z) mit z € {5,10,102,103,10%, 10°}.

Berechne die Grenzwerte von A;(z) und As(x) mit 2 — oco. Wie vertragen
sich diese Ergebnisse mit der Vermutung aus Teilaufgabe (c)? Erweitere die
Wertetabelle fiir A;(z) und As(x) und bestimme moglichst genau den , kritischen

Punkt®.
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1.5 Berechnung von Flédcheninhalten

xT

(b) Al(az):/f(t)—g(t)dt:zllnx%—%—llo

1
Ay(z) = /g(t) “h(tyde =2~ 20 36
1

z 20l
(¢c) Man vermutet A;(z) < As(z).
x 5 | 10 | 10 | 10° | 10* | 10°

Ai(z) [0,49] 0,98 | 3,66 | 7,68 | 12,77 | 18,70
Ay(z) [ 2,75 | 4,63 | 10,80 | 15,96 | 20,08 | 23,35

(d) lim Aj(x) =400, lim Ax(z) =36

T—00 T—r00

x 106 | 107 |1,5-10%]1,5-106| 1374268 | 1374269
Ai(z) | 25,31 32,45 | 26,53 26,10 | 26,2668644 | 26,2668666
As(x) | 25,95 | 28,02 26,35 26,21 | 26,2668657 | 26,2668664

Aq(z) < Ag(z) fiir < xo und Aq(z) > Ay(z) fir > xo mit xo ~ 1374269
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2 Funktionen und deren Graphen

2.1 Hohere Ableitungen

1. Berechnen Sie die m-te Ableitung von f(z) = z™ mit n € IN.

Losung: fU™(z) = — "

2. Berechnen Sie die ersten fiinf Ableitungen von f(z) = sinz.
Wie lautet die n-te Ableitung von f 7
Losung: ™ (z) = sin (x + 7”;_71)

3. Berechnen Sie die ersten vier Ableitungen von f(z) = 1.
Wie lautet die n-te Ableitung von f 7

Lésung: f(")(x) =(-1)"-n!- 72— (n+1)

4. Berechnen Sie die ersten fiinf Ableitungen von f(z) = 2* — 2% + /.
Wie lautet die n-te Ableitung von f fiir n =57

Lésung: f'(z) =42° -2z + = 272

5. Nennen Sie mindestens zwei Funktionen, deren n-te Ableitung 1 ist.
n

Losung: f(x) = T + Polynom vom Grad n — 1
n!
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2.2 Graph und Funktion
2.2 Graph und Funktion
2.3 Ableitungsfunktion und Integralfunktion

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

1. Berechne die Ableitungen folgender Funktionsterme:

(a) glz) =™ (b) h@)=e" () k@)=e™  (d) f(z)=>5ve"
(e) Untersuche f auf Nullstellen, Symmetrie, relative Extrema und Wendepunkte.
Zeichne den Grafen von f im z-Intervall [—3, 3].

Es darf, ohne nachzurechnen, f”(z) = —10 (42" — 122° + 3) ¢ verwendet
werden.

Losung: (a) ¢'(z) = —e~* (b) A'(x)= 2ze”” (c) k(x)= —2ze™ "
(d) f'(z) = 5e7" —102% % =5 (1- 22%) ™"
(b) Nullstelle: zo =0
f(=z) = —5ze~ (")’ = _5pe ™ = —f(z) == Punktsymmetrie zum Ursprung
1 1
f/($)20 - 1—2562:0 - acn:——\/i, $12:§\/§
f(z) = —10ze " — 20me " + 20z%e %" = 101‘( —3)e”
F"(212) = —10v2e"3 <0 = rel. Max. bei (% ‘5\fe 2) ~ (0,712,14)
Symmetrie = rel. Min. bei (—%\/5‘ - %\/ie’%) ~ (—0,71| —2,14)

1 1
f”(CU) =0 — 2562 —-3=0 — To1 — —5\/6, €T9o9 — 5\/6, To3 — 0

" (x22) = 60e 2 #0, f”(0) = =30 # 0 und Symmetrie =
Wendepunkte bei (j:%\/é‘ + 3Bt ) ~ (£1,22] £1,37) und (0]0).
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

2. Krimmung

Pi(zy] f(z1)) und Pa(zz| f(22))
mit s = 1 + Az sind zwel be-
nachbarte Punkte auf dem Gra-
fen von f. Die Normalen auf Gy
in P; und P, schneiden sich in M.
Wenn P, immer nidher zu P; wan-
dert, gilt

ngwl =R

und wegen ,,Ag sehr klein“:

A
Ay ~ tan Ap ~ fs

mit As = P1Py = \/Az2 + Ay2.

gV

san( 8) tan a — tan B
an(aa — ) = ———
1+ tanatan 8

(a) Beweise unter Verwendung der angegebenen trigonometrischen Formel:

[0+ f'(2)Y)?

Ble) = 15|

R(z) heilt Krimmungsradius von f an der Stelle z. R(x) ist der Radius eines
Kreises, der Gy in einer kleinen Umgebung von z am besten anndhert. Als
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Krimmung von f an der Stelle x definiert man

/" (@) 3
[+ /()

k(x) =

Welche Beziehung besteht zwischen R(z) und k(z)?

(b) Die Bedeutung der Kriitmmung kann man sich
wie folgt veranschaulichen: Ein Dreirad, des-
sen Achsabstand a so klein ist, dass sich die
Kriimmung %k von f zwischen Vorderrad und
Hinterrddern kaum é&ndert, fihrt entlang des
Grafen von f. Wie hingt die Kriimmung k(z)
mit dem Lenkwinkel A\ zusammen, wenn A < 0
Ausschlag nach rechts und A > 0 Ausschlag
nach links bedeutet?

(¢) Ein Auto mit dem Achsabstand a = 4 fahrt langsam durch eine S-Kurve mit

der Gleichung

f(z) = 10sin (% x) mit 0= 2 <60

(die Zahlenwerte fiir a, z und f(x) verstehen sich in Metern). Zeichne die Grafen

von f(x) und \(x).

(a) Mit 7 = x, ©0 = x + Az, tanp = f'(z) und tan(p + Ap) = f'(z + Azx) folgt (Ap

kann auch negativ sein, R aber muss positiv sein):

R(x) As

VAZ? + Ay?

Ap—0 [tan Ap|  Az—0

= lim

tan(p + Ap — @)

2
Azy/1+ <%) (14 tan ptan(p + Agp))

Az—0 tan(p + Ap) —tan g

VIt (30 r@ e+ )

C Az—0 J'(@+Ax)—f'(x)
Az

[+ f'(2)°]

3
2

(b) Zunéchst einmal gilt fiir den Betrag von A

R(x)

sin [A| = =a- |k(z)|
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

A < 0 bedeutet Rechtskurve, d.h. f”(z) < 0 und umgekehrt; das Vorzeichen von A ist
also gleich dem Vorzeichen von f”(z) und damit auch dem von k(x):

sin\ = a - k(z)

2
(c) Die Periodenlinge von f ist p = 77T = 60.
30

910‘ — -

2
it () = ~ . M) = — 2 gin (L.
Mit f'(z) = 5 COs (30 a:) und f"(z) %0 sm<30 x) folgt

Ma) = a- k(z) = —szsin(%-w)

(N9

45 {1 + 7r@2(:052 (% - x)}

Maximaler Lenkwinkel: A\pax = A(45) = 26,0°
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Lésung:

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

A30

25 VAREREAN

20 7 \

15

10 7 \

Schuldenwachstum

Die Funktion f mit f(¢) = —4((t —2002)* — 3)(t — 2005) + 4 beschreibt im Intervall
t € [2001;2005] die Entwicklung der Staatsschulden (in Mio EUR) eines fiktiven
Landes zwischen den Jahren 2001 und 2005.

(a) Bestimme die Wendepunkte der Funktion.

'77

(b) Zur Schlagzeile , Die Neuverschuldung sinkt!” nimmt ein Politiker Stellung:
,,...damit sinkt die Schuldenlast fiir unsere Biirger”. Beurteile die Aussage des
Experten mit Hilfe der in a) bestimmten Punkte.

Quelle: Verédnderungen verstehen - aus qualitativer Sicht, Stefan Humann, PM Heft
31, Februar 2010, 52.Jg, S. 4-8

(a) Substitution: x =t — 2002 =
f(z) = —%(3:3 —3)(x—3)+4=—
f(x) = —§(42® — 922 = 3), f"(x)
Wendepunkte bei 1 = 0 und xp = 3
bzw. t; = 2002 und t5 = 2003, 5

=

(z* — 323 - 32+ 9)
—1(122% — 18z) =

o
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

(b) Am Wendepunkt von f hat die Neuverschuldung f’ ein Extremum. Die Neuverschul-
dung ist minimal bei 1 = 0 bzw. t; = 2002 und maximal x5 = % bzw. ty = 2003, 5.
Ist das Maximum {iberschritten, also nach t; = 2003, 5 sinkt die Neuverschuldung, der
Schuldenzuwachs also abnimmt. D. h. die Schulden wachsen langsamer, die Schulden
nehmen aber zu!

4. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ortskurve der Wendepunkte.
(a) f(z)=a®+ 2>+ ko
(b) flx) =2®+ka? +
(c) f(z)=ka®+a2*+2

> W=

Lésung: (a) Wendepunkte bei zy = —
)

(b) Wendepunkte bei zy = —5 = k= -3z =
flaw) =23 -3z -v+z=-22%+2

(c) Wendepunkte bei zy = —3—1k = k= _3Lk =

flaw) = —ﬁx?’—l—xQ—i—x = %ﬂ:Q—i—x

5. Gegeben ist die Funktion g(z) = 2% + 623 — 2422 4+ 22 + 7
(a) Berechnen Sie die Gleichungen der zwei Wendetangenten von g(x).
(b) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Wendetangenten.

Lésung: (a) Wendepunkte Wi(1] — 8), Wy(—4| — 513)
t1(x) = —24x + 16, ta(z) = 226z + 391

(b) S(-14]52)

6. Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen die Lage der Extrema und Wendepunkte

(D =R).

(a) fil2) = T
(b) fole) = 770
(c) flx)= 1f:c"’ n € IN und n gerade

Lésung: (a)

1.7 (1] 1) w00 (13, (5] - 13
7| - 1R (718w (| -1
1 0 | ) w5 )

=
T T T
%




2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

7. Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen die Lage der Extrema und Wendepunkte und
Untersuchen Sie das Verhalten an den Grenzen der Definitionsmenge.

(a) file) =
(b) fol) = 17—
(c) flx)= 1f7, n € IN und n ungerade

Lésung: (a) kein Extremum, kein Wendepunkt,

lim f(z)=1 lm f(z)=-co, lim f(x)=

r—+o00
<\/7‘ 2{’/>) wh <\/_‘ ) kein Wendepunkt bei (0]0)!!
hm —0 hm f(z)=—00, lim f(z)=00
~140 z——1-0
o 1 (Y | sy ), w (| 5 D

kein Wendepunkt bei (0/0)!!
Jm flo) =0 lim  f(z)=—co, lim  flz)=oc

8. Bestimmen Sie bei folgenden Funktionen Nullstellen, Extrema und Wendepunkte.
(a) f(z) = —2%+ 92+ 10

(b) f(z) =22 — 32? — 14z + 15
(¢) f(z) =32+ 92 —x —3
(d) f(x) =42® —82* + x — 2
(e) f(x) =32 —2*—Te+5
(f) flx)=a3+222 -1
Lésung: (a) N1(—2|0), No(— 145|0) 3(3,45/0),

Extrema: T(—1,73 — 0,39), H(1,73/20,39),
Wendepunkt W(0|10)

(b) Nl(_255|0)a N2(1|0)a N3(3|0)>
Extrema: H(—1,11[24,11), T'(2,11] — 9,11),
Wendepunkt W (0,50|7,50)

(¢) Ni(=3]0), N2(—0,58/0), N3(0,58/0),
Extrema: H(—2,05/11,03), T(0,05| — 3,03),
Wendepunkt W (—1,00/4,00)

(d) N1(2]0), Extrema: H(0,07] — 1,97), T(1,27] — 5,44),
Wendepunkt W (0,67| — 3,70)
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(e)

(f)

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Ny(1]0), Na(—1.67]0),
Extrema: H(—0,78|8,43), T'(1]0),
Wendepunkt W (0,11]4,21)
N7(—1,62|0), No(—1|0), N3(0,61]0),
Extrema: H(—1,33|0,19), T'(0] — 1),
Wendepunkt W(—0,67| — 0,41)

9. Berechne fiir folgende Funktionen die Gleichung der Tangente im Wendepunkt.

Lésung:

Fur

die Teilaufgaben (d)-(g):

Wie verdndert sich die Tangente, wenn die vorkommenden Parameter variiert wer-
den?
Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die zugehorigen Kurvenscharen.

f(z) =32 =322 + 3z + 1
flz)=—2*+32> =32 +9
flx) =323 —a2+7
flx)=ar® + 2> +x+1,a#0
flx)=a?+ b+ +1
flx)=a3+ 2> +cx+1

f(z) =ax®+bx*+cx +d
t(z) =2z + 13}

t(zr) =8

tzx)=—a+7

tz) = (1 LI
= 30 ) T 2722

1. Fall: @ < 0: Fiir steigendes a, wird die Steigung der Tangente grofler. Die Tangen-
tensteigung ist immer > 1. Der y-Abschnitt wird fiir steigendes a kleiner.
2. Fall: a > 0: Fiir steigendes a, wird die Steigung der Tangente grofer. Die Tangen-
tensteigung ist immer < 1. Der y-Abschnitt wird fiir steigendes a grofier.

b2 b3

1. Fall: b > 0: Fiir steigendes b, wird die Steigung der Tangente kleiner und der y-
Abschnitt ebenfalls kleiner.

2. Fall: b < 0: Fiir steigendes b, wird die Steigung der Tangente grofler und der y-
Abschnitt kleiner.

1 26
t(z) = —g—i-c -x—i-ﬁ

Fiir steigendes ¢, wird die Steigung der Tangente gréfler und der y-Abschnitt bleibt
unverdndert.
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte
62 b3
(g) t(x) = <—£+c> -x—m—i-d

10. Geben Sie jeweils den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion an, die die fol-
genden Bedingungen erfiillt:

(a) f(=2) =0, f(=1) =0, f3) = 0, f(0) =2

Maximum bei (2[4), Minimum bei (1|1)

)
(c¢) f(1) =0, f(5) =0, Maximum bei (3]2)
)
) Terrassenpunkt bei (0]0), Maximum bei (—6|27)

) [(z)

) f(z) =—3(x+3)(x—1)

) f(z)=—5(x—3)*+2

) f(x) = —623 + 2722 — 362 + 16
) f(z)

_ 1.4 1.3
.17——1656 QIE

11. Im Eisenbahnbau werden im Flachland fiir die Bahnstrecke normalerweise Kriim-
mungsradien von 1000 m oder mehr genommen. Dariiberhinaus wird die Bahnstrecke
so gewihlt, dass an der Ubergangsstelle kein Knick entsteht, die Kriimmung stetig
ist und sich proportional zum zuriickgelegten Weg dndert.

Bestimmen sie den Ubergangsbogen der Linge 200 m einer geradlinigen Bahnlinie zu
einem Kreisbogen mit Radius 1000 m. Verwenden sie dazu als Naherung Polynome.
Als Lange der Kurve darf naherungsweise die z-Koordinate verwendet werden.

Hinweis:
Die Kritmmung k(z) einer Kurve ist der Kehrwert des zugehérigen Kritmmungsradius
o(z): i
" 1 / 2\ 5
R i) NP S (a1 (C0)i)
(1+(f"(2))?)2 /(@)

Literatur: A. Kirsch, Ubergangsbégen bei Eisenbahngleisen als Thema fiir den Mathe-
matikunterricht, MNU 50/3, S. 144-150

Lésung: Fiir x < 0 kann die Bahnlinie mit f;(z) = 0 beschrieben werden.
Bedingung fiir die Bahnlinie:
7(0) = F1(0) = £"(0) = 0 (1), k() & (IT)
Ansatz fiir © > 0: fo(x) =a+bx +cx? +da® +ext +... =

fo(@) = b+ 2cx + 3dx? + dex® + ..., fY(x) = 2¢+ 6dx + 12ex? + ...
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12.

Lésung:

13.

Lisung:

14.

2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

Aus (I) folgt a = b = ¢ = 0. (II) kann mit diesem Polynomansatz nicht exakt erfiillt werden,

6dx + 12ex? 4 ...
da man mit obigem Ansatz k(z) = v lser + = erhilt.

(1+ (3dx? + dex3 + ...)%)2
Fiir kleine z ist jedoch f’(z) sehr klein und kann vernachléssigt werden. Man erhilt k(x) ~
f"(z). Fiir diese Niherung liefert fo(z) = da® eine Losung.

Bestimmung von d (Einheit: km) aus % = k(z) ~ f"(z) = 6dx:
k(02) ~6d-02=7 = d=23
Betrachtung der Abweichung von der exakt berechneten Kriimmung bei z = 0,2:
6-2-0,2 1
k(0,2) = 2 T =
(14+(3-2 -0,22)2)2 1,015

Bei x = 0,2 wird der Kriitmmungsradius von 1000 m nicht exakt erreicht. Dies macht sich
in einem kleinen Ruck im Zug an der Ubergangsstelle bemerkbar. In der Praxis werden
solche Abweichungen toleriert, da der entstehende Ruck geringer als das iibliche Riitteln
des Zuges ist.

Bestimmen sie die Gleichung einer Funktion f(z) = 23 + bz? + cx + d, deren Graph
bei x = v eine Nullstelle und bei = u einen Terrassenpunkt hat.

f)=v3+b’+cvo+d=0, f'(u) =3u?+2bu+c=0, f'(u) =6u+2b=0, f"(x) =6 #
0 =
b= —3u, c=3u?, d=3uw?® — 3uv—v3

Der Graph einer Polynomfunktion vierten Grades hat folgende Eigenschaft:
e Maximum bei M(0[0)
e Wendepunkt bei W(2|0) mit einer zur Geraden y = —4x parallelen Tangente.

Geben sie die Funktionsgleichung der Polynomfunktion an.

Bedingungen:
f(O) - 07 fI(O) = 07 f(2) - 07 fl/(z) - 07 f/(z) =—4

= f(z) =2 - 52° + 627

Sinus und Kosinus

Wenn du dir vorstellst, auf der Sinuskurve f(z) = sina von links nach rechts zu
fahren, folgen abwechselnd Rechts- und Linkskurven aufeinander.

(a) Skizziere die Sinuskurve und die Kosinuskurve fiir 0° < o < 720° und teile sie
in Rechts- und Linkskurven ein.

(b) Gib die Teilintervalle an, in denen beide Kurven Linkskurven sind.
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

(c) Gib die Teilintervalle an, in denen die Sinuskurve eine Linkskurve und die Ko-
sinuskurve eine Rechtskurve ist.

15. Beweisen Sie:  Ist z; Nullstelle des Polynoms P(z) und gilt P'(x;) = 0,
dann ist z; eine r-fache Nullstelle mit r = 2.

Hinweis: Schreiben Sie P(z) als Produkt und differen-
zieren Sie.

Lésung: P(z) = (z —x1)" - Pi(x) mit Py(z1) #0
P'(z) = (z —21)""" - Pi(z) + (2 — 21)" - Pi(2)

Da der zweite Summand von P’ fiir z = z1 null ist, muss es auch der erste Summand sein;
das ist aber nur fiir » = 2 moglich.

16. Suchen Sie alle Extremwerte der Funktion f(z) = 2% —2-|z — 2| — 3z.

) 2 —x—4 firz<?2 2z —1 firxz <2
Lésung: f(z) =1 . fl(x) = .

¢ —br+4 firz=>2 2x—5 flirz > 2
rel. Minimum bei (0,5| —4,25) und (2,5| —2,25).

f2(2) =3 und f}(2) = —1, d.h. rel. Maximum bei (2| —2).

17. Die im Unterricht angegebenen hinreichenden Kriterien fiir einen Extremwert sind
keine notwendigen Kriterien. Es gibt z.B. Funktionen mit einem relativen Minimum
in xg, fiir die es kein noch so kleines positives A gibt mit f monoton fallend in
|20 — h;xo [ und f monoton steigend in | xq;xo+ h[. Als Beispiel betrachten wir die
Funktion

22 (2+sind) firz #0
flay={ " Ghsing) 0
0 firx=0
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2.4 Kriimmungsverhalten und Wendepunkte

(a) Berechnen Sie alle g, mit f(x) = 222, alle x1; mit f(z) = 322 sowie alle o
mit f(z) = x? und zeichnen Sie dann die Graphen von 22, 2z, 3z und f mit
den Einheiten 0,1 =4 cm auf der x-Achse und 0,01 =1 cm auf der y-Achse im
Bereich —0,2 < x < 0,2.

(b) Zeigen Sie, dass f bei x = 0 stetig ist und dort ein absolutes und relatives
Minimum besitzt.

(c¢) Berechnen Sie f'(x) fiir x # 0.
(d) Berechnen Sie f/(0) mit der Definition der Ableitung.

(e) Zeigen Sie, dass f’ bei x = 0 unstetig ist und in jeder noch so kleinen Umgebung
von 0 unendlich oft das Vorzeichen wechselt.

Lésung: (a) xoo =0, xop = % fiir k # 0 k| wo T1k Tok
0| 0,000 0,637 0,212
Tip = L 110,318 0,127 0,091
(0,5 + 2k)m 210,159 0,071 0,058
1 310,106 0,049 0,042
Tk = m 4 | 0,080 0,037 0,034
510,064 0,030 0,028
6 | 0,063 0,025 0,024
710,045 0,022 0,021
0,08
0,06

/

02 f
\\ Y /
\Q /J
N X
1

[e]

\ AN
4

-0,2 0,1 0,2

2 < < 2 : 2 <1 <1 2
(b) z* £ f(x) £ 32° = gl;_)nbx :ig%f(x):glcl_%?)m ==
lin% f(z) =0= f(0), d.h. f ist stetig bei x = 0.
z—
f(z) > 0 fiir alle z # 0 und f(0) =0 = absol. und rel. Min. bei (0]0).

1 1
! = 4 2 31 —_ — —_
(c) fi(x) T+ 2zsin - cos .

(@) F(0) = tim "2 2F0E) —0

0
h—0 h
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2.5 Wirtschaft

(e) fi(z) =

1 1
4 2xsin — — — i 0
T ersm By T 7 , aber lim f/(z) existiert nicht.
0 fir z =0 z=0

f ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist bei = 0 unstetig!

1 1
Da zsin — fiir |z| < 1 gegen cos — vernachliissigt werden kann, wechselt f’ in jeder
x T

noch so kleinen Umgebung von 0 unendlich oft das Vorzeichen!

2.5 Wirtschaft

1.

Lisung:

Eine Elektronikfirma produziert Walkmans. Die Produktionskosten von x Geréten
werden durch die Funktion K(z) = 1078 - 2* — 0,003 2 + 200 x beschrieben. Der
Nachfragepreis des Geriites (in €) wurde zu n(z) = 332 — 0,006 - = ermittelt, d.h. bei
einem Verkaufspreis von n(x) pro Stiick sind = Leute bereit, das Gerdt zu kaufen.
Ermitteln Sie den maximal moglichen Gewinn der Firma. Bei welcher Stiickzahl x
und bei welchem Verkaufspreis n(zg) wird der maximale Gewinn erzielt?

Gewinn: G(z) =z -n(x) — K(z) = —107% - 2% — 0,003 2% + 1322
G'(r) =—-3-1082%2 - 0,006z +132=0 = x0= 20000 (2o = —220000)
n(xg) = 212, G(zo) = 1,36 - 10°

. In einer Marktwirtschaft wird der Preis einer Ware durch Angebot und Nachfrage

bestimmt. In Modellen zur Beschreibung marktwirtschaftlicher Mechanismen spricht
man vom Angebotspreis, den der Anbieter verlangt und vom Nachfragepreis, den
der Kéufer bereit ist zu zahlen. Oft werden Angebotspreis und Nachfragepreis durch
Funktionen a(x) und n(x) beschrieben. x ist dabei die Nachfrage.

(a) Wie hiangen Angebotspreis und der Nachfragepreis mit der Nachfrage = zusam-
men? Was bedeutet dies fiir das Monotonieverhalten von a(z) bzw. n(z)? Wie
erhilt man den Verkaufspreis einer Ware?

(b) Bestimmen Sie den Verkaufspreis einer Ware graphisch und rechnerisch fiir
i. a(z) = 20y/z und n(x) = 100 — Tx.

ii. a(x) =15y/z und n(x) = 200 — 23x.

iii. a(r) =20z + 50 und n(z) = 200 — 5z2.

iv. a(z) = 200z + 300 und n(z) = 970 — 1322
400

v. a(z) = 30z + 100 und n(z) = 400 + 200.
x

vi. a(x) = Tz + 200 und n(z) = o000 130.
x
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2.5 Wirtschaft

Losung: (a) Beizunehmender Nachfrage 2 nimmt der Angebotspreis a(x) zu. D. h. a(x) ist monoton
steigend.
Die Nachfrage = nach einer Ware nimmt zu, wenn der Nachfragepreis n(x) sinkt. D.
h. n(x) ist monoton fallend.
Bedingung fiir Verkaufspreis: a(x) = n(z)

(b) Graphische Losung: a(x) und n(x) zeichnen. Der y-Wert des Schnittpunktes der Funk-
tionen ist der Preis.
Rechnerische Losung: a(z) = n(z) nach x auflésen. Der zugehorige Funktionswert ist
der Preis.

i. x=6,82=y=0>52
ii. x=6,97=y =140
iii. x =3,8=y =127
iv. £ =2,83 = y = 866
v. x = 5,68 =y =270
vi. z =12,06 = y = 284

In allen Féllen liefert die Gleichung zwei Losungen, von denen marktwirtschaftlich nur
eine Losung sinnvoll ist. Durch Runden der Zwischenergebnisse sind kleine Abweichun-
gen im Ergebnis moglich.

3. Der Preis einer Ware reguliert in einer Marktwirtschaft die Nachfrage. Steigt der
Preis, so geht die Nachfrage zurtick.
Fiir den Anbieter ist es wichtig zu wissen, wie stark oder schwach die Nachfrage x
auf eine Preiséinderung reagiert. Die Funktion n(x) gibt den Nachfragepreis an, den
der Kéufer bereit ist zu zahlen.

(a) Bei welchen Giitern ist eine starke bzw. schwache Verdnderung der Nachfrage
bei einem verdndertem Preis zu erwarten?

(b) Um die Stérke dieser Reaktion auszudriicken fithrt man den Elastizitétskoefhi-
zienten e(x) einer Funktion ein. Er gibt die relative Anderung der Nachfrage
pro relativer Anderung des Nachfragepreises n(z) an.

Begriinden Sie, warum es nicht sinnvoll ist die absolute Anderung des Arguments
pro alsoluter Anderung des Funktionswertes anzugeben.

(¢) Driicken Sie e(z) der Nachfragefunktion n(x) durch z, n(z) und n'(x) aus.
(d) Berechnen Sie die Elastizitat folgender Nachfragefunktionen.

i. n(z) =100 — 7z.

(z) = 200 — 23z.
iii. n(z) = 200 — 5z2.
iv. n(z) =970 — 1322

(z) = 190 4 200.

1. nlz

v. n
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Lisung:

2.5 Wirtschaft

vi. n(z) = 2% —130.

(e) Zeigen Sie, dass der Umsatz U(xz) = x - n(z) bei fallendem Preis steigt, wenn

die Elastizitit ¢ der Nachfragefunktion kleiner als —1 ist. Uberlegen Sie dazu,
wie sich ein fallender Preis auf die Nachfrage x auswirkt.

(f) Wie kann der Umsatz erhoht werden, wenn die Elastizitét € der Nachfragefunk-

tion grofler als —1 ist? Begriinden Sie Thre Antwort.

(g) Geben Sie fiir die Nachfragefunktionen aus Teilaufgabe (d) die Bereiche an,

(a)
(b)

in denen der Umsatz durch Preissteigerung- bzw. Preissenkung erhoht werden
kann.

Bei lebensnotwendigen Giitern wird sich die Nachfrage weniger verdndern, als bei Lu-
xusgiitern.

Betrachtet man z. B. die Nachfragefunktion einer Ware, ist klar, dass eine Preiséinde-
rung von 5 DM bei einem Auto eine andere Bedeutung hat, als bei einem kg Butter.
Im Vergleich zum Preis eines Autos sind 5 € zu vernachlédssigen und damit hat die
Preisinderung praktisch keine Auswirkung. Bei einem kg Butter hingegen haben 5
€ eine Bedeutung. Damit ist es nicht sinnvoll die Auswirkung als Preiséinderung pro
Anderung der Nachfrage anzugeben, sondern zu relativen Gréfen iiberzugehen.

N T BT
() = I, A m = AT aeran ) T ral(a)
n(z) Az

ioe(z)=1-12

ii. e(z) =1- 332

iii. e(z) =4 -8

iv. e(2) = § — 140

v. e(z)=-1-1z

vi. g(z) = -1+ 45z

Preis fillt = Nachfrage x steigt.
U'(x) =n(z) +an'(x) >0 e(z) = 2 < 1, da n'(z) <0 und z > 0!

xn/(z)

e(x) >-1s ;;L(,g(:;) > -1 n(z) < —zn/(z),dan'(z) <0< U'(z) =n(z)—zn/(z) <
0. Also ist U(x) monoton fallend. Eine Preiserh6hung reduziert die Nachfrage x und

erhoht damit den Umsatz.
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2.5 Wirtschaft

g
(&) Preiserhohung | Preissenkung
e>—1 e<—1
i 73300 0; 74
ii ]42%; oo ]0;4%[

iii

Jy/18%: 00|

J0; /1351

iv | ]y 550l 105 /% |
v - R™
vi R™ -

4. Die Produktionskosten K (x) und der Umsatz U(x) = z - n(x) eines Unternehmens
hédngen von der Nachfrage x auf dem Markt ab. n(z) ist der Nachfragepreis einer
Ware.

(a) Leiten Sie eine Gleichung zur Berechnung des maximal moglichen Gewinns her.
Deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

(b) Berechnen Sie fiir folgende Fille den maximal moglichen Gewinn. Geben Sie
jeweils den Preis der Ware im Gewinnmaximum an.

i. n(z)=500+12, K(z)= 300+ 20z + 32
ii. n(z) =60+ K(z) =70+ 2z + 0,42?
iii. n(z)=100— 60z, K(z)=3+ 10z — 22* 4 0,22°
iv. n(z) =500 — 12z, K(x) =300+ 20z — 2% + 0,123
Lisung: (a) U(z) = zn(z) = Maximum des Gewinns G(z) = U(z) — K(z) & G'(z) = 0 =

Ux)— K'(x) und G"(z) = U"(x) — K" (z) < 0;

Maximum des Gewinns, wenn G(x) eine waagrechte Tangente hat.

(b) i. G'(x) =480 — 6z,G"(x) = —6 < 0 = Maximum fiir x = 80, G(80)=19020, Preis

n(x) = 501,5

ii. G'(z) =58 —0,8z,G"(z) = —0,8 < 0 = Maximum fiir x = 72,5, G(72,5)=6032,5,
Preis n(z) = 115

iii. G'(z) = 90 — 116z — 0,62%,G" () = —116 — 1,22 = Maximum fiir z = 0,77
(die zweite Losung der Gleichung ist nicht sinnvoll, da < 0!), G(0,77)=32, Preis
n(x) =54

iv. G'(z) = 480—222—0,32%,G" () = —22— 0,60 = Maximum fiir x = 17,596 ~ 17,6

(die zweite Losung der Gleichung ist nicht sinnvoll, da < 0!), G(17,6)=4195, Preis
n(x) = 289

5. Eine Elektronikfirma produziert Walkmans. Die Produktionskosten von x Geréten
werden durch die Funktion K(x) = 1078 - z® — 0,003 22 + 200z beschrieben. Der
Nachfragepreis des Geriites (in €) wurde zu n(z) = 332 — 0,006 - = ermittelt, d.h. bei
einem Verkaufspreis von n(x) pro Stiick sind = Leute bereit, das Gerdt zu kaufen.
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Lésung:
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Ermitteln Sie den maximal moglichen Gewinn der Firma. Bei welcher Stiickzahl z
und bei welchem Verkaufspreis n(zg) wird der maximale Gewinn erzielt?

Gewinn: G(z) = z - n(z) — K(z) = —107% - 23 — 0,003 2% + 1322
G'(r) =—-3-1082%2 - 0,006z +132=0 = x0= 20000 (2o = —220000)
n(xg) = 212, G(zo) = 1,36 - 105

K
Die Produktionskosten pro Stiick Kp(z) = (z) eines Unternehmens héngen von
x

der Menge der produzierten Ware = ab.

(a) Berechnen Sie fiir folgenden Kostenfunktionen die Menge x, fiir die die Kosten
pro Stiick minimal sind. Geben Sie die minimalen Produktionskosten pro Stiick
an.

i. K(z) =300+ 3z*+ 20z
ii. K(x) =70+ 2z + 0,822
(b) Zur Bestimmung des Minimums der Produktionskonsten pro Stiick verwendet
man haufig die Grenzkosten K'(z). Zeigen Sie, dass K'(x) die Funktion Kp(z)
in einem Punkt mit waagrechter Tangente schneidet.

Welche weitere Bedingung muss erfiillt sein, damit die Produktionskosten pro
Stiick ein Minimum haben?

(c) Berechnen Sie fiir folgende Kostenfunktionen die Menge z, fiir die die Kosten
pro Stiick minimal sind. Geben Sie die minimalen Produktionskosten pro Stiick
an.

i. K(z) =20+ 3z + 2* + 2*
ii. K(z) =144+ 2z + 2° + 223
iii. K(z) =350+ bz + 42* + 23

(a) Kp(x) nach z ableiten und gleich Null setzen liefert zwei Losungen, von denen nur
eine sinnvoll ist. Fiir diesen Wert ist K7, > 0.

i. x=10,Kp(10) = 80
i, x=94,Kp(9,4) =17
(b) Kp(z) = &l _ K@) _ K@ Ko@) _ oo K(2) = Kp(a).

T x
o . K 1"
Minimum, wenn Kp(z)" = ... (z)

T

(¢) K(z) = Kp(z) verwenden! Die Gleichung kann durch raten gelost werden.
iz =2Kp(2) =19

ii. ¢ =3,Kp(3) =755

i, x =5, Kp(5) = 120

56



2.5 Wirtschaft

7. Nach dem Einkommensteuergesetz §32a der Bundesrepublik Deutschland (1997) be-
tragt die Einkommensteuer

bis 12 095 DM (Grundfreibetrag) 0 DM.

von 12 096 DM bis 55 727 DM in DM: (86,63 - y + 2 590) - y

von 55 728 DM bis 120 041 DM in DM: (151,91 - 2z 4+ 3 346) - z + 12 949
von 120 042 DM an in DM: 0,53 - z — 22 842

Das zu versteuernde Einkommen ist auf den nichsten durch 54 ohne Rest teilbaren
Betrag abzurunden, wenn es nicht bereits durch 54 ohne Rest teilbar ist.

y ist ein Zehntausendstel des 12 042 DM f{ibersteigenden Teils des abgerundeten zu
versteuernden Einkommens.

z ist ein Zehntausendstel des 55 674 DM iibersteigenden Teils des abgerundeten zu
versteuernden Einkommens.

x ist das abgerundete zu versteuernden Einkommen.

(a) Berechnen Sie die zu zahlende Einkommensteuer fiir ein zu versteuerndes Ein-
kommen von 13 000 DM, 23 000 DM, 56 000 DM, 66 000 DM, 130 000 DM und
150 000 DM.

(b) Berechnen Sie fiir die zu versteuernden Einkommen aus Teilaufgabe (a), welchen
Prozentsatz des Einkommens die Steuern betragen.

(c) Stellen Sie die zu bezahlende Einkommensteuer S in DM in Abhéngigkeit vom
zu versteuernden Einkommen E in DM fiir folgende Intervalle graphisch dar:

i. E e [12 000;12 400]
ii. E € [70 200;70 469]
iii. £ € [124 200; 124 469]
(d) Im Absatz (5) des Einkommensteuergestz heifit es:

,Bei Ehegatten... betrdagt die tarifliche Einkommensteuer... das Zweifache des
Steuerbetrags, der sich fiir die Hélfte ihres gemeinsam zu versteuernden KEin-
kommens... ergibt.

Geben Sie fiir ein zu versteuerndes Einkommen von 130 000 DM die bei Ehe-
gatten zu zahlende Einkommensteuer an. Vergleichen Sie das Ergebnis mit Tei-
laufgabe (a).

238 DM, 2928 DM, 13058 DM, 16562 DM, 46 046 DM, 55136 DM

1,8%, 12,7%, 23,3%, 25,1%, 35,4%, 37,8%

Lésung: (a)
(b)
()
(d) Bei Ehegatten sind nur 32376 DM zu zahlen.
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8. Nach dem Einkommensteuergesetz §32a der Bundesrepublik Deutschland (1997) be-
tragt die Einkommensteuer

bis 12 095 DM (Grundfreibetrag) 0 DM.

von 12 096 DM bis 55 727 DM in DM: (86,63 - y + 2590) - y

von 55 728 DM bis 120 041 DM in DM: (151,91 - z 4+ 3346) - z + 12949
von 120 042 DM an in DM: 0,53 - z — 22 842

y ist ein Zehntausendstel des 12 042 DM f{ibersteigenden Teils des abgerundeten zu
versteuernden Einkommens.

z ist ein Zehntausendstel des 55 674 DM iibersteigenden Teils des abgerundeten zu
versteuernden Einkommens.

x ist das abgerundete zu versteuernden Einkommen.

Das zu versteuernde Einkommen ist auf den nichsten durch 54 ohne Rest teilbaren
Betrag abzurunden, wenn es nicht bereits durch 54 ohne Rest teilbar ist.

(a) Geben Sie die im Einkommensteuergesetz definierte Funktion ohne Berticksich-
tigung der Rundungsregel als intervallweise definierte Funktion f(z) auf Rg
in Abhéngigkeit vom zu versteuerndem Einkommen z in DM an. Wéahlen Sie
folgende Intervallgrenzen: < 12096, < 55728 und < 120 042.

(b) Untersuchen Sie f und die dem Gesetz exakt entsprechende Funktion g auf
Stetigkeit.

(c) Zeichnen Sie f und die im Einkommensteuergesetz definierte Funktion ¢ fiir
x < 12800.

(d) Stellen Sie die Funktion f mit einer geeigneten Software fiir z < 150000 gra-
phisch dar.

(e) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f.

(f) Stellen Sie f’ mit einer geeigneten Software fiir x < 150000 graphisch dar und
interpretieren Sie das Diagramm.

Lésung: (a)
0 falls z < 12096
) = 86,63 - 107822 + 0,238136x — 2993,26 falls 12096 < x < 55728
) 151,91-107822 +0,165451x — 970,93 falls 55728 < x < 120042
0,53z — 22842 falls x > 120042

(b) f(x) ist unstetig fiir x = 12096, = 55728 und x = 120042, sonst stetig.
g(x) ist unstetig fiir 12096 + k - 54 mit k € Zy, sonst stetig.

(e)

0 falls r < 12096
o) = 173,26 - 10782 + 0,238136 falls 12096 < z < 55728
303,82 - 1078z 4+ 0,165451 falls 55728 < x < 120042

0,53 falls x > 120042
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2.6 Kurvendiskussion

2.6.1 Diskussion einzelner Funktionen
1. Wir betrachten die Funktion f mit

COS3 i

fz) =

sin® x

(a) Berechne f(z) fir x € {£,%, 2,28 20} und zeichne den Grafen von f im -
T 5T

Intervall [E’ ?}. Einheiten: 2 cm auf der y-Achse, m =6 cm auf der z-Achse.

(b) Beweise: /f(:z:) der = —sinz —

sinx

(c) Berechne die Fléche, die von Gy, der z-Achse und den beiden Geraden r = %

und x = %’T eingeschlossen wird.
Léosung: (a) = f(x) v A
us 3
= -3 =~ 2,60
6 2\/_ '
us 1
- - =~ 0,167
3 6
s
— 0 -
2 z
27 1
— | —= =~ -0,167
3 6 ’
o7 3
— | —=Vv3~=—-2,60
6 2f ’
COS2 xT
——
) d (—sinx B .1 +C> Ccosa —.00281' _ cosx(?;sian) _ C?ij
dx sin x sin” x sin x sin“ x

(c) Nullstelle von f bei g = § und f(z) < 0 fiir z €]3, %ﬂ]:

2 1 6
A:/f(x)dx—/f(x)dx: [—sinx— - ] - [—sinm— . ] =
sinz | » sinx | x
G 3 ¢
1 1 1 1
=l l4+-42—(—=—24141)=-4-=1
to 2= (-5 -2+ 1+ 1) =5+

2. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

[¥]

T

flz)=1-33-¢ 5.
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Untersuche f zunéchst auf Symmetrie, berechne dann die Nullstellen und die Grenz-
werte fiir x — 400 und ermittle die Koordinaten der relativen Extremwerte und der
Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—6; 6].

Léosung: f(—x)= f(zr) = Symmetrie zur y-Achse

M)

z 1 1E2
0 —2 Y = _n33
f(x) — e % 33 = 3 n3,3 n3,

rg = £24/21n3,3 ~ £3,09

Jm flz) =1
33 2
fl@) =5 we™s

2 .2
f(z) = % <1 — %) e s

f/(0)=0und f”(0) >0 = Tiefpunkt bei T (0] — 2,3)

[z)=0 = xy==2

33/ 3 3 22 33 2 22
f///($) _ 4_0 <_Zx + f_6> e~ 8 = ﬁ <—3+ %) xre 8

f'(£2) =0 und f”(£2) #0 = Wendepunkte bei W o <:|:2‘ 1-— :j/é)
e

———

~—1,00

3. Von der Funktion f ist bekannt:

2

fla) === wd f0)=1

(a) Diskutiere f (Nullstellen, Grenzwerte, Extremwerte, Wendepunkte, Graf).

(b) Zeige, dass sich der Graf von f fiir grofie x beliebig nahe an den Grafen von g
mit g(z) = 1+Inz anndhert. Zeichne den Grafen von g in das schon vorhandene
Diagramm ein.

(c) Fiir welche x unterscheidet sich g(x) um weniger als ein Hundertstel von f(z)?
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Lo(23 4 1)
Lisung: (a) f(x):/f'(x)dx:/%dx:%ln(x3+1)+0
C

f0)=C=1 = C=1
1 3
f(z) = gln(m +1)+1
1
fl@)=0 = zo=—(1-¢")%~—0983121
Definitionsmenge: 23 +1>0 = Dj; =] —1;+o0|
I _ I _
x_}ér_nlﬁ f(x) 00, x;r&f(x) +00

f’(x) =0 = x1=0

In ganz Dy gilt f'(x) 2 0, f ist also in ganz Dy monoton steigend. Also Terrassenpunkt
bei T (0]1).
22(23 +1) — 22322 2(2—2%)

fi(w) = (73 +1)2 T (@ 1)

f,/(,l?) =0 fir To1 = 0 und To9 = \3/5

—l<z<x9 | 291 < <Tog | XToo <
z - + +
2—1° + + -
e — v -
Also VZW von f” bei 291 und x99, d.h. Wendepunkte bei T (0[1) und W (\3/5‘ % In3+ 1).
(b) 1 1 1
flx)—g(z) = gln(az3+1) —Inzx = gln(az3+1) - glnx3 =
1. 2241 1 1

1 1 1
lim |f(ﬂ:)—g(x)|:§ lim ln(l—l—;) :§-ln1:

T—00 T—00

ygh
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“ @) =gl =3 (14 %) < 155
% |
T > 3607013 - ~ 3,2
4. Die beiden Funktionen f und g mit
flx) = % - % und g(z) = /f(t) dt, D;=D,=R"

N

schlieen ein endliches Flachenstiick mit dem Inhalt A ein. Diskutiere die beiden
Funktionen, zeichne ihre Grafen und berechne A.

Lésung: Diskussion von f:

1 1 1
Nullstelle: 7o = 2 lim f(z) = lim —- (— - 2> =0T (-1)=0"

T—00 T—00 I T

lim f(x)= lim 1 (1 - 2> = ((400) - (+00)) = +00

z—0t =0t T x

f/(x):—E‘Fﬁ— PERNE f/(x):() = xf =1
6 4 6 — 4x 3

1/ "

f(x):g—ﬁ:77 fllz)=0 = $f2=§

f"(xf1)=2>0 = Tiefpunkt bei (1| —1).

24 12 120 — 24
f///(x) =-= + E — xf

x
64 3 8
n _ = . e
[ (xyp2) = 81750 — WP bei <2‘ 9>

r 1 2 1 v 1 1

1
2

P

S

1
g(z) =2(1-In2) — — —2Inx
x
Diskussion von g:

1
Untere Grenze der Integralfunktion ist Nullstelle: 249 = 3’ lim g(x) = 400

xr—r 00
. . Inz . 1 . _
lim zlnz = lim - = lim T =—lim =0
z—0+ z—0t po z—0t —3 z—0+
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1+2w>] = (2(1 —In2) — 0%) = -0

z—0t z—0t
—0

lim g(x) = lim [2(1 —1n2) — % (

1
gx)=flxr) = myg=x50= 5 1

9" (w19) = f'(w19) = -8 <0 =

HP bei (3|0)
" "

g (xg) =f(1)=2#0 — ;
WP bei (1|1 —21In2) ~ (1| — 0,39) |

f@)=g(x) =

1 2 1
———-=2(1-I2)---2nx (
2 x ol

Der erste Schnittpunkt ist die Nullstelle beider Funktionen: x; = 3"

Zweite Nullstelle mit dem Newton-Verfahren:

1 1
- —2(1-In2)+=-———2lnz=0
f@)=201-m2)+— — — —2Ing

h(z) = g()
o h(xy,) . _2(1—1112)—{—%—%2—211&3:
o n (3 — 2z, + 222 (—2 + In2z,,)]
m 2 —x, — 222

X1=15
X, = 1,521091763
X3 = 1,521148687
X, = 1,521148688 = 5

A= 7(9(35) — f(z))da :?(2(1 —In2) + % - % — 21nm> do =

1 1
)

1
= [2(1 —In2)z+Inz+ - —2z(lnz — 1)}
x 1

2

1
=2(1—-In2)zg +Inze + — —2x9(lnxe —1) —4+1n2 = 0,4697
2
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5. Wir betrachten die Funktion f mit

1
f(x)==+Inz, D=R"
T

Berechne lim f(x). lim f(z) = +oo darf fiir das Weitere vorausgesetzt werden.
T—00 z—0

Untersuche f auf Extremwerte und Wendepunkte und zeichne den Grafen von
f im z-Intervall ]0; 5] (Einheit 2 cm).

Eine weitere Funktion ist g mit

o(z) = / F(t)at

Schreibe g(x) in einer integralfreien Darstellung. Welche Nullstelle hat g7

Ay ist der Inhalt der Fliche, die von Gy, der x-Achse und den Geraden x = %
und x = 1 eingeschlossen wird, Ay dagegen wird von G, der z-Achse und den
Geraden x = 1 und x = 2 eingeschlossen. Berechne A; und A, mit Hilfe der
Funktion g und berechne exakt das Verhiltnis der beiden Flacheninhalte.

lim f(z) = (04 00) =400

T—00
1 1 x-1
/
fla)=-m+- =" v
flz)=0 = x1=1
2 1 2—zx
" _ —
Fo=m-2= .
ff(z) =0 = ax9=2
f'1)=1>0 = TP bei (1]1)
6 2 2 — 6
frla) = —— 4 == 2

x x3 x

)= £0 = 0,

WP bei (2|3 +In2) ~ (2[1,19)

i 1
g(m):/<¥+lnt> dt =nt+t(lnt—1)]] =lnz+z(lnz—1)—Inl1—-1-(In1-1)

g(z)=1—z+ (1+2z)lnz mit ¢(1)=0

1 1 3.1 1 3 In8 —1
Al_‘g<_)‘_‘§+§ln§‘—““m2‘— 5 ~ 0,53972
Ay
As =¢g(2)=-14+3In2=I8-1=24; = A_:2
1
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2.6 Kurvendiskussion

6. Wir betrachten die Funktion f mit
flz)=2e™", D=R
(a) Berechne die Nullstelle von f und untersuche das Verhalten von f an den

Randern von D.

(b) Untersuche f auf Extremwerte und Wendepunkte und zeichne den Grafen von
f im z-Intervall | — 1;5] (Einheit 2 cm).

[Nur zur Kontrolle: f'(x) = (1 —z)e™™, f"(z) = (x — 2)e™"]

(c) Eine weitere Funktion ist g mit

9(z) = / F(t)dt

Beweise:
g(@) =1 (z+ 1)

Welche Nullstelle hat g?

(d) Verwende bereits vorhandene Ergebnisse, um die Extremwerte und Wendepunk-
te von g zu bestimmen. Zeichne den Grafen von g im z-Intervall | —1; 5] (Einheit
2cm).

(e) Berechne lim g(z). Interpretiere das Ergebnis geometrisch, einmal beziiglich

T—>+00
des Grafen von f und einmal beziiglich des Grafen von g.

Losung: (a) 70 =0, lim f(z)=(—00-00)= —00
T——00

lim f(x)= lim £:<E): lim i:OJr

T——00 z——o0 eT o0 z——o0 et

(b) fllx)=e * —ze " =(1—x) " Y
fl@)=0 = ap=
()= -2 +xe ™ =(z—2) " -1 1 2 z

=40 =

WP bei (2| %) ~ (2/0,27)
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2.6 Kurvendiskussion

(¢) Zu zeigen ist ¢'(x) = f(z) und g(0) = 0 (Untergrenze).
Jx)y=—-e"—(z+1)(—e")=—-e"+ze " +e T =ae " = f(z)

g0)=1-0+1e"=1-1=0

(d) ¢'(z) = f(z) = wzp=xp0=0 Yo
g"(z)=f'(z) = zp=zn=1
g0)=f(0)=1>0 = 1
TP bei (0/0)
—1 1 2 =
"M =f"1)=-£#0 =
WP bei (1]1) -
() lim g(z)=1— lim “TL—1_0=1
$—>+oog - z—+oo ef -

Die Fliche zwischen Gy und der z-Achse im Intervall [0, 400 ist 1.
G4 hat die waagrechte Asymptote y = 1.

7. Untersuche die Funktion f mit

23

Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie, Extremwerte und Wen-
depunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—2;4.5].
Fiir welche z-Werte gilt f(x) = —27

23
3

Lésung: f(z)=— -(r—4)=0 = =z01=0, zp2=14

3
i f@) = Jim [ (- 0)| = (o) - (+00) = 00
rooN 3 322 _ z? " 322 3
f(x)—7—7—7'($—3)7 f(x)—T—?’ —7(96—2)
f’(m) =0 = x11=0, x12=23, f”(m) =0 = 1x91=0, x99=

f(x) >0 firz>3und f/(z) S0 fiirx <3 =
f streng fallend in | — oo; 3[ und f streng steigend in |3; +o00].
9
f’(xlg) =0 und f”(mlg) == 5
f"(x)=3z—-3=3(x—-1)
f'(z11) =0 und f"(x11) =0 und f"(z11) = -3#0 =  Terrassenpunkt bei F (0]0)

>0 = Tiefpunkt bei T (3‘ %)
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2.6 Kurvendiskussion

" (z22) =0 und f"(x92) =3#0 = Wendepunkt bei W (2] — 2)

fz)=—-2 = g(z)=2"—42%+16 = 0, eine Losung ist X; = 2, die zweite Losung
findet man mit dem Newtonverfahren:

9(zn) xpy — 4a3 + 16 2o = 3,5
Tn4+1 = Tp — / :xn_ﬁ ’
g'(xn) Ay — 127 21 = 3721938776
X, ~ 3,678573510 2y = 3.680359091

r3 = 3,678576718
T4 = 3,678573510
x5 = 3,678573510

Y6

8. Untersuche die Funktion f mit

1’4

f(x):Z—sz, D;=R

auf Symmetrie, Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Extremwerte und
Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—3; 3].

Fiir welche z-Werte gilt f(x) = —27

Lésung: f(—z)= f(z) = f symmetrisch zur y-Achse

m2

f(x) = Z . (.%'2 — 8) =0 = z0 = 0, To2 = —2\/5, o3 = 2\/5

22
lim f(z)= lim [Z (2% - 8)] = ((400) - (+00)) = 400

r—+o00 r—Fo00
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2.6 Kurvendiskussion

2 —dz =z (2*—4), f'(x)=32>—-4, f"(z)=6x
(x) 0 = x211=0, 212=-2, x13=2

ff(z)=0 = x91=0, xpn= —%\/g, To3 = %\/g

f(x11) =0 und f"(z;1) =—-4<0 = Hochpunkt bei H (0|0)

f(x13) =0 und f"(z13) =8 >0 = Tiefpunkte bei Ty 2 (£2| —4)

f"(x92) =0 und f"(x92) =4v/3#0 = Wendepunkte bei Wi (:I:%\/g‘ - =

fz)=-2 = a*—8z® = —2 hat die vier Losungen z = +1\/4 + 2v/2.

Y

2

uiy

w2

9. Untersuche die Funktion f mit

1 7
f(x)zzx3—1x2+2x+1, D;=R

auf Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie, Extremwerte und
Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—1; 6].

Lésung: f(x) =0 = x01 =2 (durch Probieren)

1 ) 1 5 1
fx): (x_Q):ZxQ_Zx_i = x0273:§:|:§\/33

° 4
lim f(z)= lim [%'(1—£+%+$>}:ioo

x
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2.6 Kurvendiskussion

2 7
f/(CC) =0 — T = g, T12 = 4, f”(:ﬂ) =0 — Tro1 = 5

2
Da der Graf von f’ eine nach oben gedfinete Parabel ist, folgt f/(x) > 0 fir < 3 und

2
x>4,f’(ﬂ:)<0fﬁr§<x<4 =

2 2
f streng steigend in ] —005 3 [ und |4; +o00[, f streng fallend in } 3 4 [
, , 5 o (2]44
fl(x11) =0 und f(x11) = -5 < 0 == Hochpunkt bei H 3|77

f(z12) = 0 und f"(x12) = g >0 = Tiefpunkt bei T (4] — 3)

f"(xz21) = 0 und " (z21) = ; 40 =  Wendepunkt bei W (g‘ _ 2—1)

-1 1

&Y

10. Untersuche die Funktion f mit

fa) = D; =R

auf Symmetrie, Nullstellen, Verhalten an den Réndern von D, Monotonie, Extrem-
werte und Terrassenpunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—1;6].

Losung: FEinzige Nullstelle bei zg = 0.
) 00
Jm @) = () = +oc

2 2
lim f(x)= (§> = lim — = <§) = lim =0t
T—~400 o0 z—+o0 eZ—1 o0 z—>+o00 eZ—1
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2.6 Kurvendiskussion

fla) = 2?1

fl(x) = 2ze! ™% — 2%e!7% = (2 — 2)e!™®

f(x) = 26177 — 2ze!™% — 2z} % 4 2% = (2 — 4z + 2%)e!®

() = =27 — 4" 4 dael T 4 220! T — 2% = (=2 + 62 — 6)e!
f(x)=0 = z211=0, 2150=2, f'(2)=0 = 19 =22, 23 =2+V2

Da der Graf von z(2 — x) eine nach unten gedffnete Parabel ist, folgt
flx)y<0firz<Oundz>2, f() >0fir0<z<2 =

f streng fallend in | — 0o; 0] und |2; +o0], f streng steigend in ]0;2[.
f'(z11) =0und f’(z11) =2 >0 = Tiefpunkt bei T (0|0)

4
f'(x12) =0 und f"(x12) = —2¢' <0 = Hochpunkt bei T <2‘—>
e

Da der Graf von 2 — 42 + 22 eine Parabel ist, liegt bei den Nullstellen von f” ein Vorzei-
chenwechsel vor, d.h. Wendepunkte bei

~~ ~~

W, (2 - \/5' (2-— \/§)Qel+ﬁ> und W (2 + \/5' (2 + \/§)Qe1ﬁ>
0,59 3,41 1.04

)

Alternativ iiber dritte Ableitung:

F(221) = —2v2e V2 20 und " (wa2) = 2v2e V2 £ 0

Y6
5
4
3
2
H
1 We
Wy
-1 T 1 2 3 4 5 6,
11. Untersuche die Funktion f mit
20Inx
f([]j) = x2 , Df — R+
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2.6 Kurvendiskussion

auf Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie, Extremwerte und
Wendepunkte. Zeichne die Grafen von f, f/ und f” im Intervall [0,9;6] in ein Dia-
gramm. Veranschauliche die Zusammenhdnge zwischen den Nullstellen der Ablei-
tungsfunktionen und den besonderen Stellen im Grafen von f.

Einzige Nullstelle bei g = 1.

i 10 = () ==

20
i ()2 g == m Yot
i )= () =l g, = o =0

Tr—+00 0
20(1 —2Inz 20(—5+6Inz 40(13 —12Inx
f/(l') — ( xg )7 f”(l’) — ( x4 )7 fm(.%') — ( x5 )

f(z)=0 = zo=Ve, fl(z) >0 = z<,e =
f streng steigend in |0; /e[ und f streng fallend in |\/e; +00] =

10

Hochpunkt bei H <\/5 —) ~ H (1,65|3,68)
e

5
6

@) =0 = ap=es, fl(x)>0 = z>et =—

f rechtsgekriimmt in 0; e%[ und f linksgekriimmt in ]e%; +oo[ =

0,
3

Wendepunkt bei W <e%

—%) ~ H(2,30|3,15)

Y4
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12.

Lésung:

2.6 Kurvendiskussion

Untersuche die Funktion f mit

_x2—4x+4

fla) = =

auf maximale Definitionsmenge, Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Ex-
tremwerte und Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f und eventuelle Asymptoten
im Intervall [—1;7].

22 — 4z x —2)?
o) = 4 +4:( 2)

Dy =R\ {3}, Nullstelle bei zq = 2

x—3 r—3 "
) ) r—4+7 . 1
MRS = g = Eee xl;lggﬂ@—(o—i)—ioo
1
Polynomdivision = f(x):x—1+—3 = Asymptote: a:x —x —1
z —
2
;o o7 —6x+38 ne s 2

fz)=0 = z211=2, x12=4

f"(z11) =—-2<0 = Hochpunkt bei H(2]0)
f"(z12) =2>0 = Tiefpunkt bei T (4]4)
Keine Nullstellen von f”, keine Wendepunkte.

Yot
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2.6 Kurvendiskussion

13. Gegeben ist die Funktion
flx) = ! —(z* — 102 +9).
v) =15 7

(a) Untersuchen Sie den Graphen der Funktion auf Symmetrie.

(b) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt (—3|7). Zeichnen sie die
Tangente in ein Koordinatensystem mit z € [—=5; 5] und y € [—3; 6] ein.

(¢) Unter welchem Winkel schneidet die Tangente im Punkt (2|7 die x-Achse?

(d) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.

(e) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion. Wo liegen Extrema und
Terrassenpunkte?

(f) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion im Intervall [—4; 4] in das Koordina-

tensystem aus Teilaufgabe (b).
Lésung: (a) f(x) = f(—=x), also achsensymmetrisch.
(b) t(z) =—-3z—-9
(c) a=45,9°
(d) Ni(=3]0), N2(=1]0), N3(1]0), Na(3]0)
)

(e) Maximum bei P(0|<%), Minima bei Q(—v/5| — 1) und bei R(v/5| —1)

14. Gegeben ist die Funktion f(x) = x(x — 3)2.
(a) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie.
(b) Bestimmen Sie die Lage der Extrema und Wendepunkte.

)
(c¢) Untersuchen Sie das Monotonie- und Kriimmungsverhalten.
)

(d) Skizzieren Sie die Funktion.

Losung: (a) keine Symmetrie
(b) Minimum bei (3]|0), Maximum bei (1|4), Wendepunkt bei (2/2)

1
15. Gegeben ist die Funktion g(x) = 20 (z* — 24 2% + 80).
(a) Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie- und Monotonieverhalten.

(b) Bestimmen Sie die Lage der Nullstellen.

(c) Untersuchen Sie das Monotonie- und Kriimmungsverhalten.
Geben Sie die Lage der Extrema und Wendepunkte an.

(d) Skizzieren Sie die Funktion.

Lésung: (a) achsensymmetrisch
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2.6 Kurvendiskussion

(b) N1(2/0), No(—2|0), N3(/20/0), N4(—+/20/0)
(¢) Maximum bei (0]4), Minima bei (+v/12| — 31)

16. Gegeben sind die Funktionen f,(z) =tx + v/25 — 22 und f_(z) =tz — /25 — 22.

Lisung:

17.

Lésung:

18.

(a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktionen an.
(b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen f; und f_.

(c) Zeigen Sie, dass zu jedem Punkt (z|y;) auf dem Graphen von f, eine dazu
punktsymmetrischen Punkt (z_|y_) auf dem Graphen von f_ gibt.

(d) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f; und f_ und bestimmen sie Art
und Lage der Extrema.

(e) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten der Funktionen.
(f) Zeichnen Sie fi(x) und f_(x) fiir t = 2.

(g) Stellen Sie mit einer geeigneten Software f, (x) und f_(x) fiir verschiedene Werte
von t graphisch dar.

(a) Di = [5.5]
(b) fo: (—asl0), f- : (52]0)
(©) f(z) = —fulx)

)

(d) fe: Maximum bei (2= [5v1+2)
f—: Minimum bei (—\/15_';7\ — 5V1+2)
senkrechte Tangenten bei x = £5

(e) fl(z) <0, also fi immer rechtsgekriimmt.
/7 (x) >0, also f_ immer linksgekriimmt.

Wir betrachten die Funktion — f(z) =sin2z —cosz mit Dy =[-3;37].

Berechnen Sie die Nullstellen und die Punkte mit waagrechter Tangente. Zeichnen
Sie G f-

T
262 6 2
fl(r) =2cos2x +sinx = —4sin’z +sinz +2=0 =—
sinx:%i@

Waagrechte Tangenten bei —0,202 7, 0,319 7, 0,681 7 und 1,202 7.

Gegeben ist die Funktion f(x) = az® + bz* + z mit @ > 0 und D = R.

(a) Geben Sie die Nullstellen der Funktion an.
Fiir welche Werte a erhélt man drei, zwei bzw. eine Nullstelle?
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Berechnen Sie die x-Koordinaten der Punkte mit waagrechten Tangenten.
Fiir welche Werte a erhélt man zwei, einen bzw. keinen Punkt mit waagrechter
Tangente?

Berechnen Sie die Koordinaten der Wendepunkte.

Berechnen Sie die Ortskurve der Wendepunkte fiir festes b und variables a.

Geben Sie fiir ¢ = %

Wendepunkte an.

und b = 2 die Funktionsgleichung, Lage der Extrema und

Zeichnen Sie die Funktion mit den Parameterwerten aus (e).

Lésung: (a) o1 =0, 293 = 5-(—b+ V% — 4a),

eine Nullstelle, wenn x93 nicht existiert, also wenn a > %b2
zwei Nullstellen, wenn x5 = x3, also wenn a = %62
drei Nullstellen, wenn x5 und x3 existieren und verschieden sind, also wenn a < %bQ

fl(x) =3a2? +2bw +1 =04 245 = 5-(—b+ V% — 3a)
keine waagrechte Tangente, wenn z4/5 nicht existieren, also wenn a > %62
eine waagrechte Tangente, wenn x4 = x5, also wenn a = %62
zwel waagrechte Tangenten, wenn x4 und x5 existieren und verschieden sind, also wenn
a < %bQ
Ty = — 2 — 20 _ b
w 3a0 YW 27a? 3a
Yw = %bxa + Ty
f(z) = 32° +22° + x, N1(0[0), Nao(—2[0), N3(—30),
E1(—0,30] — 0,14), F5(—1,48|0,47), W1(—0,89/0,16)

19. Gegeben ist die Funktion f(z) = 2% — 52% + 1.

(a) Diskutieren Sie qualitativ, wie der Graph von f(x) aussieht.

(b) Bestimmen Sie Extrema und Wendepunkte der Funktion.

(c

)
)
)

Skizzieren Sie den Graph der Funktion.

(d) Bei Polynomen fiinften Grades konnen die Nullstellen nicht mehr analytisch

bestimmt werden. Ein Verfahren zur numerischen Nullstellenbestimmung ist
das Newton-Verfahren:

An den Graphen der Funktion wird in einem Punkt (z;|y;), in der Ndhe einer
Nullstelle, eine Tangente gelegt. Deren Schnittpunkt mir der x-Achse liefert
Zir1. Zu diesem x—Wert wird der zugehorige Funktionswert y;,; berechnet.
Nun beginnt das Verfahren erneut. Die Folge 1, zo, x3... konvergiert gegen die
Nullstelle, wenn |f” - £/ < 1 ist.

Machen Sie sich dieses Verfahren der Nullstellenbestimmung anhand einer Skizze
klar.
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2.6 Kurvendiskussion

(e) Zeichnen Sie den Graph der Funktion im Intervall [0,1] (MaBstab fiir z-Richtung:
1 =10c¢m) und bestimmen Sie in diesem Intervall graphisch die Nullstelle.

(f) Leiten Sie eine Formel zur numerischen Iteration der Nullstelle her.

(g) Wenden Sie die Formel auf obige Funktion an. Starten Sie bei z; = 1 und
rechnen Sie bis i=6.

Lésung: (a) Fiir x gegen minus (plus) unendlich geht der Graph von f(z) gegen minus (plus)
unendlich. Der Graph kann kein, zwei oder vier Extrema haben. Der Graph kann
einen, zwei oder drei Wendepunkte haben.

(b) f'(z) = 52t — 202% = 523 (2 — 4), f"(x) = 2023 — 6022 = 202%(z — 3) =
Maximum bei H(0[1), Minimum bei T'(4] — 255), Wendepunkt bei W (3| — 161)

()
(d)
()
() to;(2) = f'(@i)(z — 2i) + f(2:) = 0 = zip1 = i — 705

5541
(8) Tip1 =25 — 5l 2023

5 = 0,694204, z¢ = 0,6942032

1 3
20. Wir betrachten die Funktion  f(x) = 3 cad— 5 T 2 mit der Nullstelle z¢; = —2.
(a) Berechnen Sie die restlichen Nullstellen von f und untersuchen Sie das Verhalten
von f an den Réndern von Dy. Schreiben Sie die vollsténdige Zerlegung von f

in Linearfaktoren hin.

(b) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und berechnen Sie die Koordi-
naten der relativen Extremwerte.

(c¢) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von f und berechnen Sie die Koor-
dinaten der Wendepunkte.

(d) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [—4; 5].

Losung: (a) f(z) = l(QU +2)2(x —4), lim f(z) = +oo

8 r—+o0
3 3 3
(b) f’(l“) = §$2—§ = §($2—4)

f steigend in | —oco;—2[ und in | 2; 400, fallend in | — 2; 2.
Relatives Maximum bei (—2|0), relatives Minimum bei (2| — 4)

(c) f(x) = Zm Rechtsgekriimmt in | — oo ; 0[, linksgekriimmt in ] 0; 400 |
Wendepunkt: (0| —2)
(d)
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2.6 Kurvendiskussion

T

21. Wir betrachten die Funktion

x?—4x+3
2?2 —4x+5

f(x) = + 2

(a) Berechnen Sie f’(x) und die Koordinaten des Punktes mit waagrechter Tangen-
te.

(b) Zeichnen Sie die Graphen von f und f’ im a-Intervall [0; 6] in ein Koordina-
tensystem (Einheit auf der z-Achse 1cm, auf der y-Achse 2 cm). Wertetabelle!

(c) Beweisen Sie durch Rechnung, dass der Graph von f achsensymmetrisch ist. Die
Achse ist der Zeichnung zu entnehmen!

Lésung: 3

, 4(zx -2 — -
@ 1'0) = s TN

waagrechte Tangente bei (2]1). Lr ] \
by L3 . ol / — @)
© fe-n =20 = fe+n) S——
LN
0 T 2 3 4 5 6

22. Wir betrachten die Funktion

2+ Tr+11
fz) = 2 4+4x+5

(a) Berechnen Sie f'(x) und die Koordinaten der Punkte mit waagrechter Tangente.

(b) Erstellen Sie eine Wertetabelle und zeichnen Sie die Graphen von f und f’ im
Intervall [—5 ; 1] (Einheit auf der z-Achse 1cm, auf der y-Achse 2 cm).
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(c) Beweisen Sie durch Rechnung, dass der Graph von f punktsymmetrisch ist. Das
Zentrum Z (z1|z2) ist der Zeichnung zu entnehmen.

Lésung: 3 : ; A g
—3 (2% +4x+3) - s
"(x) = Fy | flz
@I = ey 2f LT
waagrechte Tangenten bei ' / ’i \
(=3] —0,5) und (—1]2,5). Lr ;,-f 4 \
3h I /i \
1—f(-2—-h)=—= = L / r
(@) 1= f(=2=h) = 1~ I I -
= f(-2+h)—1 5 4 -3 -2 -1 0 1

23. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

(1- =)

o) ="

(a) Wie lautet die maximale Definitionsmenge von f?7 Untersuchen Sie f auf Null-

stellen. Berechnen Sie lim f(z).
T—Fo00

(b) Zeigen Sie, dass der Graph von f zum Punkt Z (0|1) symmetrisch ist.

(c) Berechnen Sie die Ableitung von f und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit
wie moglich. Suchen Sie die Koordinaten der Punkte mit waagrechter Tangente.

(d) Zeichnen Sie den Graphen von f im z-Intervall [—4, 4]. Verwenden Sie auf der
z-Achse die Einheit 1 cm und auf der y-Achse die Einheit 2 cm.

(e) Berechnen Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Teilaufgabe (c) die Ableitung der
Funktion g mit der Gleichung g(z) = \/f(z) und vereinfachen Sie das Ergebnis.

(f) Untersuchen Sie das Verhalten von ¢’ in der Umgebung von = = 1 und zeichnen
Sie den Graphen von g in das schon vorhandene Koordinatensystem ein.

Lésung: (a) Dy =R, Nullstelle: zp =1, lim f(z)=1F

x—+t00

(b) Gy symmetrisch zu Z <= f(—h)—1=1— f(h)

= f)+f(=h)=2
(1-h? (14+h)?
= T e 77
= 2=2
, 2 (1 — 22
© £ =T
waagrechte Tangente bei (—1]2) und bei (1]0)
(d)
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2.6 Kurvendiskussion
_ f@)  (-2)1+a)
2/f(@)  [1-az[(1+22):
(f) lim ¢'(x) = i%\/i (Spitze von g bei z = 1)

r—1t

(e) ¢'(x)

COS T

24. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung f(x) = —.
x =

2
(a) Wie lautet die Definitionsmenge von f7 Berechnen Sie die Nullstellen von f im

Intervall I = [-37, 47].
(b) Weisen Sie nach, dass der Graph von f zur Achse x = g symmetrisch ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Definitionsliicke von f stetig geschlossen werden kann und
schreiben Sie die stetige Fortsetzung f hin.

(d) Berechnen Sie die Funktionswerte von f in der Mitte zwischen den Nullstellen
und zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall I mit Kennzeichnung der
Definitionsliicke (z =7 =2cm, y =1 = 5cm).

(e) Zeigen Sie, dass die Nullstellen von f” der Gleichung

1 T
= ——z
tan x 2

cotx =

geniigen. Bestimmen Sie graphisch die ungefihre Lage der Maxima und Minima
von f.

) 3 3m bm T
Losung: (a) Dy =R\ {g} Nullstellen: —;, —%, —g, ;, ;, ;

(b) f<%_h>:cos(_%h—h) :cos(%h—l—h) :f(g-i‘h)

0

. cosS T 0\ de I'Hospital ,, —sinz
(¢) lim — = =

= ) f(x) firxe Dy
f(m)_{—l firz =5
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(d) /N N\ (e) | ‘
/ \ \ - AN
~\ / [\ 104
=3r\_ /-7 | T 2r \ / 4«
N \\ "‘ r
\ /
\ |
\\ /"
\ [
\ | \
\\ ’/’ N\
/
\\ /’
\\\ /r‘
-1 \/ —3m 3
Fiir die Nullstellen von f’ gilt rechts
von 7 die Ndherung z;, < km, und N
zwar umso genauer, je grofler x ist.
22
x x+8

25. Wir betrachten die Funktion f(x) ot
(a) Beweisen Sie, dass der Graph Gy symmetrisch zur Achse z =1 ist.

(b) Zeichnen Sie Gy in der Einheit 1cm im Intervall [—2;4].
Verwenden Sie das Ergebnis von (a)!
(c¢) Berechnen Sie f’(z) und die z-Koordinate des Punktes mit waagrechter Tan-

gente von Gy.

2
Liosung: (a) f(1+h)=f(1-h)= Z2—1:

(b)
12(x — 1
(c) fl(z) = —m —> waagrechte Tangente bei (1]7)

2 4r+8
26. Wir betrachten die Funktion f(z) = 37247371_5
2?2 —4x

(a) Beweisen Sie, da der Graph Gy symmetrisch zur Achse z = 2 ist.
(b) Zeichnen Sie Gy in der Einheit 1cm im Intervall [—1;5].

Verwenden Sie das Ergebnis von (a)!
(c¢) Berechnen Sie f’(z) und die z-Koordinate des Punktes mit waagrechter Tan-
gente von Gy.

2
Liosung: (a) f(2+h)=f(2—h)= ZQ—E

(b)
(¢) fl(z) = _(3826?64—;—2%)5)2 —> waagrechte Tangente bei (2]4)
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2.6 Kurvendiskussion

33‘2

EESh
(a) Berechnen Sie die Definitionsmenge Dy sowie die Grenzwerte von f(z) an den

27. Wir betrachten die Funktion f(x)

Réndern von Dy.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Ableitung die Monotoniebereiche sowie die Koordi-
naten der Punkte mit waagrechter Tangente von f.

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [ —6;4] (Einheit lcm).
(d) Beweisen Sie, dass Gy zum Punkt Z (—1| — 2) symmetrisch ist.

Losung: (a) Dy =R\ {-1}, lim =z4o00, lim =z+o0

z—(—1)* x—r+00

(b) f'(x) = M waagrechte Tangenten bei (0|0) und (—2| — 4)
(z+1)%

f streng steigend in | — co; —2[ und in | 0; 00 |
f streng fallend in | —2; —1[ und in | — 1;0]
(d) f(-1+h)+2=f(-1—h)—2

11—z
28. Wir betrachten die Funktion f(z) = ——.
V1—a?

(a) Berechnen Sie Dy und untersuchen Sie das Verhalten von f am Rande von Dy.

(b) Berechnen Sie f’(x) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.
Berechnen Sie die notwendigen Grenzwerte von f’ und zeichnen Sie dann den
Graphen von f (Einheit auf der x-Achse 5 cm ; Einheit auf der y-Achse 2,5 cm).

Liosung: (a) Dy =]—1;1], xj%gﬁ)+ f(x) = +oo, ml;r{l_ f(z)=0"

(b) f(z) = ! lim f'(z) = —o0o, lim f'(z) = —o0

(1 + x)\/l — 2’ z—(=1)+ z—1—

1
29. Wir betrachten die Funktion f(z) = E(x —3)(z +1)%

(a) Schreiben Sie die Definitionsmenge und die Nullstellen von f hin!
Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Réndern von Dy.

(b) Untersuchen Sie f auf Monotonie und Extremwerte.
f" ist als Produkt von Linearfaktoren darzustellen!

(c¢) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von f und berechnen Sie die Koor-
dinaten der Wendepunkte.
(d) Zeichnen Sie den Graphen von f im Bereich —3 < 2 < 3,5 (Einheit lcm).

Losung: (a) Dy =R, Nullstellen von f: xg1 = —1, g2 =3, lim f(x) = 400
r—100
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2.6 Kurvendiskussion

2
(b) f'(x) = g(:v + 1)2(3: — 2), Nullstellen von f: x17 = —1, 219 =2
() £0in] —o0; 2], f/(x) 20in [2; +oo], rel. Min. bei (2] —2,7)

6
(c) f(x) = g(x +1)(x — 1), Nullstellen von f”: x91 = —1, x99 = 1

f'(x) >0in] —o0; =1[und in |1; 400, f(z) <O0in] —1; 1]
Wendepunkte bei (—1]0) (Terrassenpunkt) und bei (1] —1,6)

1
30. Wir betrachten die Funktion f(z) = %(x +3)(z —2)%

(a) Schreiben Sie die Definitionsmenge und die Nullstellen von f hin.
Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Réndern von Dy.

(b) Untersuchen Sie f auf Monotonie und Extremwerte.
f" ist als Produkt von Linearfaktoren darzustellen!

(c¢) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von f und berechnen Sie die Koor-
dinaten der Wendepunkte.

(d) Zeichnen Sie den Graphen von f im Bereich —3,5 < o < 4,5 (Einheit lcm).

Losung: (a) Dy =R, Nullstellen von f: zo; = =3, zo2 = 2, lim f(z) = o0
T—rFo0

1

M) f(z) = o= 2)3(z + 2), Nullstellen von f’: 217 = —2, x19 = 2
fl(x)20in] —o0; —2] und in [2; 400, f(z) £ 0in [-2; 2]
rel. Min. bei (2]0), rel. Max. bei (—2|5,12)

2
(c) f"(x) = g(x —2)?(x + 1), Nullstellen von f”: 291 = —1, 299 = 2
f(z)<0in]—o0; =1[, f"(z)>0in] —1; +oo|

Wendepunkt bei (—113,24), das Minimum bei (2|0) ist ein Flachpunkt.

31. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

f(x):%m-(%x?—x) .

(a) Wie lautet die maximale Definitionsmenge von f? Geben Sie eine betragsfreie

Darstellung von f an und berechnen Sie die Nullstellen von f. Untersuchen Sie
das Verhalten der Funktion an den Rindern von Dy.

(b) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

(c) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion und berechnen Sie die
Koordinaten der Extrema.
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2.6 Kurvendiskussion

(d) Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten der Funktion und berechnen Sie die
Koordinaten der Wendepunkte.

(e) Berechnen Sie noch ein paar geeignete Funktionswerte und zeichnen Sie den
Graphen von f im z-Intervall [—2;6] in der Einheit 2 cm auf beiden Achsen.

(f) Wie lauten die Gleichungen der Wendetangenten und wo schneiden sie sich?
Losung: (a) Dy =R

1 1.2 _ _1,.3,1.2 .
flz) = —gﬂ:-(gaz —ﬂ:)—x——gaz +32°—2 firz=0
%x 3 22—z firz>0

1 1 z 1\? 3
<0: —x(-a2®—< 1) =- - == -
HAS ﬂ:(gﬂ: 3£C—|— > :c[<3 2) —|—4

lim f(z) =400

r—+o0o

(b) fist in ganz R stetig.
) = {—%mQ—i—%x—l = —% [(x—1)?+2] firz<0

12?2 —20-1=1[z-1)%-4] firz>0
lim f'(z) = lim f'(z) = —1, d.h. f ist in ganz R differenzierbar.
xz—0*t x—0~

(¢) fl(x) <0 firxe<3, f/(3)=0, f'(x) >0 firz >3 =
relatives Minimum bei (3| — 3)

(@) () = —2x+2=-2(z—1) firz<0
2 2 _ 2 .
sx—5=3(x—-1) firz>0

f"(xz) >0 fiir <0 und fir z > 1, f’(z) <0 fir 0 <z <1 = Wendepunkte bei
(0/0) und (1] - )
) =« | 2] -1 2 | 4 | 5 |

6
fla) [422] 144 | —244 | —2,22 | 0,55 | 6
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7 T T T
| | |
| | |
| | |
i e Rl Ml el
I R P T
l l l
| | |
I [ e e Y E A T T
| | |
| | |
IR N S P S SR S NURR N S
| l l
I | |
L — — -1\ — 4 - - -1 - - L - -
0 —
l l l
L \ U e T T
| | |
| | |
IR TR DN S N B
l l ‘
2 k k
0
) f0)=-1 = t)=-z
f’(l):—% == tg(x):—%—%(x—l):—gx—i—%
Schnittpunkt von #; und ¢ bei (%| - %)

32. Diskutieren Sie die Funktion f mit der Gleichung

Loy 1, 3.,

fe) =5 =37 =3

nach allen Regeln der Kunst und zeichnen Sie ihren Graphen.
Lisung: NS: zgp =2 — /22~ —2,69, x02 =0, 03 =2+ 22~ 6,69
lim f(x)=+o0

z5Foo

fl@)=322%—2> -3

f"(z) = 2% - 22 -3

rel. Minimum bei (3(1 — v/5)|2 (—13 +5v5) ) ~ (1,85 | — 2,05)
rel. Maximum bei (01]0)

rel. Minimum bei (2(1+v/5)|2 (13 —5v5) ) ~ (4,85| —27,2)
Wendepunkt bei (1| — 33 ) = (=1] —1,083)

Wendepunkt bei (3| — %) = (3| —15,75)
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2.6 Kurvendiskussion

33. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

1 9
f(:p):§:p3—gx2+§x

im maximalen Definitionsbereich D; = RR.
(a) Berechnen Sie die Nullstellen von f.
(b) Untersuchen Sie f auf Monotonie und auf Extremwerte.
(c) Ermitteln Sie das Kriimmungsverhalten von f und die Wendepunkte.
)

(d) Zeichnen Sie den Grafen von f im z-Intervall [—0,5; 8] in der Einheit 1cm.

Losung: (a) f(z) = % (22 — 122 + 36) = g(:c — 6?2 f2)=0 = 201=0, 200 =6

3 9 3
() f'(zx) = §x2—3x—|—§ =3 (z® — 8z + 12) fllx)=0 = z*-8x+4*=-12+16
r11 = 2, x13 = 6, f’ ist eine nach oben gedffnete Parabel =—

f/(x) > 0 und f streng steigend in | — 0o; 2[ und in ]6; 00| . rel. Max. bei (2|4)
f/(z) <0 und f streng fallend in |2; 6] rel. Min. bei (6[0)

(c) f(x) = Zm -3 ff2)=0 = z93=4 =

f"(x) <0 und f rechtsgekriimmt in | — co; 4]
/() > 0 und f linksgekriimmt in |4; oo

x f(z) A

05 | —2,64
0 0
1 | 3,125
3 | 3,37
5 | 0,625 L1 WP
7 | 0,875
8
x
2
6
8
x
4

} —> Wendepunkt bei (4/2)

44

4 , 1
f"(z) |
-1,5 | | | 1 | ‘ |
+1,5 1 2 3 4 5 6 7 8
4
f///(x)
0,75
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2.6.2 Diskussion von Funktionenscharen
1. Wir betrachten die Funktionenschar f, mit
falz) = —(a+1)*2* +a
(a) Zeichne die Grafen der Scharfunktionen fiir a = 0,25, a = 0,5 und @ = 1 (Einheit

5cm).

(b) Fiir a > 0 schliefit der Graf von f, mit der z-Achse ein endliches Flidchenstiick
ein, dessen Inhalt wir mit A(a) bezeichnen. Berechne A(a).

(c¢) Fiir welches a ist A(a) maximal? Wie grofl ist Apax?
Lésung: (a) foos = —1,25%2 40,25
fos =—1,5%22 40,5

f1 = —x2 +1
Nullstellen:
Xr1 = — \/a
(a+1)2
va .
Ty = CESIE fir a=0

keine Nullstellen fiir a < 0

(b)
7 7 0+ )43
Afa) = /fa(x) dr = Q/fa(x) dr = —% + 2ax9 =
1 0
20a+1)%? 2a/a _ 4da?
C 3@+ 1)° T (a+1)2 3(a+1)2
, 4 3 3 4/a 3 a
© 40 =gy [+ ~2ublo )] - s -

Aa)=0 = a3 =0unday=3
Aus A(0) =0, A(a) > 0 fiir > 0 und lim A(a) = 0 folgt, dass

a—r o0
Apmax = A(3) = @
4
2. Wir betrachten die Funktionenschar
fo: o= fi(x) = —2° + s
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2.6 Kurvendiskussion

(a) Berechne die Nullstellen und die relativen Extrema der Scharfunktionen f;. Auf
welcher Kurve K liegen alle Extrempunkte? Zeichne K; und die Grafen von
f-2, f1, fo und f3 in ein Koordinatensystem.

(b) Eine weitere Funktionenschar ist durch
T

F,: x—>Fs(:c):/fs(t)dt

0

gegeben. Berechne die Nullstellen und die relativen Extrema der Scharfunktio-
nen F,. Auf welcher Kurve K liegen alle Extrempunkte? Zeichne K und die
Grafen von F_5, F, F;, und F3 in ein Koordinatensystem.

(c) Die Grafen von f; schlieBen mit der z-Achse ein endliches Flachenstiick mit dem
Inhalt A, ein. Berechne Aj;.

Lésung: (a) Nullstellen von f: zgp =0, xg2 = s y

fi(x) = =322 + 252 = (25 — 3a)

s

2 Ky
Nullstellen von f': x13 =0, x12 = 55 :
fl(z) = —6x + 2s

1

fi(zn) =2s, fl(z12) =25 =
(0[0) ist Tiefpunkt fir s > 0 TG
Hochpunkt fiir s <0 fo |f3
Terrassenpunkt fir s=20 f1

2s
3

%) ist Hochpunkt fiir s> 0

Tiefpunkt fiir s<0
Terrassenpunkt fiir s =20

3
E(% 42%) =E(zglyp) = Ky:2p—>yp= %x%
/ 1
(b) Fs(z) = /(—x3 +sx2)dx = _Zx4_|_ 3333 — 3 <§ _ %)
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Nullstellen von F: Xy =0, Xg2 = %s
Fi(z) = fs(2)

Nullstellen von F’: X171 =0, X150 = s
F(z) = fi(z)

F’(X11) = 0 mit VZW fiir s # 0:

(0]0) ist Terrassenpunkt fiir s # 0
Hochpunkt fiir s=20
FI'(X1p)=—-s2<0 =

<S‘ f—;) ist immer Hochpunkt. A

E3
F
T2 31
12
2

(b) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen in Abhéngigkeit von t.

. _ 1.4
KF.mE%yE—ﬁxE —2

(c) As = /fs(x)dx = |Fy(s)] = =
0

1
3. Gegeben ist die Funktionenschar f;(x) = 3 z? + to® + tx.

(a) Untersuchen Sie die Funktionen auf Symmetrie.

(c¢) Untersuchen Sie das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktionen in
Abhéngigkeit von t.

(d) Geben Sie gegebenenfalls Extrema, Wendepunkte und Terrassenpunkte der Funk-
tionen in Abhéngigkeit von t an.

(e) Geben Sie die Ortslinie der Terrassenpunkte an.
(f) Zeichnen Sie die Funktion fiir t = 2.

(g) Zeichnen Sie die Funktionenschar und die Ortslinie der Terrassenpunkte mit
einer geeigneten Software.

Lésung: (a) keine Symmetrie
(b) N(0[0)

(c) Waagrechte Tangente fiir x = —t, sonst immer streng monoton steigend.
Fiir x < —t rechtsgekriimmt, fiir z > —¢ linksgekriimmt.

(d) keine Extrema, Terrassenpunkt bei (—t| — £¢)

(e) y = 3a°

4. Gegeben ist die Funktionenschar f;(z) = z3 + tz* + z + 1.
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(a) Untersuchen Sie die Funktionen auf Symmetrie.

(b) Untersuchen Sie das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktionen in
Abhéngigkeit von t.

(c) Geben Sie gegebenenfalls die x-Koordinaten der Extrema, Wendepunkte und
Terrassenpunkte in Abhéngigkeit von ¢ an.

(d) Geben Sie die Ortslinie der Wendepunkte an.
(e) Zeichnen Sie die Funktion fiir ¢t = 2.
(f) Zeichnen Sie die Funktionsschar und die Ortslinie der Wendepunkte mit einer
geeigneten Software.
Losung: (a) keine Symmetrie

(b) Fiir |t| < v/3 strend monoton steigend.
Fiir |t| > v/3 streng monoton steigend im Intervall
x €] — o0, _t_\ém[u] _’H“?{m, oo, sonst streng monoton fallend.
Fir z < —%t rechtsgekriimmt und fiir z > —%t linksgekriimmt.

(c) Maximum bei r = =t=¥%=3 éﬁ_g, Minimum bei z = =1H¥E=3 éﬁ_?’ (fiir |t| < v/3 keine Extrema)
und Wendepunkt bei z = —%t.
Fiir |t| = v/3 Terrassenpunkt bei z = i@

(d) y=-223+2+1

1
5. Gegeben ist die Funktionenschar f;(x) = 3 7 — 7.

(a) Untersuchen Sie die Funktionen auf Symmetrie.
(b) Geben Sie die Nullstellen der Funktionen in Abhéngigkeit von ¢ an.

(c¢) Untersuchen Sie das Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Funktionen in
Abhéngigkeit von t.

(d) Geben Sie gegebenenfalls Extrema, Wendepunkte und Terassenpunkte der Funk-
tion in Abhéngigkeit von ¢ an.

(e) Geben Sie die Ortslinien der Extrema an.
(f) Zeichnen Sie die Funktionsschar.
Lésung: (a) f(—z)= —f(x), also punktsymmetrisch.

(b) N1(=V3]0), N2(0]0), N3(v/3 t]0)

(¢) fl(x) = (z—t)(x+1), also steigend fiir = €] — 0o, —t[U]t, oo[ und fallend fiir x €] — ¢, ¢[.
1" (x) = 2z, also rechtsgekriimmt fiir x < 0 und linksgekriimmt fiir z > 0.

aximum beil (—t|5t°), Minimum bei (¢| — 5t°), Wendepunkt bei , kein Terras-
d) Maxi bei (—t[3t3), Mini bei 2t%), Wendepunkt bei (0/0), kein T
senpunkt fiir ¢ # 0.

(e) y=—2a3
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6. Wir betrachten die Funktionenschar f,(z) = 2* + g P, sei ein Punkt auf Gy, mit
T

waagrechter Tangente. Berechnen Sie die Koordinaten von P,! Auf welcher Kurve
liegen alle Punkte P, mit a € R?
a

Losung: f'(2)=22—= . f@)=0 = a=(3)

2
Pa(21]|y1) mit y; =3 - (g) ® Kurve der Minima: y = 3 - 22

7. g sei die Menge aller Scheitelpunkte von nach unten gedffneten und verschobenen
Normalparabeln f,(z) = —z? + bx + ¢, die die Normalparabel n(z) = 2 im Punkt
P, (a|a?) beriihren. Berechnen Sie zuerst die Koeffizienten b und ¢ in f,(z) und stellen
Sie dann die Funktionsgleichung von ¢ auf.

! 2

Lésung: fi(a) =n'(a) und fu(a)=n(a) = b=4a und c=—-2a
fa(z) = —2* + 4ax — 242, Scheitel von f,: S, (2 a|2a2)

2
Kurve der Scheitelpunkte: g¢(z) = 5

8. Durch die Funktionenschar f,(z) = * + bx + ¢ wird die Menge aller verschobenen
Normalparabeln beschrieben, die den Graphen der Funktion h(x) = % im Punkt
P, (a‘i) beriihren.

(a) Stellen Sie die Gleichung der Schar f, auf, d.h. driicken Sie b und ¢ durch a aus!
(b) Beweisen Sie, dafl der Scheitel des Graphen von f, durch

S (zslys) mit x5 =

gegeben ist!
(¢) Zeichnen Sie die Graphen von h und f, fir a € {—5; —1; —0,5; 0,5; 1; 5} in
ein Koordinatensystem!
(d) g sei die Menge aller Scheitelpunkte der Parabeln f,. Fiillen Sie folgende Wer-
tetabelle aus und zeichen Sie dann den Graphen von g!
a |-5,0|-201]-10|-0,5(-0,4]041]051]0,7|1,0]|15]|20]4,0
s
Ys

Ist g eine Funktion? Die Darstellung von g durch die beiden Funktionen xg(a)
und ys(a) nennt man Parameterdarstellung von g mit dem Parameter a.
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a | 50 | 20 ] 1,0 | 05 ] 04 04 | 05 | 0,7 ] 1,0 | 1,5 | 2,0 | 40
zs | 4,98 | 1,88 | 05 | 1,5 | 2,73 | 353 | 25 | 1,72 | 1,5 | 1,72 | 2,13 | 4,03
ys | 0,20 | -0,52 | -1,25 | -6,00 | -12,3 | -7,27 | -2,00 | 0,39 | 0,75 | 0,62 | 0,48 | 0,25

g ist keine Funktion.

9. Wir betrachten die Funktionenschar f, mit der Gleichung

fn<x>:ﬁ_$n s neN
(a) Wie lautet die maximale Definitionsmenge von f,,7 Berechnen Sie die Nullstellen
von f,.

(b) Der Graf G,, von f, enthélt einen Punkt P, (z,|y,) mit waagrechter Tangente.
Berechnen Sie die Koordinaten von P,,.

(c) Berechnen Sie lim f; (z).
xz—07F

(d) Berechnen Sie die Koordinaten von Py und P, und die Ableitungen fi(1) und
f4(1). Zeichnen Sie dann die Grafen von f; und f; im Intervall [0; 1] unter
Verwendung aller bisherigen Ergebnisse in ein Koordinatensystem. Verwenden
Sie die Einheit 5 cm.

Losung: (a) D=R{, x01 =0, 302 =1
/ 1 o1 =2 1 1
(b) fulz) = NG na" 'z, = (2n)20-1, y, = (2n) 201 (1 _ %>
(c) 400
(d) P1(0,25]0,25), P4(0,552]0,650), f](1) = —0,5, f4(1) = —3,5

10. Wir betrachten die Funktionenschar f,, mit der Gleichung
n
f n (l‘ ) = \/5 + ; ;, neE N

(a) Wie lautet die maximale Definitionsmenge von f,,? Untersuchen Sie f,, auf Null-
stellen. Berechnen Sie lim+ fn(x).
z—0

(b) Der Graf G,, von f, enthélt einen Punkt P, (z,|y,) mit waagrechter Tangente.
Berechnen Sie die Koordinaten von P,,.
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(c) Berechnen Sie die Koordinaten von P; und P,. Zeichnen Sie dann die Grafen
von f; und f; im Intervall [0; 10 ] unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse
in ein Koordinatensystem. Verwenden Sie die Einheit 1cm.

(d) Auf welcher Kurve liegen die Punkte P,,?
Lésung: (a) D =TR", keine Nullstellen, 1im+ fn(z) = +00
z—0

1 n 2 3
(b) fo(z)= m T Ty = (2n)3, yn = 5 (2n)

Ll

3
11. Wir betrachten die Funktionenschar f,(z) = Ty 2y/x mit a > 0.
x

(a) Berechnen Sie die Definitionsmenge Dy, sowie die Grenzwerte von f,(x) fiir
z — 0" und z — 4o0.

(b) Fiir a > 0 sei P, der Punkt von Gy, mit waagrechter Tangente. Berechnen Sie
die Koordinaten von P,. Der Graph der Funktion ¢ ist die Menge aller P, mit
a > 0. Leiten Sie die Funktionsgleichung g(x) her.

(c) Zeichnen Sie die Graphen von fi, fo und g im a-Intervall [0;9] in ein Koordi-

natensystem.
(d) Fir welches a ist der Schnittwinkel zwischen den Graphen von g und f, gleich
30°7
Losung: Dy, =R", lim fo(z) = lim  f,(z) =
osung: (a) Dy, ;o lim fo(@) = oo, lim fo(e) = +oo

a’ 1

(b) fé(x):—ﬁ-i-ﬁ, P, (a*[3a), g(z) =3z

(d) GgNGy, ={Pa} = fala®)=0

‘ .

3 3
g(@) =5 ) =5 =tan30’ = = a=5V3

B
Sl

2.6.3 Ortskurven besonderer Punkte
1. Wir betrachten die Funktionenschar f, mit

2
fa<x):ax+ , Dy, =RundaeR\ {0}

2et

(a) Bestimme in Anhéngigkeit des Scharparameters a die Nullstellen von f, und
das Verhalten von f, fiir x — Fo00.
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(b) Zeige, dass alle Grafen der Funktionenschar genau einen Punkt gemeinsam ha-

2.6 Kurvendiskussion

ben und gib seine Koordinaten an.

tionenschar in Abhéngigkeit von a.

und Wendepunkte in einer Tabelle zusammen.

nen fos und fao?

ne sie in das schon bestehende Koordinatensystem ein.

Zeichne sie in das schon bestehende Koordinatensystem ein.

2
Lésung: (a) Nullstellen: 2,0 = ——
a
lim f(z) = —sgn(a) -00) (@)
$_1>f_noo xr) = 0+ = —sgn(a) - 00
lim f(z) = (M) ~ fm & (L) _ ot
T—+00 400 r——+o00 2% +00
(b) falz) = folz) = ar=br = (a—bz=0
Der gemeinsame Punkt aller Grafen ist also (0[1).
—ax +a—2 axr —2a + 2
(c) fé(x) =T 9 f,;’(x) =T 9 f(;”
a—2 2
f(;(x) =0 = za= a =1- 57 f(;,(xal) =

fa(xal) = ge%

Bestimme die Koordinaten der lokalen Extrema und der Wendepunkte der Funk-

Zeichne die Grafen der Funktionen fy5, fa, foo und f_4 in ein geeignetes Koordi-
natensystem. Stelle vorher die Nullstellen und die Koordinaten der Extremwerte

Unter welchem spitzen Winkel « schneiden sich die Grafen der beiden Funktio-
Auf welcher Kurve y = g(z) liegen die Extremwerte der Scharfunktionen? Zeich-

Auf welcher Kurve y = h(x) liegen die Wendepunkte der Scharfunktionen?

x=0(a#D)
_ —ax+3a—2
2e”

a<0 = [l@a)>0 —> Tiefpunkt bei H (2:2|ge’")
2a — 2 2 —2a
fi@)=0 = wa=T—=2-= flee) =3 A0 =
Wendepunkt bei W <¥ ‘ae2;2a>
(d)
a 0,5 2 20 —4
L a0 —4 -1 —-0,1 0,5
Tal —3 0 0,9 1,5
e3 10
La2 -2 1 1,9 2,5
)
e 2 20 4 N
f(za2) | 5 =369 | §~0T4| 55 ~299 | -5~ 0328
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[—
\\
™
L
o8

[
~
ol
Q@
/o
vl

/ f20

-5 T -3 2 1 X
// 7/ %
(e) fo5(0)=-0,75=tanaw = «a=—36,87°

fip(0)=9=tanf = B =83,66°
Schnittwinkel: ¢ = 180° — (8 + |a|) = 59,47°

—{f
\
]

(f) 1 2 — a 1 — a62_a e ™ —
€T = _— —_ = = — a =
! a 2 11 =39 11—z
e—.’E
9(z) = T
2a — 2 2-2a 2 _
(&) fi(a)=0 = x= Y2 = f(x2) =ae o = *2
a 2 —x9
27"
h =
(@) 2—x

2. Gegeben ist ein Dreieck mit den Ecken A(0|0), B(1]0) und C(c|1).

(a) Zeichnen Sie fiir c = —0,2; 0; 0,2; 0,5; 0,7; 1; 1,2 in verschiedenen Farben das
Dreieck und tragen Sie jeweils den Hohenschnittpunkt rot ein (1 = 5em).
Auf welcher Kurve konnten die Schnittpunkte der Héhen liegen?

94



2.6 Kurvendiskussion

(b) Geben Sie die Gleichungen der Geraden an, auf denen die Héhen h, und h,
liegen.

(c¢) Berechnen Sie die Koordinaten des Hohenschnittpunkts H.

(d) Beweisen Sie, dass sich der Hohenschnittpunkt fiir variables ¢ auf einer Parabel
bewegt.

(e) Geben Sie die Lage des Scheitels der Parabel an und vergleichen Sie das Ergebnis
mit Teilaufgabe (a).

a) Hohenschnittpunkt liegt auf einer Parabel.

(
(b

Lésung: (a)
) h

c¢) H liegt auf h. (= z =c) und auf h, (= y = (1 —¢)-x). Also H(c|c — c?)
)
)

c:x=cund hg:x— (1—c¢) -z
(
(d
(e

yH—(1—c)-xH:(1—xH)-xH:xH—qu

S(1]2); Ergebnis stimmt mit Teilaufgabe (a) iiberein

3. Gegeben ist die Funktion f(z) = az® +bz? (D =R, a # 0, b # 0).
(a) Bestimmen Sie allgemein die Nullstellen der Funktion.
(b) Bestimmen Sie allgemein die Koordinaten der Extrema.
(c) Zeichnen Sie die Funktion fiir a = 1 und b = 3.
(d) Zeichnen Sie fiir b = 3 und fiir zehn verschiedene Werte von a die Extrema in
ein Koordinatensystem ein. Was féllt auf?
(e) Beweisen Sie, dass fiir festes b und variables a die Extrema auf einer Parabel

liegen.

Lisung: (a) N1(0|0), No(—210)
(b) f'(z) = z(3ax +2b) =0 < x1 = 0 oder 5 = —22
" (x) = 6ax + 2b # 0 fiir 1 und 23 (a und b # 0!).

Also Extrema bei (0/0) und (—%]%)
()

(d) Extrema liegen auf einer Parabel.

3
(€) flaa) =g =3 (-3 = § -3

4. Gegeben ist die Funktion f(z) = az® +bx (D =R, a #0, b #0).
(a) Bestimmen Sie allgemein die Nullstellen der Funktion.
(b) Bestimmen Sie allgemein die Koordinaten der Extrema.

(¢) Zeichnen Sie die Funktion fiir a = —f und b = 1.
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2.6 Kurvendiskussion

(d) Zeichnen Sie fiir b = 1 und fiir a = —0,1, —0,2, ... — 0,9 die Extrema in ein
Koordinatensystem ein. Was fallt auf?

(e) Beweisen Sie, dass fiir festes b und variables a die Extrema auf einer Ursprungs-

geraden liegen.
)
b

(b) f(z) =3az’ +b=0& z = \/_7@
/(@) = 6oz = f" (ﬁ) 20,
Also Extrema bei ( _b |2 _3%>_

(c)

(d) Extrema liegen auf einer Geraden.

Lésung: (a) N1(0]0), N2< —g

(e) f(xMax) = _3%(_% + b) - %b * TMax

5. Gegeben ist die Funktion f(z) = az* + bz (D = R,a # 0,b # 0).
(a) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion achsensymmetrisch ist.
(b) Bestimmen Sie allgemein die Lage der Extrema.

Welche Bedingung muss fiir die Variablen a und b gelten, damit der Graph der
Funktion drei Extrema hat?

(c) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion fiir

1. a:%undb:—ll.

ii. a:%undbzél.
(d) Zeichnen Sie fiir a = % und b = —1,—4, -9, —16, —25 die Extrema in ein Koor-

dinatensystem. Auf welcher Kurve konnten die Extrema mit x # 0 liegen?

(e) Berechnen Sie die Ortskurve der Extrema fiir festes a und variables b.

Ldsung: (b) Eq1(0]0), Ey (\/ — 3|~ Z—Z>, E3 <—\/ ~3

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

b2
" da

(d) Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben gedffneten Parabel.

(e) e(x) = 3a”

6. Gegeben ist die Funktion f(z) = az* + bz? (D = R,a # 0,0 # 0).

(a) Bestimmen Sie allgemein die Lage der Extrema.
Welche Bedingung muss fiir die Variablen a und b gelten, damit der Graph der

Funktion drei Extrema hat.
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(b) Zeichnen Sie fiir a = 2 und b = —1, —Z, %, —116, 215 die Extrema in ein Koor-

dinatensystem. Auf welcher Kurve konnten die Extrema mit x # 0 liegen?

(c¢) Berechnen Sie die Ortskurve der Extrema fiir festes b und variables a.

Lésung: (a) E1(0]0), Ep (\/ — 3| — Z—Z>7 E3 (- ~ %

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

(b) Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben gedffneten Parabel.

(c) e(z) = ba?

7. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ortskurve der Extrema.
(a) f(z) =23+ 2> + kx
(b) flx) =2® +ka* +x
(c) flz) =ka®+ 22+ x

Losung: (a) Extrema bei g = _&?)ﬂ —
k=-322-2r = f(rg) =23+ 22 + (=322 — 22) - 2 = —223 — 22

(b) Extrema bei zp = —kEVE=3 ngL?’ =

k=—5—30= flap) =2+ (— — 32) 2’ +2=—-1(2%—2)
(c) Extrema bei zp = —5:(1+ 1 —3k) =

k=28 = flap) = (-2 +a® vo = ga® + Ja

8. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ortskurve der Wendepunkte.
(a) f(z) =23+ 2> + kx
(b) f(z) =2°+ ka2’ +2
(c) flo)=ka®+2*>+x

Lésung: (a) Wendepunkte bei zy = %
(b) Wendepunkte bei xw = —E =k=-3r=
flaw) =23 -3z -2+ = —2x +x
(c) Wendepunkte bei zyy = —3r = k = —3; =
flaw) = —3%.%3 +2t+a= %xQ +x

9. Wir betrachten die Funktionenschar f,(z) = 2* + g P, sei ein Punkt auf Gy, mit
T

waagrechter Tangente. Berechnen Sie die Koordinaten von P,! Auf welcher Kurve
liegen alle Punkte P, mit a € R?

97



2.6 Kurvendiskussion

1
Liosung: f'(z) =2z — % , flle)=0 = x= (g) 3
x

2
Pa(z1|y1) mit y; =3 - (g) °  Kurve der Minima: y = 3 - 22

10. g sei die Menge aller Scheitelpunkte von nach unten gedffneten und verschobenen
Normalparabeln f,(z) = —z? + bx + ¢, die die Normalparabel n(z) = 2% im Punkt
P, (a|a?) beriihren. Berechnen Sie zuerst die Koeffizienten b und ¢ in f,(z) und stellen
Sie dann die Funktionsgleichung von ¢ auf.
Losung: fi(a) =n/(a) und fu(a)=n(a) = b=4a und c=—2d
falz) = —22 + 4ax — 24?, Scheitel von f,: S, (2 a|2a2)

2
Kurve der Scheitelpunkte: g¢(z) = Y

11. Durch die Funktionenschar f,(x) = 2* + bz + ¢ wird die Menge aller verschobenen
Normalparabeln beschrieben, die den Graphen der Funktion h(x) = % im Punkt
P, (a‘é) beriihren.

(a) Stellen Sie die Gleichung der Schar f, auf, d.h. driicken Sie b und ¢ durch a aus!
(b) Beweisen Sie, dafl der Scheitel des Graphen von f, durch

S (zslys) mit x5 =

gegeben ist!
(c) Zeichnen Sie die Graphen von h und f, fira € {—5; —1; —0,5;0,5; 1; 5} in
ein Koordinatensystem!

(d) g sei die Menge aller Scheitelpunkte der Parabeln f,. Fiillen Sie folgende Wer-
tetabelle aus und zeichen Sie dann den Graphen von g!

a |-50|-201]-10|-0,5(-04]041]051]0,7|1,0]|15]|20]4,0
Ts
Ys
Ist g eine Funktion? Die Darstellung von g durch die beiden Funktionen zg(a)

und ys(a) nennt man Parameterdarstellung von g mit dem Parameter a.

Liosung: (a) fi(a) =h(a) und fu(a)=h(a) =

1
b=-2a—— und c=-+a
a a
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a | 50 | 20 | -1,0 | 05 ] 04 | 04 | 05 | 0,7 | 1,0 | 1,5 | 20 | 4,0
zs | 4,98 | 1,88 | 05 | 1,5 | 2,73 | 3,53 | 2,5 | 1,72 | 1,5 | 1,72 | 2,13 | 4,03
ys | 0,20 | -0,52 | -1,25 | -6,00 | -12,3 | -7,27 | -2,00 | 0,39 | 0,75 | 0,62 | 0,48 | 0,25

g ist keine Funktion.

12. Gegeben ist die Funktionenschar f(x) = az* + bz?, a,b# 0, D = R.

Lésung:

13.

(a) Fiir welche Werte von a und b hat der Graph der Funkion Extrema?

(b) Berechnen sie die Ortskurve der Extrema fiir festes a und variables b.

(c) Fiir welche Werte von a und b hat der Graph der Funkion Wendepunkte?
)

(d) Zeichnen sie die Graphen der Funktionen fiir a = % und b = —4, —1,1,4. Achten
sie darauf, dass die Lage der Extrema (soweit vorhanden) richtig eingetragen
ist. Tragen sie die Ortskurve der Extrema in das Diagramm ein.

(e) Betrachten sie nun fiir @ = £ und b = —4 den Graph der Funktion. Die y-
Achse zerlegt das von der Verbindungsstrecke der Extrema (nicht (0]0)) und
dem Graph der Funktion eingeschlossene Fléachenstiick in zwei Teile. Vergleichen

sie die beiden Teilflichen. Begriinden sie ihre Antwort.
(a) z1 =0, Maximum fiir b < 0, Minimum fiir b > 0
Falls @ und b verschiedene Vorzeichen haben gibt es weitere Extrema:

T3 ==+ —% Maximum fiir b > 0, Minimum fiir b < 0

(b) o(x) = —ax?

(c¢) Falls a und b verschiedene Vorzeichen haben, gibt es Wendepunkte:

_b
6a

Taps = E
(d)
(e) Die Flidchen haben gleichen Flicheninhalt, da sie wie der Funktionsgraph achsensym-
metrisch zur y-Achse sind.

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2?. G, sei die Tangente an G im Punkt A (—a| f(—a))
und G, die Tangente an G im Punkt B (%‘f (%))

(a) Stellen Sie die Funktionsgleichungen von ¢ und h auf und berechnen Sie die
Nullstellen dieser Funktionen.

(b) Berechnen Sie die Koordinaten z, und y, des Schnittpunktes S, von G; und Gy,

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f und ermitteln Sie zeichnerisch sowie rechnerisch
den Punkt Sy 5.

(d) Die Menge aller Punkte S, mit a € R ist der Graph einer Funktion g. Ermitteln
Sie die Gleichung von g.
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9 2
Losung: (a) t(z) = —2ax—a?, h(z)= ga ST — ;—5
t(x):Obeix:—g, h(z) =0 bei z = —
2a a?
(b) Lg = 37 Ya = E
(C) Lag = 17 Yo = _1725

14. Gegeben ist die Funktion f(x) = z2. G, sei die Tangente an G; im Punkt A (0] f(b))
und Gy, die Tangente an Gy im Punkt B (—?‘f (—?))

(a) Stellen Sie die Funktionsgleichungen von ¢g und h auf und berechnen Sie die
Nullstellen dieser Funktionen.

(b) Berechnen Sie die Koordinaten z;, und ¥, des Schnittpunktes S, von G, und Gy,.

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f und ermitteln Sie zeichnerisch sowie rechnerisch
den Punkt Ss 5.

(d) Die Menge aller Punkte S, mit b € R ist der Graph einer Funktion k. Ermitteln
Sie die Gleichung von k.

Losung: (a) g(z) =2bx — b? h(x)——Q—b x—b—Q
g = ’ AT
(gc)—Obeiulc—é h(av)—ObewU——i
o= BFk - Y
3b b?
(b) @ = Ea Yo = 7
(C) Ty = 1757 Yp = _1775
(d) k(x) = —g 2

2.6.4 Kurvendiskussion mit dem Computer

1. In den verschiedensten Bereichen der Physik, wie z. B. der Akustik und der Elektro-
dynamik, treten Schwingungen auf. Wird ein schwingungsfahiges System von auflen
mit der Frequenz f angeregt (maximale Anregungskraft konstant), hingt seine Re-
aktion (Amplitude) stark von der Anregungsfrequenz f ab.

Die Amplitude A(f) kann durch folgende Formel beschrieben werden:

C
VU2 = 122 4 (f72

A(f) =
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Neben Konstanten des Systems (C' enthélt die maximale Anregungskraft und den
Reibungsfaktor ) hiangt A(f) von der Eigenfrequenz f des Systems und der Anre-
gungsfrequenz f ab. Hier werden nur Falle mit v < % betrachtet.

(a) Untersuchen Sie, wie sich die Amplitude A(f) fiir f — 0 und fiir f — oo verhlt
und interpretieren Sie die Ergebnisse.

(b) Berechnen Sie allgemein die Resonanzfrequenz (Frequenz, bei der die Amplitude
maximal ist) fr des Systems.

(c¢) Von welchen Parametern hingt die Resonanzfrequenz in welcher Weise ab? Skiz-
zieren Sie qualitativ die Resonanzfrequenz in Abhéngigkeit vom Reibungsfaktor.
(d) Stellen Sie A(f) fir C' =50, fo =5 und v = 1,1 fiir f € [0; 15] graphisch dar.

(e) Diskutieren Sie mit Hilfe einer geeigneten Software, wie sich der Verlauf von
A(f) in Abhéngigkeit von den vorkommenden Parametern éndert.

C

Lisung: (a) lim A(f) = —5 System folgt exakt dem Erreger.
f—=0 1o
lim A(f) = 0 System kommt nicht mehr mit.
f—o0

(b) fR:\/fOQ_l;

(¢) fr nimmt mit der Eigenfrequenz fy des Systems zu und mit dem Reibungsfaktor + ab.
Fiir kleine Reibungen gilt fr = fo.

2. Die Stromstéarke durch eine Schaltung aus einem Widerstand, einer Spule und einem
Kondensator hangt von der Frequenz f und der anliegenden Wechselspannung (w =
27 f) ab. Sie berechnet sich nach der Formel

100 — 2w? .
IW:V@ﬁ:ﬁ+WM2D=m.

Fir R setzt man dazu die Mafizahl des enthaltenen ohmschen Widerstandes und fiir
[ die Mafizahl der Frequenz ein. I(w) liefert dann die Mafizahl der Stromstérke.
(a) Betrachten Sie die Funktion /(w) zunéchst fir R = 0.

i. Vereinfachen Sie die Funktionsgleichung und geben Sie die Nullstellen der
Funktion an.

ii. Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion fiir w gegen Null und gegen
Unendlich.

iii. Untersuchen Sie, ob die Funktion im gesamten Definitionsbereich differen-
zierbar ist.

iv. Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion.

v. Zeichnen Sie die Funktion fiir w € [0; 25].
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(b) Betrachten Sie nun die allgemeine Form der Funktion

1.
ii.

iii.

1v.

vi.

Hinweis:

Berechnen Sie 7(10) in Abhéngigkeit von R.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion fiir w gegen Null und gegen
Unendlich.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion.
Zeichnen Sie die Funktion fiir R = 0,2.

Zeichnen Sie I(w) mit einer geeigneten Software fiir R € {0;0,1;0,2; ...} und
beschreiben Sie die Verdnderungen der Funktion.

Fiir welche Frequenz ist [(w) unabhéngig von R?

Die diskutierte Funktion beschreibt den Anregungsstrom eines Parallel-

schwingkreises mit L = 0,1 und C' = 0,1. Die allgemeine Funktion heif3t

Lésung: (a) 1.
ii.
iii.

v.

ii.

iii.

v.

vi.

1 —2LCWw?
[ges = \/R2 T w2—L2 + w2C2.

I(w) = |g15 — 0,1w], N(10/0)
JJILI%)I(W) = o0; wh_)IIéOI(w) =00
Bei w = 10 nicht differenzierbar!

Fiir w < 10 streng monoton fallend und fiir w > 10 streng monoton steigend.

: _ 1 _ R
CI(10) = /1 - o = A

. .
gljlg%)l(w) =5 wh_)ngof(w) =00

waagrechte Tangente bei w = 0;

Minimum bei w = 10v/v/1 + 2RZ — R2

I(0) sinkt; I(Minimum) steigt

w = /50

3. Uberlegen Sie, wie der Graph der Funktion f fiir verschiedene Werte der Parameter

a, b und

¢ qualitativ verlduft und skizzieren Sie den Graphen.

Uberpriifen Sie Ihre Uberlegungen mit Hilfe einer geeigneten Software.

(a) i
ii.
1il.

1v.

f(z) =23+ az mit a € R™
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ii.

iii.

ii.
1il.

1v.

Lésung:

2.6 Kurvendiskussion

f(z) =2° + az® + bx + ¢ mit a,b,c € R™
() =2 — 2 mit a € RT

f(@) =2 —2+bmit a,be RT

f(x) =2 — % +bmit a,b € RT

(x) = zsin(x)

f(z) = 12 sin(z)

o) - =22

(z) = sle)

4. (a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f(z) = 23 + 422 + 4x.

(b) Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen in das Koordinatensystem
von (a):

1.
ii.
iii.
iv.
V.
vi.

vil.

flx) =2 +42® + 4o + 2
flx)=(r+1P2+4(x+1)? +4(x+1)
f@)=(+1P2+4x+1)*+4(x+1)+2
flx)=(x =23 +4(x —2)2 +4(x — 2)
flx)=(z -2 +4(x —2)*+4(x—2) -3
flx)=(r+4P> +4(x+4)? +4(x + 4)

fl@)=(z+4P+4(x+4)*+4(x+4)+4

(¢) Uberpriifen Sie Ihre Zeichnungen mit einer geeigneten Software.

Lisung:

5. (a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f(z) = sin(x).

(b) Skizzieren Sie die Graphen der folgenden Funktionen in das Koordinatensystem
von (a):

f(x) =sin(x) + 2

f(x) = sin(z + 37)
f(x) =sin(z + 37) + 2
f(x) =2 -sin(x)

f(x) =2 sin(x + m)
f(x) = sin(2x)
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Lésung:
6. (a)

(b)

(c)

Losung: (a)

(b)

2.6 Kurvendiskussion

vii. f(z) =sin(2x) — 3

Uberpriifen Sie Ihre Zeichnungen mit einer geeigneten Software.

Welche Bedingung miissen die Variablen a,b und c erfiillen, damit der Graph
der Funktion f(x) = az® + bx? + ¢ (D = R) drei waagrechte Tangenten hat.
Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fiir a = c =1
und verschiedene Werte fiir b.

Wieviele waagrechte Tangenten hat der Graph der Funktion
flz)=a25+b2® -2, beR, D=R?

Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fiir verschie-
dene Werte fiir b.

Wieviele waagrechte Tangenten hat der Graph der Funktion

fle) =2 +ba*+2,be Rund v* > 2, D = R?

Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fiir verschie-
dene Werte fiir b.

f(x) = 4aa® + 2bx = 22 - (202 +b) =0 & 21 = 0,29/3 = + 2

" 2a-
Also: drei waagrechte Tangenten, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.
f(z) =5z* +3b22 —1=5¢> +3bg—1=0
(Substitution: ¢ = 22)=
g = “3EOPE0 D /952 + 20 > |3b] > 3b =
1= /35 (=30 + VOB 20), 23 = —/5(~3b + VOB + 20)
gp = “=VIEN () Da /952 + 20 > |3b] > 3b.
Also: Der Graph von f(z) hat zwei waagrechte Tangenten.
f'(x) = ba* +3ba? +1=5¢* +3bg +1 =10
(Substitution: ¢ = 22)=
g1 = “EVIP=0 Dy (/952 —20 < [3b] folgt: g1 > 0 fiir b < 0 und g1 < 0 fiir b > 0.
gp = == =20 Dy /9h2 — 20 < [3b] folgt: go > 0 fiir b < 0 und g < O fiir b > 0.

Also:
Der Graph von f(z) hat vier waagrechte Tangenten wenn b < —@ (¢1 und g positiv;

Voraussetzung fiir b beachten).

V20

Der Graph von f(z) hat keine waagrechte Tangenten wenn b > 5 (q1 und g2

negativ; Voraussetzung fiir b beachten)).

7. Wir betrachten die Funktion
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2.6 Kurvendiskussion

(a) Untersuchen Sie f auf Monotonie!
(b) Wie viele Terassenpunkte hat f und wie lauten deren Koordinaten?
(c) Zeichnen Sie den Graphen von f
i. im Intervall ]0; 1] (z =1=10cm und y = 20=10cm)
ii. im Intervall ]0; 0,08] (x = 0,01=1cm und y = 100 =10 cm).
Fiir das Zeichnen der Graphen ist ein Computer natiirlich sehr niitzlich!
Lésung: Echt monoton fallend in ganz Dy. f'(z) = —% . <1 + cos i)

1
Unendlich viele Terassenpunkte: T | -———
(14 2k)m

(1+20)r )

8. Zerodur ist eine Glaskeramik, die iiber einen weiten Temperaturbereich nur eine sehr
kleine Temperaturausdehnung aufweist. Aus diesem Grund findet es Anwendung als
Spiegeltréger in der Lasertechnik und in Teleskopen.

Die Léngenausdehnung f(7) (in £%) eines 10m langen Zerodurstabes in Abhéngig-
keit von der Temeratur 7" in °C lésst sich ndherungsweise durch folgende Funktion
beschreiben:

T T \? T \?*
T)=—0,6+1,63- —2091- —249.
A7) O LS 0000 T4 (10000) ’ (10000)

(a) Untersuchen Sie den Kurvenverlauf von f(7T').

(b) Zeichnen Sie f(T') mit einer geeigneten Software im Bereich von —100°C bis
100°C.

(c) Eine exaktere Beschreibung der Langenausdehnung liefert:

Zeichnen Sie f(T') mit einer geeigneten Software und vergleichen Sie den Gra-
phen mit dem von f (7). Diskutieren Sie das Ergebnis.
T
100°C’
Maximum (0,22| — 0,41), Minimum (—1,00] — 2,65),
Wendepunkt (—0,39] — 1,53)

(b)

Lésung: (a) Substitution: z =
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2.6 Kurvendiskussion

Im Temperaturbereich von —25°C bis 25°C weicht f (T') von f(T') nur geringfiigig ab.
Hier stellt also f(T') eine geniigend gute Ndherung dar. .

Betrachtet man aber einen grofieren Temperaturbereich, muss f(7") verwendet werden.

5 50°C) — f(50°C
2. B. [F(50°C) — f(50°C)| = 0,204, LOOC)=FEOTO) _ o5/
f(50°C)

Dem Diagramm entnimmt man, dass die Lingenéinderung f (T') eines 10 m langen Sta-
bes im Temperaturbereich von —100°C bis 100°C ca. 1,0% betragt. Dies entspricht

einer Lingenausdehung um 0,00001% pro °C!

Literatur: Mathematikaufgaben, Anwendungen aus der modernen Technik und Ar-
beitswelt, Werner Schmidt, Ernst Klett Verlag, 1984

9. Eine Lemniskate ist die Menge aller Punkte P, fiir die fiir die Absténde zu zwei
gegebenen Punkten A(—c|0) und B(c|0) gilt: AP - BP = ¢?

(a) Bestimmen sie eine Gleichung zur Beschreibung einer Lemniskate.

(b) Bestimmen sie die Nullstellen einer Lemiskate.

(c

Bestimmen sie die Punkte mit waagrechten Tangenten.

(d) Zeichnen sie die Lemniskaten fir ¢ = 1,2, 3,4,5 mit einer geeigneten Software.

Lésung: (a)

(b)
(c)

(d)

F=(z-)2+y) - ((z+)?+y?) =
vt (2202 +262) + 2t - 222 =0 =
flz) = +/ 22 — 2 + /AT dx22
z1 =0, z9/3 = +v/2c¢
. —xvVet + 4222 + 2%
\/—1‘2 — 2+ VA + 4222 et + 4x2c2

vier Punkte mit waagrechter Tangente:

f'(z)

3 1
Tyys = iTCa Yaa/4b = Y5a/5b = igc
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3 Stochastik: Binomialverteilung und
beurteilende Statistik

3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

1. Pokern

Beim Pokern wird ein Kartenspiel mit 52 Blatt verwendet. Es gibt die 13 Kartenwerte
2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K,A und die Farben Pik, Kreuz, Karo und Herz. Jeder Spieler
erhélt fiinf Karten. Berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Pokerblétter:

(a) Royal Flush: 10,J,Q,K,A in einer Farbe
(b) Straight Flush: A,2,3,4,5 oder 2,3,4,5,6 oder 3,4,5,6,7 oder ... oder 9,10,J,Q,K,

alle in einer Farbe

Vierer: vier gleiche Werte

Full House: Dreier und Paar, z.B. K.K,K,3,3
Flush: Alle Karten von der gleichen Farbe

Straight: A,2,3,4,5 oder 2,3,4,5,6 oder 3,4,5,6,7 oder ... oder 10,J,Q,K,A, nicht
alle in einer Farbe

c
d
e

f

N~

)
)
)
)

—~

(g) Dreier: drei gleiche Werte aber kein Full House
(h) Zwei Paare: z.B. AJ/A,3,3,7

(i) Ein Paar: zwei gleiche Werte, die restlichen Karten verschiedene Werte

52
Losung: Die Zahl der moglichen Pokerblétter zu fiinf Karten ist n = < 5 > = 2598 960.

(a) Royal Flush: z=4 =— p= Z = 1,54 -1076
n
(b) Straight Flush: 2 =4-9=36 =— p=-=139.10""
n
C ierer: z =13 -48 = = _Z_ 2,40 - 1074
(¢) V 13- 48 = 624 p
n

4

(d) Full House: z = 13 - <3

4
>-12-<2> — 3744 — p=_—=144-1073
n

13
(e) Flush:z:4-<5>—36—4:5108 = 1)2321,97-1073
n

(f) Straight: » = 10-4° — 36 — 4= 10200 = p=_- =3,92-102
n
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

4

(g) Dreier: z = 13- <3

48 - 44
>.8T:54912 _— p:3:2711,10*2
n

1 4 4
(h) Zwei Paare: z = 3 13- <2> <12 <2> -44 =123552 = p= Z = 4,75 1072
n

4) 48 - 44 - 40

— 1098240 — p=2—=0423
n

i) Ein Paar: 13-
(i) Ein Paar: 13 (2 3

2. Schafkopf

Beim Schafkopfen wird ein Kartenspiel mit 32 Blatt verwendet. Es gibt die acht
Kartenwerte 7,8,9,10,U,0,K,;A und die Farben Gras, Eichel, Schell und Herz. Jeder
Spieler erhélt acht Karten. Berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Schafkopf-
blétter:
(a) Buam-Solo-Du (,du® entspricht ,,tout*): alle Ober und alle Unter
(b) Vier Ober und zusétzlich vier Herzkarten
(c¢) Keinen Ober und keinen Unter
(d) Acht Triimpfe fiir ein Herz-Solo (es gibt 14 Triimpfe: 40, 4U, Herzkarten)
)

(e) Ein Spieler hat folgendes Blatt: Og,0O¢q,0s,Ug,Ug, Uy, Us,Ap. Der Spieler ge-
winnt das ,,Solo-Du“, wenn die Gegner keinen Stich machen, d.h. wenn der
Gegner, der den Herzober hat, héchstens noch einen weiteren Trumpf besitzt.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der ,Du“ zu gewinnen?

32
Losung: Es gibt n = <8> = 10518 300 verschiedene Schafkopfblitter.

(a) Buam-Solo-Du: z =1 = p=2=951-10"5.
Wenn jemand jeden Tag 100 Spiele absolviert, dauert es im Schnitt 10°d = 288 a bis
er einmal ein Buam-Solo-Du erhilt. Soviel zum korrekten Mischen beim Schafkopfen!
7
4

z

(b) Vier Ober und vier Herzkarten: z =1 - < > =35 — p=-=333-10°
n

24
(c) Keinen Ober und keinen Unter: z = <8> =735471 = p= 2 = 6,99 - 1072
n

14
(d) Acht Triimpfe fiir ein Herz-Solo: z = ( g > =3003 = p= S 2,89 -107%
n

(e) Wir betrachten den Spieler mit dem Herzober. Er bekommt noch sieben Karten aus
den restlichen 23 Karten (5 Triimpfe, 18 Nichttriimpfe). Die Zahl der Moglichkeiten,
keinen Trumpf mehr zu bekommen, ist

()

Die Zahl der Moglichkeiten, noch einen Trumpf zu bekommen, ist
18
= 5 .
2 =5 ()
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Also gewinnt unser Spieler seinen ,Du“ in z = z1 + 2o = 124644 von

2
n= <73> = 245157

Fillen, d.h. mit der Wahrscheinlichkeit p = 2 = 0,5084 = 50,84%.

n

3. n ununterscheidbare Wiirfel werden einmal geworfen. Wie groff muss n mindestens

sein, damit die Zahl der verschiedenen Ausginge dieses Experiments grofler als eine
Million ist?

Losung: GZ(6,n) — <6+Z—1> _ (n:f)) (n+5)!  (n+5)n+4)n+3)(n+2)(n+1)

n!-5 120

GZ(6,n) >10° = (m+5)n+4H)n+3)(n+2)(n+1)>1,2-10°

Das Produkt nithern wir durch (n + 3)° an:

1
5

(n+3)°>12-10 = n>(1,2-10%° -3=1383

Probieren:

3845 3945
< ;_>:962598, < ;_>:1086008 — n=39

4. Aus einem Kartenspiel (52 Blatt) werden solange Kartenpaare gezogen und beiseite
gelegt, bis das Spiel aufgebraucht ist.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass jedes gezogene Paar genau aus einer
roten und einer schwarzen Karte besteht?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei jedem gezogenen Paar die erste
Karte rot und die zweite Karte schwarz ist?

(c) Die erste gezogene Kartes eines jeden Paares wird auf Stapel 1, die zweite auf
Stapel 2 gelegt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Spiel so in einen roten
und in einen schwarzen Stapel getrennt?

Lésung: (a) Anfangslage: n rote und n schwarze Karten. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Pérchen
ist

1 n 1 n n
:P — _ . —_ . p—
Pn ({TS’ST}) 2 2n—1 +2 2n —1 2n —1

Beim n#chsten Versuch ist die Ausgangslage n — 1 rote und n — 1 schwarze Karten,
d.h. die Wahrscheinlichkeitfiir ein zweites Pérchen ist
n—1 n—1

Pl =5 =) -1 203
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Die gesuchte Wahrscheinlichkeitist dann

B B n-n—1)-(n—-2)-...-2-1 B
D= PPt o T ) @20 —3) - (2n—5) ... 3.1
nl-2n—-2)-2n—-4)-...-4-2 n!-2-(n-1)-2-(n—-2)-...-2-2-2-1
B (2n —1)! B (2n —1)! B
a2l (n—1) 27l (n— 1)1 2n nl27enl 20 (nl)?
(2n —1)! N (2n —1)!-2n  (2n)! (2n)!
Fiir n = 26 ist 5 (961)?
926 . (261) .
= ———=135-10
52! ’

(b) Der Unterschied zu Teilaufgabe (a): Die Wahrscheinlichkeit fiir ein rs-Paar ist halb so
grof} wie p,, d.h. die gesamte gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

11 2n-(m)? ()
P=on P=on T an) T (@2n)
Fiir n = 26 ist ( )
261)
[ — —920.10°15
P=gr =200

(c) Entweder Stapel 1 rot und Stapel 2 schwarz oder umgekehrt:

Fiir n = 26 ist p” = 4,0 - 1071,

5. Rudi Ratlos steht mit fiinf Gepéckstiicken vor zwanzig leeren SchlieSfachern. Auf
wie viele verschiedene Arten kann er die Gepéckstiicke unter folgenden Bedingungen
verteilen:

(a) Pro Schliefifach nur ein Gepéckstiick, die Gepéckstiicke sind ununterscheidbar.
(b) Pro Schliefach beliebig viele ununterscheidbare Gepéckstiicke.
(c¢) Pro SchlieSfach nur ein Gepéckstiick, die Gepéckstiicke sind unterscheidbar.
(d) Pro Schliefach beliebig viele unterscheidbare Gepéckstiicke.
(e) Pro Schliefach hochstens zwei der unterscheidbaren Gepéckstiicke.

)

(f) Pro SchlieBfach hochstens zwei der ununterscheidbaren Gepéckstiicke.

S 20 20!
Lésung: (a) GZ(20;5) = <5> = 1Al 15504

— 2 -1 24 241
(b) GZ(20;5):<0+55 >:<5>: — 42504
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

- 20!
(c) GZ(20:5) = T,

= 1860480
)
(d) GZ(20;5) = 20° = 3200000
(e) Kein Fach doppelt belegt: (c) =  zp = 1860480

2
Ein Fach doppelt belegt: < 4O> Moglichkeiten fiir die Auswahl der 4 Féacher, 4 Moglich-

5!
keiten fiir die Auswahl des doppelt belegten Faches, CTISTRSTIST] Moglichkeiten fiir die
Belegung der Facher: S
4 20 5! 1162800
Z pr . . —_ =
! 4) 2

2
Zwei Facher doppelt belegt: < 3()) Moglichkeiten fiir die Auswahl der 3 Fécher, (;) =

3 Moglichkeiten fiir die Auswahl der doppelt belegten Fécher, Moglichkeiten

2-20- 1!
fiir die Belegung der Facher:

20 5!
21:3-<3>-2!‘2! = 102600

z=2zy+ 21+ 29 =3125880

(f) Wie (e), nur fiir die Belegung der Fécher gibt es jeweils nur eine Méglichkeit:

2 2 2
z = <50> +4- <40> +3- <30> = 15504 + 19380 + 3420 = 38 304

6. Das Geburtstagsparadoxon

(a) Berechne die Wahrscheinlichkeit p(n), dass unter n zuféllig ausgesuchten Perso-
nen mindestens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben. Es darf angenommen
werden, dass das Jahr 365 Tage hat und jeder Tag als Geburtstag gleichwahr-
scheinlich ist. Berechne speziell p(2) bis p(10), p(20), p(40) und p(60).

(b) Ab welcher Personenanzahl ist es bei einer Party giinstig darauf zu wetten, dass
mindestens zwei der Géste am gleichen Tag Geburtstag haben?

Lésung: (a) p(n) ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter n Personen alle an verschiedenen Tagen
Geburtstag haben:
-364 - ... - — 1 !
365 - 36 (365 —n+1) _ 365 I
B(n) = 365" 365" - (365 — n)!
0 fiir n > 365
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Da der Taschenrechner n! fiir n > 69 nicht berechnen kann, verwenden wir das Ergebnis
in der Form (hier ist keine Fallunterscheidung notig!)

364 363 365-n+1 Tr365—i

PV =365 365 " 363 117563

n—1

pn)=1—p(m) =1~ [] 2=

i=1

Eine weiter Form fiir die Berechnung mit einem Taschenrechner, der die Binomialko-
effizienten beherrscht:

365! 365! - n! n! <365>

PU") = S (365 — )l 365" - (365 )l 3657

n

Weiter muss man aufpassen, dass der TR kein Zwischenergebnis > 10 errechnet.
Als Beispiel die Berechnung fiir n = 40:

365\ 326
p(40) = (39) -2 136520 1 36520 - 40! = 0,10877 = p(40) = 0,89123

40
Noch etwas trickreicher die Berechnung fiir n = 60:

365\  365-364-...-327 326-325-...-306
60) _ 1-2...-39  _ 40-41...-60

( 33695 ) ( 32216) 2 161 61?9!

365 326
p(60) = ( ) £ 60! - <21> 211+ 39! : 365%° : 36520 : 36520 - 60! = 0,005877

—  p(60) = 0,99412

n 2 3 4 5 6 7
p(n) | 0,274% | 0,820% | 1,64% | 2,71% | 4,06% | 5,62%
n 8 9 10 20 40 60
p(n) | 743% | 9,46% | 11,69% | 41,14% | 89,12% | 99,41%

(b) p(22) = 47,57% und p(23) = 50,73% = ab 23 Personen

7. Eine Klasse mit 25 Schiilern besuchen 15 Buben und zehn Médchen. Fiir einen Wett-
bewerb wird eine Gruppe von acht Schiilern der Klasse zufillig ausgewahlt.

(a) Berechne die Zahl N der verschiedenen moglichen Gruppen.

(b) Wie viele verschiedene Gruppenfotos mit nebeneinander aufgestellten Schiilern
sind moglich, wenn man alle moglichen Gruppen berticksichtigt?

(c) Wie viele verschiedene Gruppen mit genau x Maddchen und damit 8 — x Bu-
ben gibt es? Berechne die Wahrscheinlichkeit P(x), dass eine Gruppe genau z
Médchen enthélt und stelle P(z) als Sdulendiagramm grafisch dar. Wertetabelle
nicht vergessen!
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25
Lésung: (a) N = <8> = 1081575
(b) N -8!'=1081575-40320 = 43609104000 ~ 4,36 - 10*°

10 15
c) Es gibt Moglichkeiten, x Méadchen und Moglichkeiten, 8 — x Buben
8
x

auszuwéhlen. Die Zahl der Gruppen mit genau x Mé#dchen ist also

Zle) = <1O> ' (815 ) —  P()= Z](f) _ <1$0> . <81—5w>

x — T

x| P(z) z | P(x) P -
0 | 0,00595 5 | 0,10601 0.3

1 1 0,05950 6 | 0,02039 0.2

21 0,20824 7 1 0,00166

31 0,33318 8 | 0,00004 0,1

4 | 0,26503

01 2 3 4 5 6 7 8
€T

8. Der runde Tisch

(a) n Personen (n < s) nehmen an einem runden Tisch mit s Stiithlen Platz. Berech-

ne die Anzahl der verschiedenen Sitzordnungen. Es gibt zwei Arten, das Wort
Sitzordnung zu deuten; rechne mit beiden Moglichkeiten.

(b) Wie grof} ist bei zufilligem Hinsetzen die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Freunde
unter den Platznehmenden nebeneinander sitzen?

(c) Wie (b), aber fiir drei Freunde!
(d) Rechne (a), (b) und (c) noch einmal fiir eine lange, nicht geschlossene Sitzreihe.

(e) Aus n Personen (n = s) werden s ausgewihlt und zufillig auf s nummerierte
Stiihle verteilt. Berechne die Anzahl der verschiedenen Sitzordnungen.

s!
(s —n)!
Sitzordnung 2: Stiithle nicht nummeriert, es kommt nur darauf an, wer welche Nachbarn
hat.

Lésung: (a) Sitzordnung 1: Stiihle nummeriert: m; = GZ(s,n) =

o m_ GZ(sn) _ (s—1)!
2= 7 s (5 =)l

(b) Der erste Freund hat s Sitzmdoglichkeiten, der zweite dann jeweils zwei (links oder
rechts), die restlichen n — 2 Personen auf s — 2 Sitzen haben

(s —2)!  (s—2)!

(s—=2—(Mn-=-2))! (s—n))!
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Sitzmoglichkeiten. Es gibt also

~ 25(s —2)!
9= (s —n))!
giinstige Sitzmoglichkeiten, d.h.
_ g _2s(s=2)(s—mn)! _2(s—2) 2
p_ml_ sl(s —n))! (s s—1

Es iiberrascht, dass p nicht von n abhéngt. Die fertige Losung zeigt uns einen elegan-
teren Losungsweg:

Sitzt der erste Freund, dann hat der zweite s — 1 Sitzmoglichkeiten, wovon zwei giinstig

sind, also p = S_Ll

(¢c) Wenn der erste Freund schon sitzt, haben die beiden anderen noch

Gﬂs—Lzy:g:;E

=(s—1)(s—2)

Sitzmoglichkeiten, wovon sechs giinstig sind (123,132,213,312,231,321):

__ 6
(s—1)(s—2)

(d) (a) Wie ,nummerierte Plitze“, d.h. m;

P:

(b) Sitzt der erste Freund nicht auf einem Randplatz, dann hat der zweite zwei Sitzmoglich-
keiten, sonst nur eine. Von den insgesamt s(s — 1) Sitzmdoglichkeiten der beiden
Freunde sind also 1+ 2(s —2) +1 = 2(s — 1) giinstig, also

C2As—1) 2
p_s(s—l) s

(c) Sitzt der erste Freud auf einem Randplatz, dann haben die beiden anderen zwei
Sitzmoglichkeiten (123, 132), sitzt er neben dem Randplatz, dann haben sie vier
(123,132,213,312) sonst sechs Moglichkeiten. Von den insgesamt s(s — 1)(s — 2)
Sitzmoglichkeiten der drei Freunde sind also 2 +4 4 6(s —4) +4+2 = 6(s — 2)
glinstig, also

6(s —2) 6

- s(s=1)(s—2) s(s—1)

(€) (Z) = s!(Z!i!s)! ~ 71!3)! = GZ(n.)

9. (a) Wie viele Worter kann man bilden, die jeden Buchstaben des Alphabets genau
einmal enthalten?

(b) Wie viele Sétze kann man bilden, die jeden Buchstaben des Alphabets genau
einmal enthalten, wenn zusétzlich zu den Buchstaben ein Leerzeichen zwischen
zwei Wortern erlaubt ist (keine Satzzeichen)?
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(c) Wie viele fiinfbuchstabige Worter kann man bilden?
d) Wie viele fiinfbuchstabige Worter kann man bilden, die keinen Buchstaben mehr
g
als einmal enthalten?
Lésung: (a) 26! = 4,033 - 10%
(b) Bei 26 Buchstaben gibt es 25 Plitze fiir Leerzeichen, d.h. 225 Moglichkeiten, Leerzei-

chen zu setzten. Daraus folgt fiir die Zahl der Sétze:

26!-225 =1,35-10%

(c) 26° = 11881376
(d) 26-25-24-23-22 = 7893600

10. Ein beschwipster Zecher schleudert drei Wurfpfeile auf eine Zielscheibe, die aus fiinf
gleich groflen Feldern besteht. Die Trefferwahrscheinlichkeit fiir jedes der nummerier-
ten Felder ist gleich. Wie viele verschiedene Ausgéinge kann das Pfeilwerfen haben,
wenn vorausgesetzt wird, dass jeder Wurf die Scheibe trifft und

(a) die Reihenfolge der Treffer von Bedeutung ist

(b) die Reihenfolge der Treffer nicht von Bedeutung ist?

Wie grof} ist in beiden Féllen die Wahrscheinlichkeit, dass alle Pfeile das gleiche Feld
treffen?

Lésung: (a) Als Ergebnisraum verwenden wir €, = {111,112, ..., 555}, wobel xyz bedeutet: Pfeil
1 in Feld z, Pfeil 2 in Feld y und Pfeil 3 in Feld z.

z = Q| = 5% =125
Drei verschiedene Felder: z,3=5-4-3= 60
Zwei verschiedene Felder: z,0=5-3-4= 60
Alle im gleichen Feld: zm=1-5= 5
Jedes der 125 Elementarereignisse hat die gleiche Wahrscheinlichkeit p, = (%)3 = I35
Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
A = ,Alle Pfeile in einem Feld“ = {111,222, 333,444, 555}

ist dann 1
Zrl
(A) =5pr =35 Zr

(b) Als Ergebnisraum verwenden wir Q = {30000, 21000, ...,00003}, wobei z.B. 01020
bedeutet: ein Pfeil in Feld 2, 2 Pfeile 2 in Feld 4.

4.
Drei verschiedene Felder: 23 = > i 3 = 10
Zwei verschiedene Felder: z0=5-4= 20
Alle im gleichen Feld: z17=1-5= 5
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

z2=21+29+23=235

oder mit der Formel fiir ungeordnete Sichproben mit Zuriicklegen:

(1) ()=

) 1
Es wire falsch, hier P(A) = a_ 3 = 7 2 verwenden, da die Elementarereignisse

von (2 nicht gleichwahrscheinlich sind (in dieser Form kein Laplace-Experiment).

Q) ist eine Vergroberung von €),.. Z.B. entsprechen die Elemente 125, 152, 215, 251,
512 und 521 aus €2, nur dem einen Element 11001 aus 2. Dem Element 21000 €
Q) entsprechen die Elemente 112, 121, 211 aus 2., dagegen hat 30000 € € nur ein
Gegenstiick 111 € Q,.. Es folgt

P(30000) = p,,  p(21000) = 3p,.,  p(11100) = Gp,

1
Mit A = {30000, 03000,00300, 00030, 00003} folgt dann P(A) = 5p, = o=

11. Eine Trommel enthélt a rote und b blaue Kugeln. Mit einem Griff werden £ Kugeln

Lésung:

gezogen. Mit P(z) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass unter den gezogenen
Kugeln genau x blaue sind.

a \ (b
(a) Beweise: P(z) = m

()

(b) Berechne P(0), P(1), P(2), P(3) und P(4) fir a =10, b =4 und k = 6.

(a) Wir denken uns die Kugeln nummeriert, z.B. die roten Kugeln von 1 bis a und die

blauen von a + 1 bis n = a + b. Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt und ohne
Zuriicklegen gezogen wird (,,mit einem Griff*), gibt es insgesamt (Z) Moglichkeiten,
k Kugeln aus den n Kugeln zu ziehen. Ein Zug mit genau = blauen Kugeln hat k — z

rote Kugeln. Es gibt < i “

) Moglichkeiten, k — x rote Kugeln aus a roten Kugeln

b
zu ziehen und ( > Moglichkeiten, z blaue Kugeln aus b blauen Kugeln zu ziehen.
x

a

Insgesamt gibt es also (
k—x

> <b> Moglichkeiten fiir einen Zug mit b blauen Kugeln.
x

Andere Herleitung:

Man stelle sich ein Baumdiagramm des k-stufigen Versuchs vor. Fiir einen Pfad mit
k — x roten und z blauen Kugeln ist die Wahrscheinlichkeit

_a(a-1)-..-(a—k+az+1) b-(b—1)-..-(b—x+1) B
n-n—1)-...m—k+x+1) (n—k+a)-nh—k+z—-1)-..-n—k+1)
al b! (n—k)!

(a—k+2) (b—=) nl
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

Die Zahl der Pfade mit x blauen Kugeln ist gleich der Zahl der Moglichkeiten, x
k
ununterscheidbare blaue Kugeln auf k& Plitze zu verteilen, also < > Damit gilt
x

P<m>:p-<’“>:( al B (k) K

a—k+z) (b—2)! nl  2l(k—z)

p om0 ()

(k—a)(a—k+a) z(b— ) nl <a+b>

k
(b) P(z) = w P(0) <16(<?4<>3> = 0 = 6,993%
6

10\ /4 4

P(1) = <5<264<>1> = 1303061 = 33,566%, P(2) ( <> gz> T —41,598%
10\ /4 4

P(3) = <3<2 4<>3> = 1106001 = 15,984%, P(4) = ( <> g4> 1001 = 1,499%

6 6

12. Aus einem Kartenspiel (52 Blatt) werden nacheinander mit Zuriicklegen k& Karten
ausgewahlt. Fiir jede Wahl wird ein Zeitbedarf von einer Minute veranschlagt. Wie
grof} darf k hochstens gewahlt werden, damit im Zeitraum von

(a) einem Jahr (b) 1000 Jahren (c) 13,7 Milliarden Jahren

alle Moglichkeiten durchgespielt werden kénnen?

1
Lésung: 52 <n =— kIn52<Inn =— k< an
In 52
- 5 . . = == max —
(a) n1 = 365,25 - 24 - 60 = 525969 —333 — &k 3
ln 52
1
(b) ny = 1000n; = 525969000 = k< ln Z; =508 = kpax =5
n
1
) ng=13.7-10°; = 7,206-10° — k< 8 _ 994 — Ky =9
’ In 52
n

13. Ordne folgenden Problemen die richtige Grundaufgabe der Kombinatorik zu und
berechne dann die Anzahl der Moglichkeiten:
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3.1 Urnenmodell - Ziehen mit und ohne Zuriicklegen

(a) Aus den 26 Buchstaben des Alphabets werden beliebige Worter der Lange fiinf

gebildet.

(b) Wie (a), jedoch jeder Buchstabe hochstens einmal.

(c) Lotto ,,6 aus 49“.

(d) Zehn Personen stellen sich in einer Reihe auf.

(e) Zehn Kugeln mit den Ziffern 0 bis 9 auf drei Urnen verteilen.

(f) Zehn Elektronen (ununterscheidbar) auf drei verschiedene Atome verteilen.
(g) Zehn Elektronen (ununterscheidbar) auf drei gleiche Atome verteilen.

Lésung: (a) Geordnet mit Zuriicklegen: n = 26° = 11881376
(b) Geordnet ohne Zuriicklegen: n = (2627?5)' =26-25-24-23-22 = 7893600

49
(c) Ungeordnet ohne Zuriicklegen: n = (6 > = 13983816

(d) Geordnet ohne Zuriicklegen (Permutation): n = 10! = 3628 800
(e) Geordnet mit Zuriicklegen: n = 31 = 59049

3+10-1 12 12
(f) Ungeordnet mit Zuriicklegen: n = < * 10 ) = <10> = <2> = 66

Sind 1, x2 und z3 die Besetzungszahlen, dann kann man das Problem auch so formu-
lieren:

Wie viele Losungen aus INg hat die Gleichung x1 4+ o + 23 = 107
(g) Das ist keine unserer Grundaufgaben. Anders formuliert lautet das Problem:

Wie viele Losungen aus INg hat die Gleichung x1 + 29 + 3 = 10 mit 21 < 29 < 237
Fiir dieses Problem gibt es keine einfache geschlossene Formel. Wir 16sen es durch
das Hinschreiben aller Moglichkeiten fiir (x1,z2, z3): (0,0,10), (0,1,9), (0,2,8), (1,1,8),
(0,3,7), (1,2,7), (0,4,6), (1,3,6), (2,2,6), (0,5,5), (1,4,5), (2,3,5), (2,4,4), (3,3,4), also 14
Moglichkeiten.

Weiterfithrende Lektiire: Im Netz nach Partiton Function suchen (z.B. auf den Sei-
ten von WolframMathWorld). Mit der Rundungsfunktion oder nint-Funktion (nearest
integer)

[x] = ndchstgelegene ganze Zahl von z,

wobei Komma-Fiinf-Zahlen auf die néchste gerade Zahl gerundet werden ([1,5] = 2,
[2,5] =2, [3,5] =4) und der Abrundfunktion oder floor-Funktion

| x| = néchstkleinere ganze Zahl von x

([—2,3] = =3, [2,3] = 2) hat die Gleichung x; +z2 + 23 = n mit 1 < 23 < x3 genau

5]+ 5]
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3.2 Bernoulli-Experiment und -Kette
Losungen in INg. Fiir n = 10 ergibt sich

10 10 -
1+ {EJ + [E] =1+ 5]+83]=1+5+8=14

3.2 Bernoulli-Experiment und -Kette

1. Aufgaben zur Anwendung
Walter zinkt Wiirfel so, dass duflerlich keine Verdnderung zu erkennen ist, die Wahr-
scheinlichkeit fiir ,,6“ aber 0,25 betréigt. Seine Frau Trude testet die Wiirfel folgen-
dermafen: Sie wiirfelt zwolfmal mit jedem Wiirfel. Wirft Sie mit einem Wiirfel mehr
als dreimal eine ,,6“, so legt sie ihn zu den gezinkten, sonst zu den idealen.
(a) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein idealer Wiirfel zu den gezinkten
gelegt wird?
(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein gezinkter Wiirfel zu den idealen
gelegt wird?

(c) Wie konnte Trude die Fehlerquote verringern?

Losung: (a) n=12p1(Z >3)=1-%3 (B(12,1,i) = 1 —0,87482191 ~ 12,5%
6

(b) n=12; poas(Z < 3) = ¥3_,B(12,0,25,4) = 0, 64877 ~ 64,9%

2. Aufgaben zur Anwendung
Ein Ko-Frosch sitzt auf einem Gitterpunkt eines Koordinatensystems und kann je-
weils nur zum néchsten Gitterpunkt nach oben oder nach rechts springen und zwar

jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = 1.
Beispiel: Befindet sich der Ko-Frosch auf dem Gitterpunkt (4/3), dann kann er nur

nach (4]4) oder (5|3) springen.
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3.2 Bernoulli-Experiment und -Kette

(a) Der Ko-Frosch sitzt auf dem Gitterpunkt (0]0).
i. Auf welchen Gitterpunkten kann er sich nach 5 Spriingen befinden?
ii. Wie viele Spriinge benétigt er, um den Gitterpunkt (18]17) zu erreichen?
iii. Denk dir weitere zwei weitere Fragen aus und beantworte sie.

(b) Der Ko-Frosch sitzt auf dem Gitterpunkt (0|0) des Koordinatensystems und
kann jeweils nur zum néchsten Gitterpunkt nach oben oder nach rechts springen
und zwar jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = %

i. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht er den Gitterpunkt (4/0), den Git-
terpunkt (8|1), den Gitterpunkt (2]2)7

ii. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sitzt er nach 20 Spriingen nicht auf einer
Koordinatenachse?

iii. Denk dir weitere zwei weitere Fragen aus und beantworte sie.

— N W D h O\

QI35

Losung: (a) i. Bedingung x +5 =5, also (0]5), (1]4), (2]3), (3|2), (4]1), (5/0)
ii. 184+17=35
(b) i p((410) = (3)* = 6,25%, p((8[1)) =9 (3)° =1,76%, p((2[2)) =3 - (3)* = 18,8%
fi. PnichtaufKO—Achse = 1 — 2 (3)% = 99,9998%

>
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

1. Eine Laplace-Miinze wird n-mal geworfen, ,, Kopf*“ ist ein Treffer, ,,Zahl® eine Niete.

(a) Zeichne ein Histogramm von B(n,p, k) fiir n = 10. Zeige, dass das Histogramm
fiir beliebiges n symmetrisch ist.

(b) Wir betrachten das Histogramm fiir ein gerades n. Zeige, dass die Nachbarsiulen
der mittleren Saule weniger hoch sind als die mittlere Saule.

(c) Wie oft muss die Miinze mindestens geworfen werden, damit mit mindestens
90%-er Sicherheit mindestens einmal , Kopf“ geworfen wird? Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das ,,mindestens einmal Kopf werfen“ dann genau?

. n 1 1 n 1

Lisung: (a) B(n; %, k)= <k> oF gk = <k;> o .
1. . n 1 1 . n 1 020 +
B(n7§’n_k)_<k>W2_k_<k>2_n 015 1
( % k:) ( ’%7n_k) — 0.10 7
B(n % k) ist symmetrisch zur Geraden k = % 005

0 1 2 3 4 5 6 7 M s 10 .
1.n n 1 n'
(b) Mittlere Séule: B(n; 5; %) = b o = g (2)12

Saulen daneben:

n!

() (- (31 (52
_ 5! N
Gr) 23 G D 135G DG 2 1

n I
= _2 s __n l.n l.n
ST (e e D) <Blay)
1
<

1
(¢) P(,mindestens einmal K“) =1— P(,kein K“)=1—-— 20,9

on
2%§0,1 — 2"210 = nh22hl10 = nzlﬁlﬁ:i’),?ﬂ
Die Miinze muss mindestens viermal geworfen werden.
P(,,mindestens einmal K*) =1 — 2i4 = 1—2 = 93,75%
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

2. Ein Laplace-Wiirfel wird n-mal geworfen, eine Sechs ist ein Treffer, alles andere eine
Niete.

(a) Zeichne ein Histogramm von B(n,p, k) fir n = 10.

(b) Wie oft muss der Wiirfel mindestens geworfen werden, damit mit mindestens
90%-er Sicherheit mindestens ein Treffer erzielt wird? Wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir ,,mindestens ein Treffer dann genau?

-~

1
B(lo, G,k) B A

16,15% ol [
32,30%
29,07%
15,50% 0zt
5,43%
1,30%
0,22%

0,025%
1786'1073% 1 1 1 _‘l_“ ‘ : : : ——

8 27 . 10—5 % 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1,65-107%%

Lésung: (a)

01T

O © 0O Utk W+ O

—_

1 5
b = — :1— = —
(b) p ik P=3

P(,mindestens einmal 6“) =1 — P(,keine 6) =1—¢" 20,9

In0,1
5

<01 = n2= =126

Der Wiirfel muss mindestens 13-mal geworfen werden.

5 13
P(,mindestens einmal 6“) =1 — <6> = 90,65%

3. Magdalena hat beim Stehendschieflen die Trefferwahrscheinlichkeit p = 80%.

(a) Magdalena schiefit zwanzigmal. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p;, dass sie
folgende Serie schiefit: 10011 11011 10111 011117

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit po, dass sie bei zwanzig Schiissen genau 15
Treffer landet?

(c) Eine Serie besteht aus fiinf Schiissen, eine Topserie aus fiinf Treffern. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit pr schieft Lena eine Topserie? Wie viele Serien muss Mag-
dalena mindestens schieffen, damit mit mindestens 95%-iger Wahrscheinlichkeit
mindestens eine Topserie dabei ist?

415

4 1
Lésung: (a) p= 5= 08,g=1—p= 5= 0,2, p1 = p¥¢° = w0 = 1,126 - 107°
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

20 20 15504 - 415
(b) p2 = ( >p15q5 = ( >p15q5 = —17.,46%

15 5 520
15504
45 1024
5
=p°=—=—— =0,32768 = 32,768
() pr=p"=55 =355 =0 ,768%
2101
gr =1—pp = =0,67232 = 67,232%

3125
P(,kein Treffer*) = ¢7, P(,mindestens ein Treffer®) =1 — ¢t

1-¢1209 = ¢4<005 = n2-———=755

Lena muss mindestens acht Serien schieflen.

4. An wie vielen Ziehungen muss man beim Lotto ,,6 aus 49¢ mit jeweils einem Tipp

Losung: p =

mindestens teilnehmen, um mit mindestens 90%-iger Wahrscheinlichkeit mindestens
einmal sechs Richtige zu haben?

1 1 13983815
- —7151-107%, g=1—p= 2 _ () 9999999285
(B ~ 13083816 q P = 13983816
In0,1 .
n = = 32198925,11, also mindestens 32 198 926-mal.

Ing

. Beim genetischen Fingerabdruck werden mehrere Abschnitte der DNA vervielféltigt
und auf ihre Lange hin untersucht. Nehmen wir an, dass zehn Abschnitte untersucht
werden und jeder Abschnitt zuféllig verteilt fiinf verschiedene Langen haben kann
(die Realitét ist komplizierter).

(a) An einem Tatort werden DNA-Spuren des Téters gesichert. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit p, dass der genetische Fingerabdruck einer beliebigen Person
mit dem des Téters {ibereinstimmt?

(b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 10000 Verurteilungen auf Grund
des genetischen Fingerabdrucks mindestens ein Unschuldiger dabei ist?

(c) Ab wie vielen Verurteilungen auf Grund des genetischen Fingerabdrucks ist mit
einer mindestens 50%-igen Wahrscheinlichkeit mindestens ein Unschuldiger ins
Geféingnis gewandert?

Lésung: (a) Es gibt z = 59 = 9765625 verschiedene Moglichkeiten, also ist

1

- —1024-1077
9765625 0 0

b

9765624

(b) g=1—p 765625 = 0,999999 8976 —

pr=1—¢'"% =1,0235-107 = 0,10235%
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(¢)1-¢"205 = ¢"£05 = nz=

3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

_ 05

= 6769015,09

Ing

6. Aus einem Kartenspiel mit 32 Blatt wird mit Zuriicklegen immer eine Karte gezogen.
Ein Treffer (mit 1 bezeichnet) liegt vor, wenn die gezogene Karte ein Ass ist, sonst
eine Niete (mit 0 bezeichnet).

(a)

1
Lésung: Trefferwahrscheinlichkeit: p = 3’ qg=1—-p=-=

Der Versuch wird zehnmal ausgefiihrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt das
Ergebnis 0001001001 ein?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beim zehnmaligen Kartenziehen genau drei
Treffer dabei?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist beim zehnmaligen Kartenziehen mindestens
ein Treffer dabei?

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beim zehnmaligen Kartenziehen mindestens
drei Treffer dabei?

Wie viele Karten muss man mindestens ziehen, um mit mindestens 90%-iger
Sicherheit mindestens einen Treffer zu landen?

Wie viele Karten muss man mindestens ziehen, um mit mindestens 90%-iger
Sicherheit mindestens zwei Treffer zu landen?

Eine Casino bietet das zehnmalige Kartenziehen mit Zuriicklegen als Spiel an.
Der Spieler gewinnt, wenn er ein Trefferpaar (zwei Treffer hintereinander) und
sonst nur Nieten zieht. In diesem Fall erhélt der Spieler den zwanzigfachen
Einsatz zuriick, sonst ist der Einsatz verloren. Welche Rendite (Gewinn pro
Einsatz) wirft dieses Spiel fiir die Bank ab?

(a) p1 =p’¢" =7,67-107*

(b) p2 = B(10; 1;3) = (

10

5 >p3q7 = 0,0920 = 9,20%

10
(c) ps=1-B(10;1;0) =1 - ( >p0q10 =1-¢'" =0,7369 = 73,69%

0

(d) P(,mindestens 3 Treffer) = 1 — P(,hochstens 2 Treffer —

D4 :B(l();%;?)) +B(10;%;4) + ... + B(10;

0
=1-B(10; };0) — B(10; ;1) — B(10; §;

10 10
=1 q10 — ( 1 >p1q9 — <2 >p2q8 = 0,1195 = 11,95%

In0,1

() 1-¢"209 = ¢"£01 = nz= = 17,24, also mindestens 18-mal.

Ing
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

(f) 1—q¢" - G)plqnl =209 = q¢"+npg" 10,1
—_—

f(n)
Diese Gleichung ist fiir uns nur durch Probieren lésbar:
£(29) = 0,107 und f(30) = 0,0962 — mindestens 30 Karten

(g) Es gibt 9 Moglichkeiten fiir die Lage des Trefferpaars. Die Gewinnwahrscheinlichkeit
des Spielers ist also
pg = Ip?q® = 0,04832 = 4,832%

E sei der Einsatz pro Spiel. Von N Spielen gewinnt die Bank (1 — pg) N Spiele und
nimmt somit (1 — pg)IVE ein. Andererseits verliert die Bank p, N Spiele und zahlt
damit 20p; N E aus. Die Rendite der Bank ist also

(1—pg)NE —20p;NE
NE

—1—2lp, = —1,47%

Die Bank diirfte nur das 19-fache des Einsatzes auszahlen, dann wire die Rendite
1 — 20p, = 3,36%

7. Ein Laplacewtirfel wird n-mal geworfen.

(a) Wie grofl muss n mindestens sein, damit mit mindestens 99,99%-iger Wahr-
scheinlichkeit mindestens ein Sechser dabei ist?

Jetzt wird der Wiirfel 500-mal geworfen. Wir betrachten die Ereignisse

E5 : hochstens 70 Sechser  FE3: ,mindestens 78 und hochstens 93 Sechser*

E5 :,mindestens 90 Sechser® Fj;: ,mindestens 78 und hochstens m Sechser*

(b) Die Abbildung zeigt den Grafen von b(k) = B(500, ¢, k). Veranschauliche im
Grafen die Wahrscheinlichkeiten p; = P(E,) und ps = P(FE>) und schitze in

nachvollziehbarer Weise ihre Werte ab.
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Lésung:

3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

T
I'J L'l
o L
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I |
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0,03 / |
| |
| |
i 1
0,02 rJ 1‘
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0,00 60 70 80 90 100 110

(c) Die Abbildung zeigt den Grafen von f(k) = F"(k). Driicke p3 = P(F3) durch
6
f aus, zeichne ps in den Grafen ein und gib den ungefihren Wert von p3 an.
Ermittle ebenfalls mit dem Grafen das kleinste m mit py = P(Ey) = 50%.

(a) p

S e un N
0,9 oy
0.8 o
0,7
0,6 =
,_I
0,5 ’_rj
0,4 B
0,3 _,’J
0,2
I_l
0,1 r
0,0 SSSZcail
’ 70 80 90 100
k
) n n —4
= qzl—pzé, 1-¢"20999 = 4¢"<10
—41In1
nlng< —4Inl0 = n 2= ln 0 =502 = n =51
ngq
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3.3 Binomialkoeffizient, Binomialverteilung

70
1 1
b = B(500,-,k) ~=-9-0,0135~6
(b) p kZ:O ( ; ) 5 %

500 1 1
= B -kl ~--13- 4~ 22
s k:z90 (500, 5 ) 5 130,03 %

b o~

0,04 | l

0,03

L.__L_—|

0,02 i

0,01

0,00 60 70 80 90 100 110

93

(c) ps= Y _ B (500, % k) = F§°°(93) — F§00(77) = £(93) — f(77) ~ 64%
k=78

pr=f(m)—f(77) 205 = f(m)=f(77)+05~0,75 = m =289

f L
—

,_
0,4 a
0,3 JJ
0,2
e
0,1 r
I

0 EEn==g

' 70 80 90 100
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3.4 Anwendungen der Binomialverteilung, u. a. einseitiger Signifikanztest

3.4 Anwendungen der Binomialverteilung, u. a. einseitiger
Signifikanztest

1. Fiir den Flug Miinchen-New York hat eine Gesellschaft ein Platzangebot von 240
Pliatzen. Erfahrungsgeméif3 erscheinen 10% Passagiere nicht zum gebuchten Flug.

(a) Mit welche Wahrscheinlichkeit erscheinen zum Abflug mindestens 219 und hochstens
240 Fluggiste, wenn 255 Buchungen akzeptiert werden

(b) Schétzen sie die Wahrscheinlichkeit aus (a) mit einer T'schebyschow-Abschétzung
ab.

Losung: (a) 98%
(b) 79%

2. Eine Biathletin hat im stehenden Anschlag die Trefferwahrscheinlichkeit p, = 70%
und im liegenden Anschlag p; = 80%. Dem Trainer liegt das Ergebnis einer Serie von
200 Schuss vor, die alle in einer Anschlagsart abgegeben wurden, er weifl aber nicht
in welcher. Die Zahl der Treffer in dieser Serie bezeichnen wir mit X.

(a) Formuliere eine Entscheidungsregel, wie sich der Trainer entweder fiir die Hy-
pothese Hg: ,stehender Anschlag® oder Hj: ,liegender Anschlag“ entscheiden
kann.

(b) Fj sei die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Trainer félschlicherweise fiir Hy ent-
scheidet und F} die Wahrscheinlichkeit, dass er sich fiir H; entscheidet, obwohl
Hg wahr ware. Fiir welche Entscheidungsregel ist die Summe der beiden Fehler-
wahrscheinlichkeiten minimal?

Lésung: (a) Die erwarteten Trefferzahlen sind Eg = 200ps = 140 und E; = 200p; = 160.
Entscheidung fiir Hg: X € {0,1, ..., k}
Entscheidung fiir H: X € {k+ 1,k + 2,...,200}
mit k ungefdhr 150.

(b) Liegender Anschlag, aber Entscheidung fiir Hg:
p=08und X Sk = F,=F;3(k)
Stehender Anschlag, aber Entscheidung fiir Hi:
p=07und X >k = F=1-Fk)
k | F(in %) | K(in %) | Fs + R(in %)

149 3,45 6,95 10,4
150 | 4,94 5,06 10,0
151 6,90 3,59 10,5

Die Entscheidungsregel mit k = 150 minimiert also die Fehlersumme.
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4 Geometrie: Geraden und Ebenen im
Raum

4.1 Lineare Abhangigkeit von Vektoren

1. Untersuche auf lineare Abhéngigkeit:

L (16 , L2
(a) = ( %) und b = (_2’51),
b= o)

(c) Stelle, wenn moglich, ¥ = <§§) als Linearkombination von @ und b bzw.

€ und fdar.

- 3 .
Lésung: (a) b= 56_7: = d und b sind linear abhngig.
4 5 —-3.,6 18 -
(b) 16 2 7 77 i — € und f sind linear unabhéingig.
’ 5

(¢) Da Z J @||b mit @ und b nicht moglich.
Da ¢ und flinear unabhéngig sind, gibt es A € R und ¢ € R mit £ = A\e + ,uf =

—1,6A 4+ 4p = 8,8 (1)
1,4\ — 3,60 = —8 (2)
0,9- (1) + (2) : —0,04)\ = —0,08 (3)
=2 (4)
(4) in (1) 3244 =838 (5)
nw=3
i =2e+3f

2. Untersuche auf lineare Abhéngigkeit:
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

4 -9 21
(a) a=|-3],b=—-2] undé= | -5
1 3 -3
2 1 9
(bye=11],f=-1]undg=[ 12
1 2 -3
_8 )
(c) Stelle, wenn moglich, ¥ = 1 | als Linearkombination von @, b und ¢ bzw. €,
2

f und ¢ dar.

Lésung: (a) Aus A\d + ug+ vé = o folgt

AN — Bp 421y =0 (1)

-3\ —2u—5v=0 (2)

A+3u—3v=0 (3)

(3): A+3u—3v=0 (4)
(2)+3-(3): Tnw—14v =0 (5)

(1) —4-(3) 17+ 330 =0 (6

(4) : A+3u—3v=0 (7)

(5) - Ti—14v = 0 8)

17 (5) +7- (6) : T =0 (9)

= A=pu=v=0,also sind a, b und ¢ linear unabhingig.

(b) Aus A&+ uf + v = d folgt

2A+p+9r =0 (1)

A—p+12v =0 (2)

A+2u—3v=0 (3)

(3): A+2u—3v=0 (4)
(2)—(3): —3u+15v =0 (5)
(1) —2-(3) 3+ 150 =0 (6)
(5) bzw. (6) : = bv (7)
(7) in (1) : A=—Tv (8)

Z.B. fiir v =1 folgt —7¢'+ 5f—{— g = 0, also sind €, fund g linear abhéngig.
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

(c) Dad, b und ¢ linear unabhéingig sind, gibt es A, 1, v € R mit & = A\d + pub + vé =

AN — Bp+ 21y = —8 (1)
A —2u—5v=1 2)
A+3u—3v=2 (3)

A4+3u—3v=2

(3): ()

(2)+3-(3): Tw— 140 =7 (5)

(1) —4-(3) 174+ 330 = —16 6

(4) : A+3u—3v=2 (7)

(5) : Tw—14v =7 8)

17 (5) +7 - (6) Ty =7 9)
v=-1 (10)
(10) in (8) : p=-1 (11)

(10) und (11) in (7) : A=2

F=2d—-b—¢

a
Obwohl €] f und ¢ linear abhéngig sind, kénnte & zu €, f und ¢ komplanar sein. Wir
setzen einfach an: & = Ae'+ uf + vg:

2A+p+ 9y = =8 (1)

A—p+120 =1 2)

A+2u—3v =2 (3)

(3) : A+2u—3v =2 (4)

2) — (3) : ~3u+ 150 = —1 (5)
(1) —2-(3) —3pu+ 150 = —12 (6)

(5) und (6) sind nicht gleichzeitig erfiillbar, das Gleichungssystem hat keine Losung, &
ist nicht als Linearkombination von €, f und g darstellbar.

3. Berechne die Losungsmenge:

(a) 2.1’1 — 333‘2 — T3 = 7

—4l‘1 + 31l‘2 + 71‘3 =-9

(b) 14w, — 212y — Tz = 49
—6l‘1 + 9l‘2 + 3l‘3 =-24
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

() 14z — 212y — Tas = 49
—6x1 + 929 + 323 = 21
Ldsung: (a) 2$1 - 3$2 — X3 = 7 (1)
—4x1 + 3lxg + Tx3 = —9 (2)
2-(1)+(2): 25x9 4+ br3 =5 (3)
(3):5: Sro+ a3 =1 (4)
wir wihlen : To = A (5)
(5) in (4) : r3=1-—>5A (6)
(5) und (6) in (1) : x1=4—A (6)
4 1
— L=¢Z|Z=(0]+A 11, A €eR
1 -5
(b) 14y — 21x9 — Tz = 49 (1)
—6x1 4+ 929 + 33 = —24 (2)
(1) 17 2.%'1 - 3.%'2 — X3 = 7 (3)
(2) 03 —2x1 4+ 329 + 3 = —8 (4)
(3) + (4) 0=-1 (5)
Widerspruch =— L =10
(c) 1421 — 21ay — Tz = 49 (1)
—6x1 + 929 + 323 = —21 (2)
(1) 17 21‘1 — 31‘2 — X3 = 7 (3)
(2) : (—3) 21‘1 — 31‘2 — X3 = 7 (4)
(3) + (4) 0=0 (5)

Die beiden Gleichungen (3) und (4) sind identisch, die Losungsmenge L des Systems
ist also gleich der Losungsmenge L; von (1) bzw. (3). Interpretiert man die Elemen-
te von L als Punkte im R?, dann ist L die durch (3) beschriebene Ebene mit dem
2
Normalenvektor 7 = | =3 | und z.B. dem Aufpunkt A (3,5/0/0).
-1
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

4. Berechne die Losungsmenge:

<a> 51‘1 + 31‘2 — X3 = 15
—2.1’1 + 2.1’2 +x3 = —13

3371 — X9 — 233‘3 =16

(b) 5.1’1 + 3.1’2 — I3 = 15
—233‘1 + 2.1’2 +x3 = —13
—15l‘1 - 9l‘2 -+ 3l‘3 = —45

(C) 5!L‘1 + 31‘2 — X3 = 15
].01‘1 + 6l‘2 — 2$’3 =30
—15371 — 9372 + 333‘3 = —45

(d> 5!L‘1 + 31‘2 — X3 = 15
10.1’1 + 6372 — 233‘3 =30
—15l‘1 - 9l‘2 + 3l‘3 = —42

Lésung: (a) S5x1 + 3x9 —x3 =15
—2x1 + 229 + 3 = —13
3$1 — Ty — 2563 =16

(1): 511 + 329 — x3 = 15
2-(1)+5-(2): 16x9 + 3x3 = —35
3-(1)=—5-(3): 14x9 4+ 723 = —35

(4) : 9x1 + 39 — x3 = 15
(5) : 16x5 + 3x3 = —35

7-(5)—8-(6) —35x3 = 35

(9) — 3= —1

(10) in (8) : Tg = —2

(10) und (11) in (7) : x1 =4

—  L={4-2-1)
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4.1 Lineare Abhéngigkeit von Vektoren

5r1 4+ 39 — x3 = 15 (1)
—221 + 229 + 23 = —13 (2)
—15x1 — 929 + 323 = —45 (3)
(1) : 5r1 + 39 — x3 =15 (4)
2-(1)+5-(2): 1629 + 323 = =35 (5)
(3) : (—3) : 5r1 + 3x9 — x3 =15 (6)
(4) und (6) identisch — (6) fillt weg
wir wihlen : T3 = A (7)
. 35 3\
69 5\
in (4) : = — 4+ —=
(7) und (8) in (4) v1= 16+ 16 9)
A 1 69 !
M:E:> ffzﬁ =35 | +pl-3],pneR
0 16

(C) 5x1 + 3x9 —x3 = 15 (1)

10z1 + 629 — 223 = 30 (2)

—15z1 — 929 + 3x3 = —45 (3)

(1) 5x1 + 3x9 —x3 =15 (4)

(2) 12 5x1 + 3x9 —x3 =15 (5)

(3) : (—3) : 9x1 + 3x2 —x3 =15 (6)

Alle drei Gleichungen sind identisch, die Losungsmenge L des Systems ist also gleich
der Losungsmenge Lp von (1). Interpretiert man die Elemente von L als Punkte im

5
R3, dann ist L die durch (1) beschriebene Ebene mit dem Normalenvektor 77 = 3
-1
und z.B. dem Aufpunkt A (0|0 — 15).
(d) 511 + 32 —x3 =15 (1)
10z1 + 629 — 223 = 30 (2)
—1521 — 929 + 323 = —42 (3)
(1) 5x1 + 3y —a3 =15 (4)
(2):2 5x1 4 3wy —x3 =15 (5)
(3): (—3) S5x1+3x9 —x3 =14 (6)
(5) = (6) 0=1
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4.2 Geraden und Ebenen

Widerspruch =— L=10

4.2 Geraden und Ebenen

1. (a) Stelle die Gleichung der Geraden g = AB mit A(7|—1|2) und B(3]4]5) auf.

(b) Bestimme die Koordinaten von drei Punkten R, S und T auf der Geraden g so,
dass R zwischen A und B, S auf der Halbgeraden [AB mit AS > AB und T auf
der Halbgeraden [BA mit BT > AB liegt.

(c¢) Bestimme die restlichen Koordinaten von C(—3|ez|c3) so, dass C € g gilt.

(d) s1, so und s3 sind die senkrechten Projektionen von g auf die xox3-, 2123~ und
r1x2-Ebene. Stelle die Gleichungen der drei Geraden s;, s, und s3 in der Para-
meterform auf.

(e) Schreibe die Gleichung von s3 in der Form xo = f(z1).

(f) Veranschauliche alle gegebenen und berechneten Gréflen in einem Schréigbild.

—4 7 —4
Lésung: (a) AB = 5 = g: I=|-1|+A| 5
3 2 3
7 —4 )
= 1
b)) R=[-1]+5| 5] =[15] = RGILIZH
2 3 3,9

7 4 -1
S=|-1 +2( 5) ( 9) —  S(-1/9]8)
2 3 8

_ 7 5 —4 -3
C=(-1)+2 5)=[1s] = <3159
2 3 9,5
0 0 7 —4 7 —4
d) sy:Z=-1|+A[5],s:Z=|0]+A| O0],ss:Z=|—-1]+A| 5
2 3 2 3 0 0
)
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4.2 Geraden und Ebenen

2. Geben Sie die Hesse-Normalform der Ebene E an.

2 1 3
EX=|1|+r[ 2 |+u| 2
3 5 5

0

- . 20 8 44
Losung: \/464y + \/4642 NZry

3. Die Punkte A(1]1]1) , B(2|2|5) und C(4|8|2) bestimmen das Dreieck AABC.
(a) Berechnen Sie den Winkel a und die Fliche des Dreiecks AABC.

(b) Wo liegen alle Punkte C” fiir die das Dreieck AABC” die gleiche Fléche hat wie
das Dreieck AABC'. Geben Sie die Gleichung der Ortskurve an.

(c) Berechnen Sie die Schnittgerade der von A, B und C' aufgespannten Ebene E
mit der Ebene F : z; + 3 = 0.

Losung: (a) 3+/866

4 1
(b) Parallele zu AB durch c,g:?: ( 8 ) +)\< 1 )
4

2
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4.2 Geraden und Ebenen

0,5 2,75
© h:X=[-25|+xr| -7.75
0,5 2,75

4. Gegeben sind die Ebenen F': 8vy — 429+ 13 —81 =0 und G : 221 4+ 229 —23+1 = 0.

Losung:

Dariiber hinaus ist fiir jedes a € R eine Kugel K, gegeben durch
Ky:(z1—a)*+ (vg — 2a)? + 23 — 81 = 0.

(a) Unter welchem Winkel schneiden sich die Ebenen F' und G?7

(b) Bestimmen Sie die Gleichung der Schnittgeraden der Ebenen F' und G.

(c) Begriinden Sie, dass alle Kugeln K, mit der x1zo-Ebene gleichgrofie Schnittkrei-

se aufweisen und geben Sie deren Radius an. Fiir welche Punkte von a hat die
Kugel K, mit der x;x3-Ebene mehr als einen Punkt gemeinsam?

(d) Fiir welche Werte fiir a liegt der Punkt D(4| — 4|7) auf der Kugel K. Bestim-

men Sie die Gleichungen der zugehorigen Tangentialebenen an die Kugel K, im

Punkt D.

(a) 75°

0 1
(b)s:}(40)+)\<5)
-79 12

(c) Mittelpunkt liegen auf Gerade senkrecht zurzjzo-Ebene

(d) 1. Fall: a1 =0, Ey:4ay + 420+ Tog +81 =0

2. Fall: ao = —1,6, FEo:5,601 —0,8z9 + Tx3 — 74,6 =0

5. Gegeben sind die Punkte A(0]2]3), B(1]—2|6) und C'(—4|2|15) und die Geradenschar

Lésung:

-1 a
ga:?: 2 + A 1
6 a-2

(a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E durch die Punkte A, B
und C.

(b) Geben Sie die Schnittpunkte der Ebene E mit den drei Koordinatenachsen und
die Gleichung der Spurgeraden in der xsx3-Ebene an.

(c¢) Fiir welchen Wert von a ist die Gerade g, parallel zu E. Priifen Sie ob diese in
E enthalten ist.

(d) Beschreiben Sie die Lage der Geraden aus der Geradenschar.

(a) z. B. 6z + 3z + 223 = 12
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

0 0
(b) S1(2(0]0), S2(014/0), S5(0[0[6), X = ( 4 ) +>\( 4 )

0 -6
(c) a=1, 91 liegt in E
-1 0 1
(d) ebenes Geradenbiischel, g, : ? = 2 +A] 1 +Xa| O
6 -2 1
—1 1 2
6. (a) Verwandle in die Normalenform: £ : 7 = 3| +A| -3 +ul3
—2 1 1
(b) Verwandle in die Parameterform: £ : —2x; + 59 + 323 —20 =0
1 2 —6 —6 -1
Losung: (a) i=[-3|x[3]=]| 1], #d= 11-f 3|=-9
1 1 9 9 -2
E ﬁ(f—ﬁ)zo = F: —6x1+20+923+9=0

(b) Die Achsenpunkte von E sind A; (—10[0[0), A (0]4|0) und Aj (0]0|%). Mégliche

Richtungsvektoren:
10
@' =A1Ay=| 4], besser @ =
0

0 3 0
T ' =AsA3=|—4]|, besserv=-"7"= | -3
20 4 5
3
0 5 0
Aufpunkt z.B. Ay: E: Z= 4| +A|2|+up| -3
0 0 5

4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

S N Gt

1. Gegeben sind die Ebene
E: 2x1 —4xy+523—20=0

und die Gerade

5) —4
g r=|3]+A 5
4 4
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

(a) Berechne die Koordinaten der Achsenpunkte A;, A; und Az von E sowie der
DurchstoSpunkte Dy, Dy und D3 der Geraden g durch die Koordinatenebenen.

(b) Veranschauliche £ und g in einem Schrégbild.

(c¢) Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes S von g mit F und zeichne S in
das Schragbild ein.
T3

Losung: (a) E %—%+Z:1 — A1 (10]0]0), As (0] — 5[0), As(0]0]4)

5
roxs-Ebene: 5 —4A =0 — A=

37
;= D <o‘— 9>:D3(O|9,25|9)

3
z1z3-Ebene : 34+ 5\ =0 — )\:—g = Dg( H) D (7,4]0/1,6)

zize-Ebene: 4+4A =0 = AX=-1 = D3(9] —2|0)

T2

D3

S

x1

2 ) —4

(¢c) Mitii=|[—-4],a=1(3]|,v= 5| und d = 20 gilt

) 4 4
E:nd—d=0undg: T=ad+ M = nad+iv=d
\_d-da@_20-18 1 g . 1. 0

i 8 1 IR A ¥
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

2. Gegeben sind die Punkte A(5|—3|—-2), B(—3|2|4), C(1|6|2) und D(4|1]4). Durch A,
B und C ist die Ebene Fy, durch A, B und D die Ebene E; festgelegt. Mit Ej;;. wird
die x;x-Ebene bezeichnet.

(a) Stelle die Gleichungen der beiden Ebenen E; und Es in Normalenform auf.

(b) Berechne die Achsenpunkte der Ebenen E; und FE (Schnittpunkte mit den
Koordinatenachsen).

(c) Die Schnittgeraden der Ebenen F; und FE, mit der xjz9-Ebene (Spurgeraden)

sind g; = E1 N E und go = Ey N Epy. Stelle die Gleichungen dieser Geraden in
der Form x5 = f(z) auf.

(d) F(5/4|f3) € F1 und G(1]g2|3) € Es. Berechne die fehlenden Koordinaten.

(e) Veranschauliche die Lage der Ebenen in einem Schrigbild. Zeichne alle beschrie-
benen Punkte ein.

(f) Berechne den (spitzen) Schnittwinkel der Ebenen E; und Es.

-8 4 1
Lésung: (a) AB = ( 5), AC = ( 9), AD = ( 4)
4 6

(=)

€1 €y €3 —34 —17 —17
A —ABxAC=|-8 5 6|=| 8 | =2 4|, m=| 4
—4 9 4 —52 26 26
. €1 & €3 6 2 2
7y —ABxAD=| -8 5 —6|=[ 42] =3[ 14], A= 14
-1 4 6 —27 -9 -9
H 5
Mit @ = OA = | —3 | folgt 771d = —45 und 72d = —14 und damit
-2
ﬁl(f—a) = — FEy: —17x1 +4x9 — 2623 +45=0

ﬁz(f—a)zo — FEo: 2x1+ 1429 —923+14 =0

(b) Achsenpunkte von Eq: Aqq (‘11—57)|0|0), Ao (0| — 4745|0), Aqs (0|0 ‘21—2)
Achsenpunkte von E»: Ay (—7]0]0), Ags (0] —1]0), Ags (0]0|4})

17 45
(¢) g1: —1Tx;+425+45=0 = m'gzle—z
1
go: 21+ 14a,4+14=0 — .%'2:—?1'1—1
12
(d) =17-5+4-4—-26f34+45=0 — fgz—ﬁ
11
2-14+414-g9—9-3+14=0 = ggzﬂ
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

3
s B

D,
; * C
I I
A12 Agg‘ 5 :
—10 A R g o
A

1

7172 256

f) cosp = — —— =
®) 4 |71 - |2]  3v/109 - /281

=0,4876 — ¢ =60,82°

3. Berechne die Schnittmenge der Geraden

mit den Ebenen
(a) x1x9-Ebene
(b) zyz3-Ebene
(c
(d) Ey 211 — 4wy + 5x3 — 20 =0

(e) Ey: Ebene durch A(—1|0]|—3), B(=5]2|1) und C(—1|4|-3)
(f) E5: Ebene durch F(5,8]0[0), G(0]2|0) und H(0|0|-5,8)

Veranschauliche den ganzen Sachverhalt in einem Schragbild.

)
) wows-Ebene
)
)

Lésung: (a) 23 =0 = A=—-1 = Schnittpunkt: S5 (9] — 2|0)
3
(b) zo=0 = A= 5= —0,6 =  Schnittpunkt: Si3 (22]0|%) = S5 (7,4/0/1,6)
(c) z3 = = A=2=125 = Schnittpunkt: Ss3 (0|27|9) = S23(0(9,25|9)
)

in Bpi: 2(5—-4)) —4(3+50) +5(4+4)\) —20=0 = —8\—-2=0

g
1
A= 1 in g: Sgp (6|£|3) = Sp1(6]1,75)3) = L ={Sp}
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

4 0 16 /1
) AB=| 2|, AC= 4), i, = AB x AC = 0), Ay = —12 0)
4 0 16 1614

B i

—

r—ad)=0 = =xz1+z3+4=0
gin Ey: 5—4X4+44+4\—-20=0 — 13=0 =— L=10
(f) F, G und H sind Achsenpunkte, also Achsenabschnittsform:

m | 8w my
58 29 58

Es: 1‘-58 = 5x1 +8x2 — 513 —29=0

gin Es: 5(5—4X)+8(3+5\) —5(4+4X)—-29=0 = 0=0
Die Gleichung ist fiir jedes A erfiillt, d.h. ¢ C F3 oder L = g.

3

€2

1

. Bestimme £ so, dass sich die Geraden

2 —1 1 4
g: I= 1]+ A 3 und h: Z=|1]|+p|-3
—1 -2 k 1

schneiden und berechne die Koordinaten des Schnittpunktes S.
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

) ()= () (3) =

Lésung:

2-A=1+4u
1+3x=1-3u
—1-2Xx=k+pu
1
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt A\ = -3 und pu = 3 und damit aus der dritten

2
Gleichung k = —3

5. Untersuche die gegenseitige Lage der Geraden

2 4 -2 20
g:x=|—-1]1+AX|-5], ¢g: 7= 41 +u | —-251,
3 6 0 30
-2 —12 2.5 5
g3: T = 4| +v 15 und gy T=135|+0| 4
-3 —18 1,5 -3
Fertige ein Schrigbild des Sachverhalts.
Losung: g1: T = H + Avg T3 4
L% o
g2 T =Ag+ pv3
L % o
gs: ZT=As+vv3
e o
ga: T=A4+00;
U1 (|02 |U5 4 U4

—4
AR ( ) e
-3

g1 echt parallel zu g9

—4
— .
A1A3 = ( 5) H (%
—6

— 91:93

3

2
g1Mgq: -1 +)\<
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen
1 1
244X =25+50 (1) (und (2) = A=-=, o=—-=

2 2
—1-5A=35+40 (2) in (3):04#3 = ¢; windschief zu g4
3+6A=15-30 (3)

-2 4 2,5 5
go Mgy : 414+ -5 =1(35]|+0c 4
0 6 1,5 -3

1 1
244X =25+50 (1 (Hund 2) = A==, o=—=

) 2 2
4-51=35+40 (2) in(3):3=3 = gaNgs={S} mit
6A=15-30 (3)

SERERE

6. Die Ebene F enthélt die Punkte A (3]3]3), B (7]6]2) und C (2|7]4), die Gerade g geht
durch die Punkte F (14]15]8) und G (13]10]4).

(a) Stelle die Gleichungen von E und g in der Parameterform auf.
(b) Berechne die Koordinaten der Achsenpunkte von E.

(
(

)

c)

d) Berechne die Schnittmenge von E und g.
)

Berechne die Koordinaten der Spurpunkte von g.

(e) Stelle die Gleichung einer Ebene E’ auf, die parallel zu ¢ ist, den Punkt A
enthélt und deren Spurgerade in der xiz5-Ebene parallel zur z5-Achse verlauft.

Veranschauliche den ganzen Sachverhalt in einem Schragbild.

3 4 -1
Lésung: (a) E: f:X—F)\ﬁ—FuE: (3)+)\< 3)+,u( 4)

3 -1 1

g: 5:8+A@: (ig) +O’(;)
4 4

(b) ENzg-Achse = 1z =xz2=0:

AN—p=-3 (1)
S\ +du=—3 2)
4-(1)+(2): 19\ = —15 (3)
15
=19 (4)
(4) in (1) : = —1% (5)
(4) und (5) in E: As <O‘O‘%>
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

69
Analog zeigt man: Ay (—23|0]0), A, <O‘7 O)
gNzixe-Ebene — 23 =4+40=0 — o=-1 = S312(12|5]0)
gNzizz-Ebene — 29 =10+50 =0 — o=-2 = S;3(11|0] — 4)

gNxoxsz-Ebene = 1 =13+0=0 = o0 =-13 = S93(0] — 55| — 48)

Eng = xgp=24 = : AN—p—0=10 (1)
3\ +4p—50 =71 2)

Nt p—do=1 (3)

(1): AN—p—0=10 (4)

3.(1)—4-(2): —19u+ 170 = 2 (5)
(1)+4-(3): 3u—170 =14 (6)

(5) + (6) : —16p = 16 (7)

— u=-1, o=-1, A=2
cing = FEnNg={S} mit S(12/5]0)

1 0
Richtungsvektoren von E': @ = G? =|5] undy=|1],dajeder zur Spurgeraden
4 0
parallele Vektor als Richtungsvektor verwendet werden kann.
. 3 1 0
E: ZF=A+sw+ty=|3]+s|5]+t]1
3 4 0

Fiir die Spurgerade h in der zjzo-Ebene gilt z3 =0 —

3
r3=3+45s=0 = s=—7
sin E':
3 3 1 0 1 9 0
3 4 0 0 0
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

vy A

7. Gegeben sind die Punkte A (3| —2|1), B(1|4|4) und C (5|6|2) sowie der Vektor
-3
U= 2
2
Die Gerade g enthilt die Punkte A und B, die Gerade h enthélt den Punkt C und
ist parallel zu .
(a) Stelle die Gleichungen von g und h auf.

(b) Berechne die Koordinaten des Spurpunktes G von ¢ in der xjxs-Ebene. ¢’ und
h' sind die Projektionen von g und h, parallel zur x3-Achse, in die x;2,-Ebene.
Stelle die Gleichungen von ¢’ und A’ in der Parameterform auf.

(c) z wird so gewahlt, dass sich g und h schneiden. Berechne z und die Koordinaten
des Schnittpunktes S.

(d) Erstelle ein Schriagbild mit allen gegebenen und berechneten geometrischen
Groflen.

146



4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

(e) Berechne die Koordinaten des Spurpunktes H von h in der zjx9-Ebene. F ist
der Fulpunkt des Lotes von S auf die xjx9-Ebene. Berechne das Volumen der
Pyramide GHF'S.

1
(b) 75 =1430=0 — A=—2

|

)
VR
w| 2
|
s
=)
N————

(c) gnh: 3—2A=5-3u (1)
—246)\ =6+ 2u (2)
1+3A=2+2zp (3)
—2X\ 4 3p =2 (4)
6\ —2u =8 (5)
3AN—zu=1 (6)
3-(4)+ (5 Th=14 — p=2

) : (7)

(7) in (4) : A1 6=2 = A=2 (8)

) in (6) 6—-2z=1 = 2=25 9)
|

8)ing = S(-1

2
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

—  H(7,4]4,4]0). F (-1]10]0).

(e) x3:2+g,u:0 = ,u:—g
-84 —2 -3 _56 4
o (3-(1)-+() = (B
0 0 0 0 0

0

1 —  14%2.35-7 4802

0| = v==1.8FxHd FS= - ~ 32
) 5 [HF < HG| 150 5 7%

2
HE x G =
75 35

8. Gegeben sind die Ebenen F; und F5 durch die Gleichungen
E12 51’1—41’2+5l’3—20:0
2 —1 —1
2 0
(a) Berechne die Koordinaten der Achsenpunkte Aj, A und Az von F; und gib
eine Gleichung von FE; in der Parameterform an.

(b) Gib eine Gleichung von Ey in der Normalenform an.
—3.1’1 - 31’2 - 333‘3 +12 = 0]

[Ein mogliches Ergebnis:
(c) Die Achsenpunkte von Fj seien By, By und B3. Wie lauten ihre Koordinaten?
[Zur Kontrolle: By (0]40)]
(d) Die Gerade g ist das Lot auf E, in B,. Schreibe die Gleichung von g hin und

Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes S von g mit Fj.
(e) Zeichne die Spurgeraden der beiden Ebenen sowie und S und g in ein Schragbild

(f) Berechne das Volumen der Pyramide B;B2B3S.
= A1 (4/0]0), A2 (0] =5]0), A3 (0[0]4).

Lésung: (a) Ep: %—% %:1
N 4 4 0
Ei: Z2=A1+vAA1+0AA3=[0] +A|5]|+ulb
0 0 4

1 1 g & & 1 1 2

by a=| 1] x| o -1 1 o|=(1], [1]-[0]=14
0 1 -1 0 1 1 1 2
E5 T1+ax9+23—4=0
ry  x2 T

T2t =1 = Bi(00), B2(0/4]0), B5(0]0]4).
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

0

gin Ey: 5t —4(44+t)+5t—-20=0

(d) g: f:§>2—|—t-

t=6 = S(6]10/6)

—

()

S
2
5 A1 =B1
1
(f) - 4 —4 6
V:_'_"ﬁ2xﬁ3"B—QS:_ 41 x O1(-1|6]]|=
3 2
0 4 6
2 |1 -1 1 1 1
== 1] off-[r){=16 {11 =16-v3% =48
0 1 1 1 1
9. Gegeben sind die Ebenen
3 2 1 6 0 1
E1I r=13 +A| -1 —i—,u —2 ,Ezl r =10 +o 11 +710
3 1 2 6 -1 0
2 1 1 1 1 5
Ey: =12 +r|-1] +s 11, E,: 2 =[1]+t|1]|+k|—4
2 1 -1 1 0 5

Berechne alle Schnittmengen zwischen jeweils zwei der gegebenen Ebenen.

Lisung: Man verschafft sich zuniichst einen Uberblick, indem man mit Hilfe des Kreuzprodukts
Normalenvektoren der Ebenen berechnet:
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4.3 Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen

Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:

Eq To+x3—6=0 (1)
Ey: To+x3—6=0 (2)
FEs - To+x3—4=0 (3)
Ey: 521 —dxre — 923 +9 =0 (4)
EiNEy,=F| = F,, ElﬂEnggﬂE;J,:@
FE1 N Ey: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:
(1) — To =06 — A (5)
4) = 51 —dxe =9A — 9 (6)
(5) in (6) : 521 —30+B5A=9A -9 (7)
4 21
frg —)\ —_
T 5 + 5
21 4
£ : 5 4
EFiNEs=FENE;=g: T = 6 | +A| -1 =1|5]+upl|-5
0 1 1 5
FE3 N E4: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:
3) = o =4 — A (8)
(4) - 5x1 —Hro =9X—9 (9)
(5) in (6) : 521 —204+5A =9A —9 (10)
4 11
= N —
M=t
N
EsnEy=h: Z=4|4+X|-1])=(3]+n]|-5
0 1 1 5

10. Berechne die Schnittmengen der Ebene E : 4x1+ Txs+4x3 —20 = 0 mit den Ebenen

4 6 3
Ell T = 21 +X| -2 —i—,u —2 und EQI —l’1+5l’2—$3—22:0
3 3 2

Losung: Mit Hilfe des Kreuzprodukts berechnet man den Normalenvektor von Fj:
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

Die Gleichungen der Ebenen in Normalenform:

E: dry + Trg + 403 —20=0 (1)
FEq 201 — 319 — 623 +4 =0 (2)
Es - —x1+ 519 —x3—22=0 (3)

E N E;: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen x3 = A:

E: dxy + Txg +4X—20=10 (4)

B : 921 — 33 — 6A+4 =0 (5)

(4) —2-(5) : 1325 + 16X = 28 (6)
28 16

x2:1—3—1—3)\ (7)

(7) in (4) : 4x1+7i—§8—7i—;6)\+4)\:20\:4 8)

x1+i—§—i—§)\—|—)\:5 (9)

7= 1o+ 7oA (10)

L (16 N -8 15
ENEi=g: F=42|28|+5(-16]={12]+p|-16
0 13 -8 13

E N Ey: Zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, wir setzen z3 = A:

E: dry + Txg +4X—20=0 (11)

Es - —x1+5r9—A—22=0 (12)

(11) +4-(12) : 971y = 108 (13)
(14) in (12) : ] =—-2—A (15)

-2 -1
ENEy=h: Z= 41+ A 0
0 1

4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

1. F ist der FuBpunkt des Lotes von P auf E, P’ ist der an E gespiegelte Punkt P.
Bestimme die HNF von E und berechne den Abstand d(P, F) und die Koordinaten
von F und P’.
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

4 6 3
@ E: d=-2|+x[-2]+u|-2] P(-4]5-2)
3 3 2

(b) E: 9y + 1225 + 20z5 — 205 = 0, P (—6]22|31)

(c) E enthélt die parallelen Geraden

-5 0 7 0
g: = 3| +A[1]) wndh: Z=[-1]+A[1], P(5]4]—3)

0 1 2 1

6 3 2 2 4
Losung: (a) i=[—-2|x|-2|=[-3], [-3] - |-2|=8+6—-18=—-4 =

3 2 —6 —6 3

E 201 — 39 — 63 +4 =0

2 3 6 4
HNF von FE : —?x1+?x2+?x3—?:0

i(P, E) = —2.(=4)+3-5+6-(—2)—4

7

=1

1 —2 1 —26
6 —20

L2
F'=F-2.d(P.E) iig== | 29

(b) HNF von E- 921 + 1229 + 2023 — 205 -

—26

25

(=6)+12-22+20-31 —2
d(P7E):9(6)+ +20-31 205 _

0

25

25

v ~15
=g (12) = F=P-dP.E)ig=| 10
20 11

—24
P=P—2.dPE) iy=| -2

(¢) Richtungsvektoren von E:
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

561—{—2562—2563—1_

HNF von E: 3 0

1-54+2-4—2-(=3)—1

d(P,E) = =6

2. Gegeben sind die Punkte A(0]2|3), B(1]—2|6) und C'(—4|2|15) und die Geradenschar

-1 a
ga:?: 2 + A 1
6 a-2

(a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene E durch die Punkte A, B

und C.
(b) Geben Sie die Schnittpunkte der Ebene E mit den drei Koordinatenachsen und
die Gleichung der Spurgeraden in der zsx3-Ebene an.

(c) Fiir welchen Wert von a ist die Gerade g, parallel zu E. Priifen Sie ob diese in
E enthalten ist.
(d) Beschreiben Sie die Lage der Geraden aus der Geradenschar.

Lésung: (a) z. B. 6x1 + 3xg + 223 = 12

0 0
(b) S1(2(0]0), S2(014]0), S5(0]0[6), X = ( 4 ) +>\( 4 )

0 -6

liegt in

-1 0 1
(d) ebenes Geradenbiischel, g, : X = ( 2 ) +A ( 1 ) + Aa ( 0 )
6 -2 1

3. Die Ebene F; enthélt die Punkte A (3|6]1), B (—3|6]5) und C (—3| — 3]3).
(a) Stelle die Gleichung von E; in der vektorfreien Normalenform mit mdoglichst
kleinen ganzen Zahlen auf.

(b) Eine weitere Ebene FEj ist durch die Gleichung
EQI 6$1+6$2+7$3+15:O

gegeben. Berechne den (spitzen) Schnittwinkel der Ebenen E; und Fj.

153



4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(c¢) Untersuche, ob C € E, gilt.

(d) s; und sq sind die Spurgeraden von E; und Ej in der xjxo-Ebene. Schreibe die
Gleichungen von s; und ss in der Form xo = f(z7) und berechne die Koordinaten
des Schnittpunktes S der beiden Spurgeraden.

(e) Zeichne alle bisher gegebenen und berechneten Grofien in ein Schriagbild. Zeichne
auch die noch fehlenden Spurgeraden von FE, ein.

(f) Zeichne die Schnittmenge E; N Ey in das Schriagbild ein. Gib eine kurze Be-
griindung deines Vorgehens.

—6 -3 —6 36
Lésung: (a) AB = 0ol=2| 0], AC=[-9 , Ty = AB x AC = [ —12
4 2 2 54

6 6

i, =6|—-2], wir wihlen 7; = [ -2

9 9

3
Mit d =0A = | 6| folgt 11@da=6-3—2-6+9-1=15 und damit
1

ﬁl(f—a)zo — FEi: 61 —229+923—15=0

6
(b) 7ty = [ 6|, |7 = V62 +22+92 =121 = 11, |fis| = V62 + 62 + 72 = V121 = 11
7

nlﬁg 87
COSs =TS S = T — — 4:4,030
P el 121 v
(c) Cin By 6-(—=3)+6-(=3)+7-3+15=0 = Ce€Fy
(d) 3 =0 in Ei: 6x1 — 219 =15 — S1: Xo =3 — 7,5

r3=01in Fy: 6x1+6x9o=—-15 = S9: 290 =—21—2,5

5
s1Nsg: 37 —7b=—-x1—-2,b = ”“:Z

4

S
|
|
|
|
I

15 15 15 51 15
= SN S< wnzo>:sa2m—&mm)

(e) Achsenpunkte von Ep: Aj (—2,5]0/0), Az (0] — 2,5]0), Az (0[0| — 1_75)
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

52

(f) Da Ej und Ey nicht parallel sind (71 [[72) ist die gesuchte Schnittmenge eine Gerade
g. Wir kennen zwei Punkte, die in beiden Ebenen liegen: S und C. Also ist

EFiNEy=g=85C

4. Gegeben sind die Geraden

g: T=a+ A, \€eR und h: Z=b+uv, peR

mit
13 —4 2 2
a= 0, u= 31, b= 8 und U= 0
-1 1 10 -1

(a) Berechne die Koordinaten der Spurpunkte der beiden Geraden und zeichne die
Geraden mit Spurpunkten in ein Schriagbild (verwende fiir die Zeichnung eine
ganze Seite im Hochformat). Zeichne auch die Projektionen ¢’ und A’ der beiden
Geraden in die x;22-Ebene ein. Wo schneiden sich ¢’ und h’?

(b) Zeige, dass die Geraden windschief sind und berechne ihren Abstand d.

(¢) Berechne die Koordinaten der Punkte P € g und Q € h mit PQ = d und zeichne
sie in das Schrigbild ein.

(d) Wir stellen uns g und h als straff gespannte Stahlseile vor. An h ist ein weiteres
Seil der Lange s befestigt, das senkrecht nach unten héngt (parallel zur xzs-
Achse) und dessen Aufhéngepunkt frei auf h gleitet. Wie grof§ darf s hochstens
sein, damit das untere Ende des gleitenden Seils die Gerade g niemals beriihrt?
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

Liosung: (a) Spurpunkte von g:  Giz (9]3|0), Gi3(13|0] — 1) = A, G23(0]9,75|2,25)
Spurpunkte von h:  Hjs (22]8|0), kein Hy3, da h parallel zur z1z3-Ebene, Hos (0|8|11)

Setzt man die xo-Komponenten der Geradengleichungen gleich, dann folgt A = % und
damit fiir den Schnittpunkt von ¢’ und h': S’ (g‘S‘O)
3

11

(b) gNh: AN+ 20 =11 (1)
32 =38 (2)
A p=11 (3)
(2) und (3) = )\:g, ,u:% 4)
(4) in (1) 2 ra
\IS,/ rS

(1) also nicht erfiillt, d.h. g und h haben keinen Schnittpunkt. Da die Richtungsvek-
toren nicht parallel sind, sind g und A windschief.
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(¢) Ein Normalenvektor zu den beiden Richtungsvektoren ist

(99 10
010 (3]

(d) Mit PQ = ditg, P=aG + Md, G = b+ pund G = P + PO folgt

13— 4\ +3=2+2u (1)

3IN+2=8 2)

1A +6=10—p (3)

(1) und (2) = A=2, pu=3 (4)

(e) Segd = 3A=8 = A= %. Der Punkt S € g, der senkrecht iiber S’ liegt,
hat die Koordinaten S (% ‘8 g)

Sehh = 2+2u= % = u= %. Der Punkt T € h, der senkrecht iiber S’
liegt, hat die Koordinaten T (% ‘8‘ %). Das Seil darf maximal die Lénge

59 5 49 _
S—F—g—g—8,16
haben.
5. Gegeben sind die beiden Geraden
-5 0 7 0
g: T = 3l +A|l1 ) undh: T=| -1 +X|1
0 1 2 1

und der Punkt P (54| — 3).
(a) Berechne den Abstand d(g,h) der beiden Geraden.
(b) Berechne die Abstande d(P, g) und d(P, h).
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(c) Wie lauten die Koordinaten der FuBipunkte Fy und F), der Lote von P auf g und
h?

(d) Spiegelt man P einmal an g und einmal an h, erhélt man P, und P, . Berechne
die Koordinaten dieser Spiegelpunkte. Schragbild!

12
Lésung: (a) gl|lh, A ist Aufpunkt von g, B Aufpunkt von h: @ = 1@ = (4) , U= (1)
2 1

@ ist der Winkel zwischen @ und v:
w-v 2 -1

a7~ 2v/Al-v2 VAL 2
sinp = 1/1 —cos?p = 1—i—L
e PN TR T B

CoS @ =

— 9-2v41
d(g,h) = ABsinp = ———— = 9v/2
10 0
W= = , U= , a ist der Winkel zwischen @ und v
b) @ = AP 1], 7= 1], aist der Winkel zwischen @ und 7
-3 1
w- v -2 -1
cosq = ——— = =
1 Vo4
sina =14/1—cos?a=14/1— — =+
55 /55
— V110 - /54
d(P,g) = APsina = ~——— =63
(P, g) W
-2 0
F:]ﬁ: 5|,7v=11], B ist der Winkel zwischen 7 und -
-5 1
cos B = T'v_,:() — [5=90°
7] - [7]

d(P,h) = BP = /54 = 3v6
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

x3
Pg
[ g
» A LA
2 A
FQ
5 T2
B
L R
,,,,,, o
'p
z1
—1
6. Gegeben sind die Punkte A (5] — 2|1) und P (2|3|0), der Vektor ¢ = 2 | und die
1

Gerade B

g: T=A+X, AeR
(a) Berechne den Abstand d(P, g) des Punktes P von der Geraden g.
(b) Berechne die Koordinaten des FuBBpunktes F des Lotes von P auf g.

(c) Spiegelt man P an g, dann erhilt man den Spiegelpunkt P’. Berechne seine
Koordinaten.

(d) Stelle den ganzen Sachverhalt in einem Schrégbild dar.
Lésung: (a) ¢ =< (6,@)

P 7. AP 12 2./6
AP=p—-A= 51, cos p = :\/6-\/%:\/%
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

d(P,g) = |AB|siny = [AB|v/1 - cos? o = V35 - 1—§—§:¢ﬁ

(b) Da cos¢ > 0, folgt

N NS 9
AR = APl 5 _ |AP[cosy F—o5=| 4
U U 6

2

U U=

ﬁﬁ+ﬁ(

W N W

) oder F(3|2]3)

2 1 4
P'=TP 4 2PF = (3) 42 (1) - (1) oder P’ (4]1]6)
0 3 6

Y

2

7. Vom Quader ABCDPQRS kennt man A (0]0]0), B (6]/0]0), C(6]/10]0) und S (0]104,5).
(a) Wie lauten die Koordinaten der anderen Punkte des Quaders?
(b) Gib eine Gleichung fiir die Gerade g = PC in der Parameterform an.
Zeichne ein Schragbild des Quaders und zeichne g ein.

(c) Die Ebene E; enthilt den Punkt S und steht senkrecht auf g. Stelle in nachvoll-
ziehbarer Weise eine Gleichung von Ej in der (vektorfreien) Normalenform auf,
deren Koeffizienten moglichst kleine ganze Zahlen sind.

[Zur Kontrolle: E;:  24x; + 40zy — 1823 — 319 = (]
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(d) Berechne die Koordinaten des Schnittpunktes F von E; mit g und berechne
damit den Abstand d(S, g) des Punktes S von der Geraden g. Zeichne F in das
Schréagbild ein.

(e) Berechne den Abstand d(B, F) des Punktes B von der Ebene FEj.
(f) In welcher Bezichung steht die Ebene

Ey: —3x1+423=0

zu unserem Quader?

(g) Wir betrachten die Geraden a = AD (z3-Achse) und h = QR. Berechne die
Koordinaten der Punkte Ay und T mit {As} = EyNa und {T} = E;Nh. Weiter
gilt {Y} = By N BC mit Y (6]22]0) (Beweis nicht erforderlich). Veranschau-
liche die Ebenen F; und FEs, indem du die Schnittmengen dieser Ebenen mit
unserem Quader (Parallelogramme) mit verschiedenen Farben in das Schrigbild
einzeichnest.

(h) Stelle eine Gleichung der Schnittgeraden s = E; N Ey mit moglichst einfachen
Zahlenwerten auf. Zeichne s in das Schragbild ein.

Lésung: (a) D(0]10]0), P (0]0]4,5), Q (6/0|4,5), R (6]10]4,5)

0 6
b) g: #=P+PC=| 0| +xr[ 10
4,5 —4,5

€3
5 p 3
g9
h =
T
Q
5 R
2 S D
A F Ao 10 o2
6
B Y C

1

12 12 0
(c) My =2- PC = ( 20) ist Normalenvektor von Ey. it} - S = ( 20) : ( 10) = 159,5.

-9 -9 4,5

it =2 = Ey: i (F—5) =24z + 402y — 1823 — 319 =0

9 9

24-6)\—1—40-10)\—18-<§—§)\>—319:0 = 625\ =400
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

% 3,84
=|2| =640

81

& 1,62

ni — =,
= (B-8§
il ( )

d(B,Ey) =

24 —06
1 175
— | 40]-[10]|="~=35
50 (18) () %0

(f) Jeder Punkt (0]z2|0) erfiillt die Gleichung von Es, d.h. die z2-Achse ist in Fs ent-
halten. Weiter erfiillt jeder Punkt (6|z2|4,5) die Gleichung von Es, d.h. die Gerade
h = QR ist auch in E5 enthalten. Fs ist also Diagonalebene in unserem Quader.
319

(g) FiNna — x1=23=0inFE; — $2:E = Ay (0|7,975|0)
32

EiNnh = z1=6undzy=3inE = =0 = T (6]6,4]4,5)

0 6 0 80
(h) s=AT = s: F=[32|+X|-3)=[797|+pn|-21
0 o 0 60

8. Das Quadrat ABCD mit A (0[0|0), B(76/0|0), C(76|76]0) und D (0]76|0) ist die
Grundfliche einer geraden Pyramide mit der Spitze S (38|38]56) (die Zahlenwerte
verstehen sich in Metern). Weiter sind folgende Punkte gegeben:

M; : Mittelpunkt von [AC]
My : Mittelpunkt von [CD]
M; : Mittelpunkt von [DS]
My : Mittelpunkt von [MaS]

(a) Zeige durch Rechnung: Ms (19]57|28) und M, (38]57|28).

(b) Entlang der Geraden g = M;Mj3 und h = BM, verlaufen zwei Géange durch die
Pyramide. Stelle die Gleichungen von g und h auf und erstelle ein Schragbild
der Pyramide mit den Géngen (Einheit: 10m=1cm).

(c) Die Ebene E; enthélt den Punkt S und steht senkrecht auf h. Stelle in nachvoll-
ziehbarer Weise eine Gleichung von F; in der (vektorfreien) Normalenform auf,
deren Koeffizienten moglichst kleine ganze Zahlen sind.

[Zur Kontrolle: E;:  —38x; + 57wy + 2823 — 2290 = (]

(d) Eine Grabkammer G befindet an der Stelle im Gang h, die von der Spitze S die
kleinste Entfernung hat. Berechne diese kleinste Entfernung d und die Koordi-
naten von G. Zeichne G in das Schragbild ein.
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4.4 Abstand- und Winkelbestimmung

(e) Eine Ratte lebt im Gang g, eine Maus im Gang h. Wie nah konnen sich die
beiden Tiere kommen?

0 38 19
— = 1 1
Lésung: (2) M; (76]38]0), M (38]76]0), My = D + -DS = [ 76 | + = | =38 | = [ 57
2 2
0 56 28
NN 38 1 0 38
My = My + §M2 =|76| + 5 =38 = |57
0 56 28
. 76 —57
(b) ¢ =M +uMM3=|38] +pu 9], pelR
——
v 0 28
N 76 —38
h Z=B +ABMs=]| 0]+ 571, el
~—~—
v 0 28
z3 |
5 4
S
=x2
& B
T
—38 38
_, S S . - g
(c) 1 = ¥ = BMy ist Normalenvektor von Ey. 7iy-S = 571 - | 38 | = 2290.
28 56

—  Ey: (& —S) =38z, + 57xy + 285 — 2290 = 0

(d) G ist der Schnittpunkt von h mit Ey. h in Ej:

1
—38- (76 — 57TA\) +57-57TA +28-28A —2290 =0 — :24—;§
G () o (Y (e
0 5477 28 5477 144984 26
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4.5 Anwendungen

J—GS — 3814281 ~ 33.6
V5477

(e) Gesucht ist der Abstand d(g,h) der beiden Geraden:

& & & 5728 — 2819 1064 8
A =txid=|-38 57 28 |=[-57-28+38 28| =[-532| =133 [ -4
57 19 28 —38.19 + 57 - 57 2527 19
8
i=|—4
19
B} 8 0
— = 1 —4-38 152
d(g,h) = | = - (M; — B)| = |—- [ -4]| - [38]|= ==
H 21\ 0 21 21

4.5 Anwendungen

1. Von einem brettebenen Slalomhang (Ebene E) sind die Punkte A(0]0(40), B(50/200)
und C(—20|55/20) bekannt (alle Koordinaten verstehen sich in Metern).

(a)
(b)
(c)
()
(e)

Stelle die Gleichung von E in der vektorfreien Normalenform mit mdoglichst
kleinen ganzen Zahlen auf.

Berechne die fehlende Koordinate des Startpunktes S(—10[s2|60) auf dem Hang.

Berechne die Koordinaten der Achsenpunkte A; und Ay von E (Schnittpunkte
von E mit der x;- und xo-Achse). Zeichne alle bisher behandelten Punkte und
die Spurgeraden der Ebene E in ein Schréigbild (Einheit: 10m =1 cm).

Welchen spitzen Winkel ¢ schlieft £ mit der x;z9-Ebene (Talboden) ein? Welche
Steigung (in Prozent) hat demnach der Slalomhang?

Zeige, dass die Spurgerade ¢ von E in der zyxo-Ebene (wir nennen sie die Tal-
linie) durch die Gleichung
t: x9=70—21

beschrieben wird.

Ein Abfahrer féhrt geradlinig und auf dem kiirzesten Weg vom Start S ins Tal
und erreicht die Tallinie im Punkt Y(y|y2|0). Berechne die Koordinaten von Y
und die Lénge SY.

—
Tipp: Verwende den Vektor A;As.

Ein Bauer, dem das viereckige Grundstiick A;A;CS gehort, mochte es als Bau-
grund fiir 400 € pro m? verkaufen. Welchen Preis wiirde er dabei erzielen?
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4.5 Anwendungen

50 5 —20 4
Losung: (a) AB=| 20| =10 2|, AC=| 55| =5 11
40 4 —20 4
2 & & 2. (—4) — (—4)-11 36
A =ABxAC=50-] 5 2 —4|=50]|(-4)-(—4)—5-(—4)| =50 36
4 11 —4 511 -2 (—4) 63
4 1800 4
i =450 4| = | 1800 | , wir wihlen 7= |4
7 3150 7
H 0
Mit @ =0OA = | 0] folgt id = 7-40 = 280 und damit
40

nZ@—ad)=0 = E: 4dz;+4xy+Tx3—280=0

(b) SEE = 4-(—10)+4sp+7-60=280 = sp=—25

(c) Airzg=23=0
= 421 = 280
— a1 =170

Azlxl 2563:0
= 4x9 = 280
= 29 =170

0
(d) Normalenvektor der z1z9-Ebene: 5= | 0|, || =42 +42472=v81=9
1
€3 7 o .
cos p = = = ¢ =238,94°, Steigung: tan ¢ = 80,8%

€] - [al 19
(e) Es geniigt zu zeigen, dass A; und Ay auf ¢ liegen:

H70)=0 = Ajet, t0)=70 = Ayct

165

xT

e |



4.5 Anwendungen

~70\ . [m+10
(f) Yet = Y(y1|70 - y1|0), AjAs = 0], SY=[95 -1y
0 —60

— =
Y

AlAQLS—YZ = AjAy-SY = _70(y1 + 10) + 70(95 - yl) =0

-y —10495 -y =0 = y; =425
Yo =70 —y; =275 — Y(42,5‘27,5’0)

52,5
— ’ =
SY = (52,5) = SY =+/2-52,52 + 602 ~ 95,5

60
70 ~10 —20
(@) AsA; = [-70], AS=[-95], AC=][-15
0 60 20
& & & 4200
A8 x AgA; = | —10 —95 60 | = | 4200 |, ‘A‘2§><A2A1‘:9450

70 =70 O 7350

ACxAS=|-20 —15 20 | = 1000}, ‘Aﬁxﬁ‘:z%o

~10 —95 60 1750
1 1
in‘A‘ngAgAl‘+§‘1@x1?2§‘ — 5850

Preis: 3,51-10°€

€1 € €3 (1000

2. (a) Versuche, moglichst viel iiber die Losungsmenge der Gleichung
ixi="b

mit dem unbekannten Vektor 7" herauszufinden. Verwende eine sauber beschrif-
tete Zeichnung als Uberlegungsfigur und die géngigen Formeln fiir das Kreuz-
produkt. Unterscheide die Falle ¢1b und @ f b.

(b) Gib mindestens zwei Elemente der Losungsmenge von
5 2

Ol xz= |11

-1 10

an (am besten natiirlich die ganze Losungsmenge).
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4.5 Anwendungen

-,

Lésung: (a) Fall 1 (@ L b): oy

Da d x # immer senkrecht auf @ steht,
ist L = (.

Fall 2 (@ L b):

#lb — Z|Emit E: bf=0

@ x Z| = |d| - |T|sinp = |b] =

-

. 5]

a = |7 sing = =2

||
bxd |b
PSR LR il
b x al |dl

l‘)’ —
7 f:)\6+¥/\)\eﬁ} (1)

||
al al asT3 — a3x bl
Oder: axr=|ay| X |xz2| = |azz1 —arzs | = | bo ==
as xs3 a1T2 — agxq bs
azxrs by ajxrz by
pp=— Ly =T 2
as as as as
a3 ba ba
T a3 %3 3 aq %3
r=|xzo | = _azzgs_é :a—' az | + —é
3
T3 T3 as 0
. T3
Mit A = — folgt
as
1 by
F=Xa+—-|—b (2)
as O

(dquivalent zur obigen Lésung, nur anderer Aufpunkt)

& & & ~11
(b) Mit (1): bxa=|2 11 10 |=| 52|, |@>=26
5 -1 ~55
5\ , (-u
L={F|F=A| 0]+ | 52| AXER
-1 ~55
Mit (2):
5 11
L=Sz|Z=x[ 0| -[-2] AXeR
-1 0
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z.B.
Ao |1 |2
—11 —6 -1
T 2 2 2
0 -1 -2
Oder:
51 52 53 T2 2
) 0 -1 |=|—-21—523] =|11 -
5xo 10

r1 T2 X3

o =2 und z1 = —bzr3 — 11

3. Auf Kollisionskurs

Ein Korper K bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit o, zur Zeit ¢; befindet
er sich am Ort ;. Der Ort von K zur Zeit ¢ ist dann

Z(t) =2 + (t — t1)7,
die Gleichung der Bahnkurve (Gerade g) von K lautet:
g: =+, AeR

Aus dem Protokoll einer Flugiiberwachung:

Flugzeug Zeit rinm yinm zinm v, in% v, in3 v, in7
Airbus | 00:00:00 10000 2000 3000 —20 —100 20
Kampfjet | 00:00:39 9500 1000 1600 —100 —200 120

(a) Berechne die Betrage der Flugzeuggeschwindigkeiten.

(b) Unter welchem Winkel, gegebenenfalls nach einer Parallelverschiebung, schnei-
den sich die Flugbahnen?

(c) Wo sind die beiden Flugzeuge, gerade Flugbahnen vorausgesetzt, auf der Hohe
null gestartet?

(d) Untersuche, ob sich die Flugbahnen der beiden Maschinen schneiden und ob es
zu einer Kollision kommt.

(e) Berechne die minimale Entfernung der beiden Flugzeuge.

—-50
Lésung: (a) U = (100) D — || = V12900 2 ~ 116 2 = 409 52
20

—100
i = (200) m— || = V64400 2 & 254 1 = 914 kmn
120
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-

(b) COsS @ = ﬁ| = 0,9506 — Y = 18,10

(c) Bahnkurven ohne Einheiten:

10000 —50
Airbus: grn: = 2000 | +A|—-100
3000 20
9500 —100
Jet: gk : o= [1000 | + p | —200
1600 120
40 . .
r3=0 = A=-150und p= 3 Die Startorte sind dann
17,5 10,83
spa=1170 ] km und sg=| 3,67 ] km
0,0 0,00
(d) gA = K = 50\ — 100p = 500 (1)
100X — 200 = 1000 (2)
—20X + 120 = 1400 (3)
(1) und (2) identisch : A—2p =10 (4)
—A+6p =70 (5)
(4) + (5) 4p = 80

=20, \=50

Die Flugbahnen schneiden sich in S (7500| — 3000[4000).
Orte der Flugzeuge:

10000 -50\
Airbus: Ta(t) = 2000 | m+t- | —100 | —
3000 20/ ®
9500 ~100
= m
Jet: Tk (t) = [ 1000 | m + (t —39s) | —200 | —
1600 120/ °

Der Airbus ist zur Zeit to = 50s, der Jet zur Zeit tx = 59s am Ort S.

(e) Die Entfernung der beiden Flugzeuge zur Zeit ¢ bezeichnen wir mit s(¢). Der Einfach-
heit halber rechnen wir ohne Einheiten:

50t — 3400 \

ft) =s(t)? = [Za(t) — T (t)]* = | 100t — 6800 | =
6080 — 100t

= 22500¢% — 2916 000t + 94 766 400
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4.5 Anwendungen

s(t) ist minimal, wenn f(¢) minimal ist:

f'(t) =45000t — 2916000 =0 = t=64,8

5(64,8) = \/22 500 - 64,82 — 2916 000 - 64,8 + 94766 400 = /288000 ~ 537

Die minimale Entfernung zur Zeit 64,8s ist also 537 m.

4. Eine straff gespannte Uberlandlei- B
tung fithrt von A (120]40|20) nach M’ B
B (40]100/30), das ebenfalls (idea-
lisierterweise) als geradlinig verlau- T

fende Seil einer Bergbahn von der
Talstation T (78| — 5|14) zur Spitze
S (78]135]s) des ersten Mastens. Al-
le Koordinaten verstehen sich in Me-
tern.

(a) Stelle die Gleichungen der Geraden g = AB und h = TS auf.

(b) Fiir welches s = s; schneiden sich g und h?

(c) Stelle den Abstand d der Geraden g und h als Funktion von s dar.
)

(d) Eine Vorschrift besagt, dass d mindestens 15m betragen muss. Fiir welches
s = So ist d genau 15m?

(e) Es gilt jetzt s = so. Fiir welches P € g und Q € h gilt PQ = d?
(f) Stelle den ganzen Sachverhalt in einem Schrigbild dar.

. 120 80 120 -8
Losung: (a) g: #=A+NAB=|[ 40+ [ 60] = 40)+x[ 6
20 10 20 1

8 0
h: T=T+uTS=|-5|+pu| 140
14 s—14

(b) Gleichsetzen von g und h:

—8\ = —42 (1
6A — 1404 = —45 2
A—(s—14)u=-6 (3
(1) —> A= % (4)
(4) und (2) : M= % (5)
. 21 153
(4) und (5) in (3) — —(s—1 )-%:—6 (6)
588
=38 = T =~ 34,6
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(c) Die kiirzeste Verbindung zwischen g und h steht senkrecht auf beiden Geraden:

0 -8 224 — 6s
n= 140 X 6] =1112-8s
s—14 1 1120
Die Ebene E enthélt g uns steht senkrecht auf 7i:
ﬁ

E: nxZ—-A)=0
Der Abstand der Geraden ist der Abstand von T zu E:

224 — 65 —42
R 112-8s |- | —45
s} = (T — A) _ 1120 6 _
|7 /(224 = 65)2 + (112 — 85)% + 1120
6125 — 21168

=15
V(224 — 65)2 + (112 — 85)2 + 1120

(6125 — 21168)? = 152 - [(224 — 65)% 4 (112 — 85)% 4 1120]
3745445% — 25909 6325 + 448084 224 = 2250052 — 1008 000s + 296 352 000

352044s% — 24901 632s = —151 732224
2 o 49408 602112

1397 1397
49408\* 494082 — 602112 - 1397 400007
(s 1307 ) - 13972 ~ 13972
49408 , 40000

+

1397 (5) 1397

4
§ = S9 = 64, <53 9408 = 6,73)

S =

1397
78 0 78 0
) s=64 — h: F=T+uTS=| 5|+ |140|=(-5|+pu(14
14 50 14 5)
—2
Weiter folgt aus s = 64: 77 = | —5 | mit |7] = 15. Da 7 nach oben zeigt und h iiber g
14
N 120 -8 N 78 0
verlauft, folgt mit P = [ 40 | + A 6| und Q=1|-H]+upl|l4
20 1 14 5)
PG =d-
7]
und damit
—42 0 -8 15 -2
45 | +u 14| =x| 6) =3 |5
—6 ) 1 14

Daraus folgt A = p =5 und damit P (80|70|25) und Q (78]65|39).
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x3

40 A

1

172



5 Anwendungen der Differential- und

Integralrechnung

5.1 Integrale in der Physik

1. Wird ein Kérper unter dem Einfluss der konstanten Kraft F' parallel zur Kraftrichtung

um die Strecke Az verschoben, dann wird die Arbeit AW = F - Az verrichtet. Fiir
eine konstante Kraft gilt also
aw
Az
Ist F nicht konstant sondern eine Funktion von x, dann gilt diese Beziehung nur noch
im Grenzfall Ax — 0:
AW AW ,
A T W

Bei bekannter Kraftfunktion F'(x) ist also die Arbeit, um den Korper von z; nach xo
zu bringen:

z2
AW = /F(az) dz
z1

(a) x bezeichne die Dehnung einer Feder mit der Federkonstanten D. Berechne die
Arbeit AW, um die Dehnung der Feder von z; auf x5 zu erhchen.

(b) Fiir ein Gummiseil gilt im a-Intervall [0; 1,2 m| der Kraft-Weg-Zusammenhang
0 . N N
F(r)=Dr+Cr™ mit D=50— und C=105—;.
m m

Zeichne den Grafen von F' im Intervall [0;1,0 m]. Berechne die Arbeit W(z),
um das Gummiband von null bis z zu dehnen. Berechne speziell W (1,0 m) und
W(1,2m).

(c) Die Gravitationskraft auf einen Korper der Masse m in der Entfernung r zum
Erdmittelpunkt ist fir » 2 R (R = 6380 km ist der Erdradius)

B GMm

2

F(r)

r

mit G = 6,67 - 107 krg—; (Gravitationskonstante) und M = 5,97 - 10?* kg (Erd-
masse). Berechne die Arbeit W (r), um die Masse m von der Erdoberfldche bis
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5.1 Integrale in der Physik

in die Entfernung r vom Erdmittelpunkt zu befordern. Wie gro8 ist W (r) fir
r — oo? Mit welcher Mindestgeschwindigkeit vy miisste man einen Korper an
der Erdoberfliche senkrecht nach oben abschiefen (keine Luftreibung), damit
er die Erde endgiiltig verlassen kann?

(b) F
W(m):/F(a?)dj:/(Dj+Ci20)dj: """""
0 0 1O
= 2532+£j21 x_ D 2+£x21_ """""
27 o217 |, 27 Tt ‘
N N 5 I
W(lm)=30J, W(1,2m)=260J |
0 1 T
/ f GMTI’L [ dz
R R R
11" 1 1
:GMm[——] =GMm (———)
T|p R
GMm
Jim W(r) = —p—
m GMm 2GM km
gvS:T = = T:11,2_

2. z(t) ist der Ort eines Korpers zur Zeit ¢. Seine Geschwindigkeit ist definiert durch

v(t) = (t) = 4 und seine Beschleunigung durch a(t) = o(t) = 9.

(a) Die Beschleunigung a ist eine bekannte Funktion von t¢. Driicke v(¢) und x(¢)
durch Integralfunktionen mit der unteren Grenze t, aus.

(b) a ist jetzt konstant. Driicke v(t) und x(t) durch die Anfangswerte vy = v(to)
und xy = z(ty) aus.

(c) Die Masse eines Lastwagens, der stetig Sand verliert, ist m(t) = mo — at fiir
0=t =t mit m(t;) = 5. Fiir 0 < ¢ < ¢; wirkt die konstante Antriebskraft F
auf den LKW. Berechne v(¢) und z(t).

Zeichne fiir ' = 10*N, a = 100, v(0) = 0, 2(0) = 0 und my = 10%kg die
Grafen von v und x im Intervall 0 £ ¢ < ;. Zeichne zum Vergleich die Grafen

der Geschwindigkeit und des Ortes eines gleichartigen LKWs, der keinen Sand
verliert.
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5.1 Integrale in der Physik

Lésung: (a) v(t) = v(tg) + /a(T) dr, x(t) = z(to) + /’U(T) dr

to to

adr = v + a(t — to)

—

(b) v(t) = v(ty) +

o+

0

t
t

x(t) = x(to) + / [vo + a(t —tg)] dT = xo + |:UO7' + g(T _ tO)Q] .=
= 20+ vo(t — to) + 5 (¢ — to)?

mo mo
A —at; = — folgt t; = —.
(¢) Aus my — aty 5 olgt 1 o

¢ t
U(t)zvo—F/a(T)dT:U()—FF/L:
mo — aT
0 0

1 F

=vy+ F [ (ln\mo—aﬂ)} =v9 — — (In(mp — at) —Inmg) =

—a 0 o
F. myg—at mg

=vyg——1n
a

=vyg+ —1In
mg a  mgy—at

t t
x(t):x0+/ dT—x0+/<v0+—ln 1o >d7’
mo — aT
0

t
F
—x0+vot——/ln<1——7> dr =
Q
0
F t
:m0+v0t——<—@> [(1—ﬂ7>-{1n<1—ﬂ7> —1H -
(% « mo mo 0
- FTZO [<1—ﬁt>-{1n<1—ﬂt>—1}+1]:
« mo mo
Fmo at at at
(=) (=)l
mo mo mo

Fiir die speziellen Zahlenwerte gilt:

m t
) =—-10021n (1
v(t) s n< 100s>

t t t
z(t)=10"m | (1 - In(1-— +
100s 100s 100s
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5.2 Extremwertaufgaben

Mit #; = 50s folgt v(t;) = 69,3 — und z(t;) = 1,53 km.
S

ST — _ SR S SN | R
Ohne Sandverlust: v(t) = o~ t= 2 t und Z(t) = 5o t*=0,5 2 -

10 20 30 40 50

Wl

5.2 Extremwertaufgaben

1. Der letzte Weg des Béren Bruno wird durch die Funktion f mit der Gleichung f(z) =

1
— und Dy = R™T beschrieben.
x

(a) Zeichnen Sie den Grafen von f mit der Einheit 5cm im a-Intervall [0,8; 2].

(b) Der Bar wandert geméchlich von links nach rechts auf dem Grafen von f. Im
Ursprung O des Koordinatensystems sitzt ein feiger Jaga, der Bruno genau
dann erlegt, wenn er von ihm die kleinste Entfernung hat. Driicken Sie die
Entfernung s zwischen dem Béren und dem Schiitzen durch die z-Koordinate
des Béren aus und berechnen Sie die Koordinaten von Brunos Schicksalsort
B (z0|yo). Nachweis nicht vergessen, dass es sich tatsdchlich um ein Minimum
handelt!

(c) Wie lang ist die tatsiichliche Schussweite so = OB, wenn der in (a) gezeichnete
Weg einer Karte im Mafstab 1:2000 entspricht?
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5.2 Extremwertaufgaben

Lésung: (a) vy (b)
1, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
B
S
Yo
o ! ! ! ! i XO} ! ! ! ;2X (C)

§(xg) =0 = x0=26~1122
Yo = f(zo) = 273 ~ 0,7937

lim s(z) =4occund lim s(z)= +oo
r—0t+ T—+00

und nur eine Nullstelle von s/ —
relatives Minimum bei B (x0|yo)

V325

~ 1,375
2 )

s0.= /o8 +45 =

In der Zeichnung hat sg die Lénge 5 - 1,375cm = 6,875 cm, in der Wirklichkeit also

2000 - 6,875 cm = 137,5m.

2. Die Lichtgeschwindigkeit fiir verschiedene Medien betrigt <, wobei ¢ = 3,0- 108% die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n die Brechungszahl des Mediums ist. Zeigen
Sie, dass die Aussage ,,das Licht nimmt den Weg mit der minimalen Laufzeit* dqui-
valent zu folgenden Gesetzen der geometrischen Optik ist:

(a)

s1 52
Y2

Y1

(b)
52
Y2
az

xr1

x2

o

Y1
S1

(a) Bei der Reflexion von Licht ist der Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel.

sin o N9

(b) Bei der Brechung von Licht an Grenzflichen gilt — =

_sitsy Vel t i+ —21)? 443

Lésung: (a) t

sinog ng

c c
dt x z sin vy — sin «
0=-——=1_ 2 _2""71" 7™ 2:>a1:a2
dxq cs1 €S9 c
(b) ¢ = 511 n San2 m\/x% —l—y% n nay/ (1 —x1)? +y§

& C C &
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dt niry  N9Ts nisina; — no sin ay ni sin o
dxq cSqy cS9 c ng  sinog

3. Die optimale Dose

(a) Aus Metall soll eine zylindrische Dose mit einem vorgegebenem Volumen V
hergestellt werden. Fiir welchen Radius ist der Materialverbrauch minimal?
Fiir die Rechnung soll der Materialverbrauch fiir Falze unberiicksichtigt bleiben.

(b) Aus Metall soll eine zylindrische Dose mit einer vorgegebenen Oberfliche A

hergestellt. Fiir welchen Radius ist das Volumen maximal?
Losung: (a) V =r?rh= h(r) = 24= = A(r) =2r’r + 2L

Ar)=0&r={ L.
Da A(0) = co und ll)m (r) = oo handelt es sich hierbei um ein Minimum.

(b) A=2rm(r+h)= h(r)= % —r=V(r)= %Ar — 37
Viiry=0&r= w/%.
Aus einer Grenzwertbetrachtung von V(r) schliefit man auf ein Maximum.

4. Zerlegen Sie 15 so in eine Summe, dass das Produkt maximal ist.

Lisung: p(z)=z(15—2)=p'(z)=15-22=0<2="75
Maximum, da der Graph von p(z) eine nach unten gedffnete Parabel ist.

5. Aus einem Draht der Lange 120 cm wird das Kantenmodell eines Quaders hergestell.
Die Seite b ist doppelt so lang wie die Seite c. Wie grofl muss die Lénge der Seite ¢
gewihlt werden, damit das Volumen des Quaders maximal wird.

Losung: b=2c,a=30—-3c=V(c)=(30—3c) -2c-c
V'(c) =120c — 182 =0 < ¢; =0,c0 =% =6
Maximum, da V'(6) > 0 und V'(7) < 0.

wino

6. Aus einem quadratischem Stiick Karton der Seitenldnge 1 m soll eine quaderformige
Schachtel (ohne Deckfléche) mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch z aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benétigte Flache unberiicksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe x ist das Volumen der Schachtel maximal?

(¢) Geben Sie das maximale Volumen der Schachtel an.

Lésung: (a) V(z) = z(lm — 22)? = lm?z — 4maz? + 423
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(b) V'(z) = 1m? — 8mz + 122° = 0 & 21 = 3m oder x5 = %m

V(0)=V(im)=0.
V"(z) = —8m + 24z = V" (tm) = —4m < 0 =
Maximum bei x9 = %m.

(c) V(gm) = Fm®

7. Aus einem quadratischem Stiick Karton der Seitenldnge a soll eine quaderférmige
Schachtel (ohne Deckfliche) mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch x aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benétigte Flache unberticksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe z ist das Volumen der Schachtel maximal?

(c) Geben Sie das maximale Volumen der Schachtel an.
Léosung: (a) V(z) = x(a — 22)? = a’v — 4ax® + 423

(b) V'(z) = a* — 8ax + 122° = 0 & x1 = a oder 2 = %a
V(0) = V(3a) = 0.
V"(z) = —8a+ 24z = V"(3a) = —4a < 0 =
Maximum bei x9 = %a.

(c) V(ga) = Fa®

8. Aus einem rechteckigem Stiick Karton der Seitenldngen a und b soll eine quaderformi-
ge Schachtel mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch z aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benétigte Flache unberticksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe z ist das Volumen der Schachtel maximal?

Léosung: (a) V(z) = x(a — 2z)(b — 27) = abr — 2(a + b)z? + 423
(b) V'(x) =122% —4(a +b)r +ab=0 &
z1=g(a+b+ Va®>+b?>—ab) oder zy = (a +b— Va2 + b> — ab)
V' (x) = —4(a + b) + 24z =
V"(z1) = 4vVa? + b — ab > 0 = Minimum bei x;
V' (x9) = —4vVa? + b? — ab < 0 = Maximum bei z5.

9. Die Punkte (z|f(x)) auf dem Graphen der Funktion f(x) = x?—22%+1 erzeugen mit
den Punkten X(z[0), Y(0|f(x)) und dem Koordinatenursprung O(0[0) ein Rechteck
der Fliache A(z).

(a) Berechnen Sie die Punkte des Graphen der Funktion f(z) mit waagrechter Tan-
gente.
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Lésung:

11.

Lésung:
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(b) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) und zeichnen Sie fiir einen Punkt
das zugehorige Rechteck ein.

(¢) Geben Sie die Koordinaten des Punktes P an, bei dem die Fldche des Rechtecks
maximal ist.

(a) fl(z) =42® —dz =0= 21, =0, 293 = £1

(b)
(c) A(z) = (z- f(z)) =52t - 622 +1=0=
T1p =156 £v/36—20) = 5(6£4) = 21 =1, 23 = 15

(z) =
A"(1) > 0, also Minimum.
(%) = —%\/5 < 0, also Maximum. Also: P( %\/5|0,64)

In einen Kreis mit Radius 2 um den Koordinatenursprung (0[0) soll ein Trapez mit
moglichst grofler Fliache einbeschrieben werden. Zwei Punkte des Trapezes liegen auf

der z-Achse.
(a) Driicken Sie die Koordinaten der vier Ecken des Trapezes in Polarkoordinaten
aus.
(b) Geben Sie einen Term zur Berechnung der Fliche des Trapezes an.

(¢) Berechnen Sie die Fléche fiir ¢ = 30°,45°,60° und 90° (¢ ist der Winkel zwischen
der z-Achse und der rechten oberen Trapezecke).

(d) Fiir welchen Winkel ¢ ist die Flache des Trapezes maximal?
P(2]0), Q(r cos p|rsing), R(—r cos p|rsing), S(—2/0)

A(p) = 4(1 + cos ) sin g, ¢ € [0;90°]

A(30°) = 3,732, A(45°) = 4,828, A(60°) = 5,196, A(90°) = 4

A'(p) = 4(cosp + cos? p — sin? p) = 4(cos p + cos(2p))
= 8-cos(3¢p) - cos(ip) =0=¢=60°

Betrachten Sie ein Dreieck mit den Ecken A(—alb), B(a|b) und C(0|1), dessen Ecken
auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt M(0|0) und Radius 1 liegen (a > 0).

(a) Zeichnen Sie die Dreiecke fiir a = 0,2; 0,5; 0,7 (1 = 5cm).

(b) Berechnen Sie allgemein die Fldche A(p) des Dreiecks. Verwenden Sie zur Be-
schreibung den Winkel ¢ zwischen MB und der a-Achse (¢ < 0, wenn B oberhalb

der z-Achse).

(c¢) Fiir welchen Winkel ist die Fldche des Dreiecks maximal?
TIP: Verwenden Sie cos? ¢ = 1 — sin? ¢ und den Satz von Vieta!

(a)
(b) A(p) =cosg- (1 +sinyp), ¢ € [-90°;90°]
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(c) Ap) = —sinp-(1+sinp)+cos?yp &
= —sinp—sin?p+1—sin?¢p
= 1-—sing —2sin?p = (1 — 2sinp)(1 +sinp) =0
1. Fall: sinp = —1. Fiir sinp = —1 folgt A(p) = 0, also kein Maximum!
2. Fall: sinp = 3 (< ¢ = 30°!).
Bei ¢ = 30° liegt ein Maximum vor, da A(0°) = 1, A(90°) =0 und A(30°) = 33 =~
1,299.

12. Aus einem Baumstamm mit kreisférmiger Querschnittsfliche (Durchmesser d, Léange
[) soll ein Balken (Breite b, Hohe h, Lange 1)

(a) mit maximalem Volumen herausgeschnitten werden. Welcher Prozentsatz des
Balkens wird genutzt?

(b) mit maximaler Tragfdhigkeit herausgeschnitten werden. Die Tragfihigkeit eines
Balkens ist proportional zu bh?. Welcher Prozentsatz des Balkens wird genutzt?

Léosung: (a) b* +h?> =d?> = V(b) = b-Vd? —b2-1. Da das Volumen immer positiv ist, ist V(b)
genau dann maximal, wenn V?2(b) = b? - (d? — b?) - [2 maximal ist = b = %d. = 64%
des Baumes werden genutzt.

(b) bh? =b - (d? — b?) ist maximal, wenn b = %d = 60% des Baumes werden genutzt.

13. Mit dem Tropfchenmodell zur Beschreibung eines Atomkerns 148t sich die Bindungs-
energie des Kerns in Abhéngigkeit von der Neutronenzahl N und der Protonenzahl
Z berechnen. Fiir die Bindungsenergie erhélt man:

(A—27)

Z2
W(Z,N) = (m,Z +m,N) 02—68A+65A2/3+5E+?7 1
3

(a) Geben Sie die Bindungsenergie fiir feste Nukleonenzahl A = Z 4+ N an.

(b) Fiir welche Protonenzahl ist bei fester Nukleonenzahl A die Bindungsenergie
mininal? Verwenden Sie dazu o = (m,, — m,) ¢ = 0,78 MeV, 3 = 0,639 MeV
und 1 = 21,7 MeV.

(c) Vergleichen Sie das in (b) erhaltene Ergebnis mit der einfachen Annahme, dass
sich in einem Atomkern etwa gleich viele Protonen und Neutronen befinden.

Lésung: (a) W(Z) = (mp — my)2Z + myAc? — 6eA + 6eAs + ﬁj—i + n%
3
(b) W(2) = —a+2 (% + %) -4y =

minimale Bindungsenergie fiir

A 1+4 A4 1+9.107°

2 14+ £45 2 1474.108. A3
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(c) Fiir kleine A erhilt man etwa gleich viele Neutronen und Protonen. Je grofer A ist,

umso mehr weicht die Protonenzahl von % ab (kleiner).

TIP: Z(A) und é mit Funktionsplotprogramm zeichnen!

14. Schwerpunkt einer Limonadendose
(a) Wo liegt der Schwerpunkt einer vollen und einer leeren Dose?

(b) Bis zu welcher Héhe muss man die Dose austrinken, damit der Schwerpunkt
moglichst niedrig liegt und daher die Dose am besten stehen bleibt.

(c) Welcher Wert ergibt sich fiir die Schwerpunktshohe, wenn die Dose eine Hohe
von 16 cm und eine Masse von 100 g hat. Die ganze Limonade soll eine Masse
von 500 g haben.

Lésung: (a) Schwerpunkt jeweils bei & (H: Dosenhdhe)

(b)
S(h) mD%—FmL%% _ mpH? + mph?
mp +mL% 2mpH +2mph

S,(h) :0<:>mLh2+2mDHh—mDH2 =0&
h=-L <—mDHiH\/mD(mD —i—mL))

mr,
Da der Term unter der Wurzel gréfer als mp ist und fiir h nur positive Werte sinnvoll
sind, folgt

1
h = m—L <—mDH+H\/mD(mD +mL)>

(c) h=0,28989H = 4,6 cm

15. Bauen Kinder aus Sand zylindrische Tiirme, sinken diese ab einer gewissen Hohe in
sich zusammen. Dabei rutscht der obere Teil fast immer langs einer schrigen Fléche,
die um 45° gegen die Horizontale geneigt ist nach unten. Wie 1488t sich dies erklaren?
Nehmen Sie dazu an, dass fiir das Abrutschen eine gewisse Schubspannung

_ Kraft parallel zur Fléche F),
7= Abrutschfliche A

erreicht werden muss.

Losung: Bei einem zylindrischen Turm ist eine Querschnittsfliche, die um den Winkel ¢ gegen die
Horizontale geneigt ist eine Ellipse mit der Fléche ng%. Die Kraft parallel zur Fléche betragt

Fysin ¢ (Fp ist die Gewichtskraft des abrutschenden Teils).

=0 = %sinqﬁcosqﬁ

o ist bei festem Fy und r2r fiir den Winkel ¢ = 45° maximal.
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Lisung:

17.

Lésung:

18.

Losung:

19.
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(a) Wann wird das Produkt zweier Zahlen mit konstanter Summe maximal?
(

b) Wann wird die Summe zweier Zahlen mit konstantem Produkt minimal?

(a) a+b=c=konst = a-b=ac—a’®= f(a)
1. Losungsweg: f'(a) =c—2a=0=>a=ic, f"(a) = -2<0
Also: Produkt maximal fiir a = %c
2. Losungsweg: f(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel = f(a) maximal am Schei-

tel (3c/%c?)
(b) a-b:c:konst:>a+b:a+§:f(a)

Ma)=1-&=0=a=%/e ['(a)=25

1. Fall: ¢ > 0, d. h. @ und b haben gleiches Vorzeichen.

Fiir a,b > 0 ist f”(a) > 0 und damit erhélt man fiir « = b = y/c ein Minimum. Fiir
a,b < 0ist f”(a) < 0 und damit erhélt man fiir a = b = —/c ein Maximum.

2. Fall: ¢ < 0 = f'(a) > 1, also kein Extremum.

Legen Sie die Punkte M und N auf den Schenkeln eines Winkels o mit Scheitel S so
fest, dass bei konstanter Fliche des Dreiecks A SMN die Liange MN minimal ist.

S S 1
Mitm:SM>0undn:SN>OfolgtAzgmnsina:>

2A 2A
mn = — und m =
sin o nsin o
. 4A? 4A
MNQ:mQ—i—nQ—QmTLCOSOé:ﬁ‘FnQ_ :f(n)
n?sin” o tan

4A% 24 24
fln)=0«=n'=——=n=y/—m :
SN~ « Sin & SIn &

Wie muss man einen Stab der Lénge [ in zwei Stiicke zerbrechen, damit das aus den
Teilstiicken gebildete Dreieck maximale Fléache hat?

I = a+b. Die Dreiecksflache A = absin « ist bei festem a und b maximal, wenn die Teilstiicke
einen Winkel von 90° einschliefen. = A(a) = ab = al — a?

1. Losungsweg: A'(a) =1—2a=0=a = 11, A"(a) = —2 < 0, also Maximum fiira = b = 3!
2. Losungsweg: A(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel. Damit wird das Maximum am
Scheitel (3{|41?) angenommen.

3. Losungsweg: Das Produkt zweier Zahlen mit konstanter Summe ist maximal, wenn die
zwei Zahlen gleich grof} sind.

Aus einem rechteckigen Stiick Karton mit Seitenlingen 8 cm und 5cm werden an
den Ecken kongruente Quadrate herausgeschnitten. Biegt man die Randstiicke hoch,
erhélt man eine quaderférmige, oben offene Schachtel. Wie lang muss man die Qua-
dratseite wihlen, damit der Inhalt der Dose méglichst grofl wird.
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20.

Lésung:

21.

Lésung:

22.

Lésung:

23.

Lésung:
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V(z)=2z-(8—2x)-(5—2z) = 423 — 2622 + 40z =
V/(z) = 122% — 52z + 40 = 0 fiir 21 = 33,25 = 1
V"(3%) > 0, also Minimum bei z; = 3%

V(1) < 0, also Maximum bei 29 = 1

In welchem Rechteck mit gegebenem Fldcheninhalt A hat die Diagonale minimale
Léange?
2
Seitenlingen des Rechtecks: a, b => A = ab = d*(a) = a® + —
a

Minimum von d? bei (v'A,2A) = Minimum fiir a = b = v/A, d.h. Quadrat

Welcher Punkt des Graphen der Funktion f(z) = {/1+ 222 hat vom Punkt P(0|3)

minimalen Abstand?

2
d(z) = J <3—,/1+%x2> +(0—2)?

gibt den Abstand eines Punktes A(z|f(x)) von P an. d(z)? und damit auch d(z) (da
d(xz) > 0) hat nur ein Minimum bei P(0|1).

Beweisen Sie, dass von allen Rechtecken mit gegebener Flache A das Quadrat den
kleinsten Umfang hat.

U(x):2x+%, U’(x):2—2x—;4:0 — az=y=VA

Wie muss ein kegelformiges Sektglas gestaltet werden, damit bei gegebenem Volumen
V' moglichst wenig Material bendtigt wird?
. 9V2
Mantelfliche: A(r) =rsm = /rin? + N
. 4o 9V
A(r) minimal <= g(r) = r" 7° + —— minimal
T

18V?2 3V
"(r)y =473 — =0 = r=rg=4{—=
g'(r) 73 0 ™2

54 V2
704

g"'(r) =12 m2r? 4+

>0 =— A hat bei ry ein Minimum.

v
h0:2—:7"0\/§

o™
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24. Zwei Kanile mit den Breiten ¢ und b stoflen

rechtwinklig zusammen. Wir suchen die maxima-
le Lange L, die ein Baumstamm haben kann, da-
mit er gerade noch um die Ecke gebracht werden
kann. Wir rechnen mit einem idealisierten Stamm p
der Dicke null.

(a) Driicken Sie r = AB = p+ ¢ durch x aus und q
berechnen Sie L.

(b) Berechnen Sie L speziell fiir die Félle a = b,

a < bund b= 2a. ;
(c) Zeichnen Sie r(x) fiir a = 1 und b = 2. Be-

weisen Sie fiir diesen Fall, dass g(z) = x + 2
eine Asymptote von 7(x) ist.

b 3 —ba?
Losung: (a) r(z) =1+ — @2+ 22, () = — 29
5 @) )= (147) V )= 2

=

r(z)=0 = x:xoza%b

r'(z) <0 fiir * < xp und 7'(z) > 0 fiir x >y = rel. Min. von r bei zy.

Njw

L =r(x) = <a% +b§>
(b) a=b =— L=2aV2

ak<b = L=b
b=2a = L=4]16a

© ro) = (142) VIFS = @214

o (o)

1
L+ 2 1 Hosgital lim (CE + 2)2

= lim ————— —_
T—>00 o T—>00 563 /1+%

lim [r(z) — (z + 2)] = lim

T—00 T—r00

=0
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25. An eine Stromquelle mit dem Innenwiderstand R;
. . . . U R;
wird ein Verbraufzhe'r r;nt dem Widerstand R an- ~
geschlossen. P sei die im Verbraucher umgesetzte N\ —
Leistung. ¢ I
(a) Fir welche Wahl des Widerstandes R ist P
maximal? Wie grof§ ist das maximale P? R

(b) Zeichnen Sie P(R) fir U =1V und R; = 1Q.

R
. ) 272
R — R
/ _ 172 1 _ — .
2R —4R;
P”(R):UQ‘% P"(R)) <0 = Maximum
U2
PmaX:P i) =
(1) IR

26. In einer Gemeinde gilt aus gestalterischen und wérmetechnischen Griinden fiir die
Mafle eines Hauses folgende Verordnung (siche Abbildung):

V sei das Volumen des Hauses (umbauter
Raum ohne Keller) und A die gesamte Ober-
fliche einschliefllich Dach aber ohne die s
Grundfliche. Die Breite z, die Wandhohe
h, die Giebelh6he g und die Linge y miissen

so gewihlt werden, dass h
3 5 Y

und A bei gegebenem V' minimal ist.
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(a) Driicken Sie V' durch z und y aus und lésen Sie das Ergebnis nach V' auf.
Driicken Sie s durch z aus und beweisen Sie dann mit einer detaillierten Rech-
nung folgende Beziehung:

13 , 40V
= T -
8 13z

(b) Fiir welches z, ausgedriickt durch V', ist die Bauordnung erfiillt? Nachweis der
Art des Extremums nicht vergessen! Berechnen Sie auch das Verhéltnis £ = Y
x

fiir ein Haus, das den Forderungen der Bauordnung geniigt.

(c¢) Berechnen Sie z, y, h und g fiir ein der Bauordnung geniigendes Haus mit dem
Volumen V = 540,8 m® und zeichnen Sie die Vorderfront des Hauses im Mafstab

1 : 200.

. 13 , 16V 5
Lésung: (a) V:1—6x Y Y=132 S=3g%
L1340V

(b) Aw) =T o352

160V y 13
Al = = 0/ —— k - — = =
@)=0 = =={ 76" 10

(¢) x=8m,y=10,4m, h=5m und g = 3m

27. Wir betrachten alle moglichen Quader mit den Kantenléingen z, y und z und dem
konstanten Volumen V. Gesucht ist der Quader mit der kleinsten Oberflache.

(a) Driicken Sie die Oberfliche A eines Quaders durch z, y und V' aus.
(b) A kann als Funktion von x mit dem Parameter y aufgefasst werden, d.h. A =
A, (x). Fiir welches © = z,, ist A,(z) minimal?

(c) Die Funktion F(y) ist definiert durch F(y) = A,(x,). F(y) ist also die Ober-
flache des Quaders mit der Kante y, dessen Oberfldche minimal ist. Den Quader
mit der insgesamt kleinsten Oberfldche bei gegebenem Volumen V' findet man
durch Minimieren von F. Um welchen Quader handelt es sich dabei?

Vv v
Losung: (a) Ay(z) =2 [wy +—+ ;}

Yy
(b) Al () = [_;]: — a=yY
(© Fl) = 4y(e) =2 |2VT i+ |
/ vV v 3
Fi(y) =2 \/—\/;—? = y=vV

187



28.

Lésung:

29.

Lésung:
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V
Damit gilt auch x = 2, = VV und z = — = V'V, Wiirfel!!
Yy

Zerlegen Sie die positive Zahl a so in eine Summe, dass das Produkt der beiden

Summanden maximal wird.
p(x)=z(a—=x), plr)=a—-22=0 = z=4%
p'(x) = -2<0 = Maximum

Warum Lastwagenfahrer so rasen

Die Kosten fiir eine Lastwagenfahrt setzen sich aus den Treibstoffkosten und dem Fah-
rerlohn zusammen. Der Dieselverbrauch pro km ist die Summe aus einem konstanten
Term a (Rollreibung) und einem zum Geschwindigkeitsquadrat proportionalen Term
bv? (Luftwiderstand). Der Fahrerlohn F ist natiirlich zur Fahrzeit ¢ proportional, d.h.
F=ct.

(a) Driicken Sie die Gesamtkosten G fiir eine Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
v iiber die Strecke s durch a, b, ¢, s, v und den Dieselpreis B pro Liter aus.

(b) Fiir welche Geschwindigkeit vy sind die Gesamtkosten minimal?

(c) Als konkretes Beispiel betrachten wir eine Fahrt iiber s = 100 km mit den Daten

Lit Liter h? €
. b=12:107 S c=80— und B =2
m

a=00 km3 ’ h Liter

Berechnen Sie vy und den minimalen Gesamtpreis Gy. Zeichnen Sie G(v) im

km
Intervall zwischen 0 und 300 o
300 |
(a) G(v):(sz%—bstQ%—E ‘
v x
CcCS ‘ i/
(b) G'(v) =2bsBv— ) \ //
Gv)=0 = 200 \\ //
V=7 = 3 € \\ ///
=W =135 \\\ //
. o
(c) vo=118,6 = 100
h
Go = G(UQ) == 109,21€
100 200 300
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31.

Lisung:

32.
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Skizzieren Sie den ungefihren Verlauf der Funktion f(z) = a — |z|™ mit a > 0 und
n € IN. Eine Parallele zur z-Achse im Abstand d mit 0 < d < a schneidet Gy in
A und B (A links von B). Fiir welches d = d, ist die Fldche F' des Dreiecks AOB

maximal, wobei O den Ursprung des Koordinatensystems bezeichnet?

Hinweis: Driicken Sie F' durch die z-Koordinate von B aus!

f symmetrisch zur y-Achse. Fiir 2 2 0 gilt d = f(z) = a — 2™. A (—z|d), B (z|d)
1

F(x):§-2x-f(x):ax—x"+1

F(z) maximal fir zg = §/ nL—i—l’ do = f(xo) = nn—:ll

Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = 2? — 2az mit a > 0. Die Gerade
g: g(z) = cmit ¢ 2 —a? schneidet G; in A und B (A links von B). Fiir welche c ist
die Flache F' des Dreiecks AOB (O = Ursprung des Koordinatensystems) extremal?

Hinweis: Driicken Sie F' durch ¢ aus und skizzieren Sie den ungefdhren Verlauf von
F(e)!

A(a—\/c—i——a?‘c),B<a—|—\/c—|——a2‘c), AB =2+vc+ a2
F(e)=5-le| BB =] Vet a

3¢ + 2a?
Fl(c) = +—— =
(© 2V + a?
2 2
F(c) hat relatives Maximum bei ¢ = _Ta und ein relatives und absolutes Minimum bei
¢ = 0 (Spitze von F(c)).
Ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Ba- C
sisldnge 2x und den Schenkelldngen b wird aus ei- . .
nem Draht der Lange L gebogen, d.h. 2x+2b = L. h
A . po B

(a) Beweise fiir die Dreiecksfliche A die Beziehung
L
Ax) = ngxQ — 4a3

(b) Berechne = = x so, dass A(zg) die maximale Dreiecksfliche ist. Untersuche,
um welches besondere Dreieck es sich im Fall z = 2y handelt.

(c) Driicke die maximale Flache A(xg) durch L aus und vereinfache so weit wie
moglich.
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5.2 Extremwertaufgaben

L L ? L
Liosung: (a) b= -2z = h:\/bQ—xQ:\/<§—x> — 2?2 = Z—Lx

Aw) =2 2mh—o B a0 - LT - VI 1

(b) A(x) ist maximal, wenn der Radikand f(z) = Lz? — 42% maximal ist.

f'(x) = 2L — 122% = 22(L — 6x)

L
f(z)=0 = xleoder:Q:g

f"(z) =2L — 24z =

24L
f"(x1) = 2L > 0 (Minimum), f"(z2) = 2L — 5 = —2L < 0 (Maximum)

L
Also: g = r

Aus z = x¢ folgt b =

()

L L L L
3 6-3 und 2z = 3 d.h. das Dreieck ist gleichseitig.

L L
A(zg) = \/T—”Lx% — 4z} = g 23(L — 4zg) =

L, AL VL L |L  I? _\/§L2
2 6 /) 2 6V3 123 36

33. Fiir den Bauherrn einer kleinen Fabrikhalle stellt sich die Frage nach der Wirt-
schaftlichkeit einer Wérmeddmmung. Die gesamte zu isolierende Aufenfliche ist
A = 500m?, der Quadratmeterpreis einer Ddmmplatte der Dicke 1 cm wird mit

€

a=08——
m= - CcIn

angegeben, das Verlegen von einem Quadratmeter kostet 50 €. Weil der Gesamtpreis
fiir die Ddmmung iiber einen Kredit finanziert wird, muss dieser Preis noch mit
1,5 Multipliziert werden um die gesamten anfallenden Kosten fiir die Dammung zu
erhalten. Wenn die ganze Fliache A mit einer Dammung der Dicke d = x cm versehen
ist, betrigt der Energieverlust pro m? Auflenfliiche und pro Jahr

AW 5 mit [ = 100 EWh

1 T
A'At §+§ m2'a

Die Halle soll At = 20a lang genutzt und mit Ol beheizt werden. Ein Liter Heizol
liefert die Energie 10kWh und soll 1,20 € kosten (Mittelwert fiir die néchsten 20
Jahre). Mit k(z) bezeichnen wir den Term fiir die gesamten Energiekosten in den
zwanzig Jahren (Warmeddmmung plus Heizkosten).
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5.3 Wachstums- und Zertfallsprozesse

(a) Beweise mit begriindeten Ansétzen:

mit p=37500€, ¢=600€, r=120000€

T

r
k(x) =p+qx+ 5
372

(b) Berechne die Dicke zy der Dédmmung, fiir die k(z) minimal wird. Rechne bis
zum Ergebnis mit den allgemeinen Gréflen p, g und r.

(c) Die Dammplatten gibt es nur in geradzahligen Werten von x. Ermittle die
gilinstigste existierende Dammstérke z;. Um wieviel Prozent ist k(z;) kleiner
als die Gesamtkosten £(0) ohne Dammung?

Lésung: (a) Preis fir die Dammung: ki (x) = 50 % A 154+a-2-A-15=37500€ +600€ - x

o1 L Lit AW BAAL 1 10°1
men m Litern: = = . —
CHBe T ST T T0hwWh T 10kwh 1y z Iz
. € 120000 €
Olpreis: ka(z) =m - 12— = —4—7— =
Lo3+3
120000 €
k(z) = ki(z) + ka(z) = 37500€ + 600 € - 2 + ————

3+2

(b) Umformen von k: k(z) = p+ qx + 5 —|—r3ac

67 -3 2 1 /18r 2 2r
k/ f _— = 0 fr— f = —— + = - = -
(@) == 550 T ET3O3Y 37V

9 [2-120000€ 2 1
S TR 290 =19;
To=—g 600 € 37" 3

(c) k(18) = 61157,14 €, k(20) = 61 112,90 €, k(0) = 397 500,00 €

k(20
% =0,154 =154% = um 84,6% kleiner

5.3 Wachstums- und Zerfallsprozesse

1. Die Anzahl der Bakterien in einer Population wird in Abhéngigkeit von der Zeit t
(in Stunden) niherungsweise durch n(t) = 30 + ¢? - €>7%; 0 < t < 8, beschrieben.
(a) Berechnen Sie den Wert t4 fiir den n(t) maximal ist.
(b) Berechnen Sie den Wert ¢p fiir den die Zuwachsrate von n(t) maximal ist.
Lésung: (a) ta =2
(b) tg =2++2
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5.4 Optimierung

5.4 Optimierung

5.5 verkniipfte Funktionen

5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

1.

Lésung:

An eine Stromquelle mit dem Innenwiderstand R;
. . . . U R;
wird ein Verbrau@gr mlt dem Widerstand R an- ~
geschlossen. P sei die im Verbraucher umgesetzte N —
Leistung. ¢ I
(a) Fiir welche Wahl des Widerstandes R ist P
maximal? Wie grof§ ist das maximale P? R

(b) Zeichnen Sie P(R) fiir U =1V und R; = 1.

R
PR)=RI’=U% ———
Ri—R
2 i
2R—4R;
P”(R) = U2 . m P”(Ri) <0 - Maximum
U2
Pax = P(R;) =
(B) = 1%,

. Zur Messung der elektrischen Stromstérke verwendet man in der Regel Drehspulin-

strumente. Der Strom flieit durch eine im Magnetfeld drehbar aufgehdngte Spule,
die durch die magnetische Wirkung des Stroms ausgelenkt wird. In einem speziellen
Drehspulinstrument kann zwischen zwei Messmethoden gewéhlt werden:

I[: Die Starke des Magnetfeldes ist konstant und der Strom flieSt nur durch die dreh-
bare Spule.

IT: Das Magnetfeld wird durch eine stromdurchflossene Spule erzeugt, die mit der
drehbaren Spule in Serie geschaltet ist.

Der Zusammenhang zwischen Stromstédrke I und Auslenkung x der drehbaren Spule
wird fiir x < 90° durch folgende Funktionsgleichung beschrieben:

T

x
Ii(z) = 0,04m bzw. Ir(z) = 0,2
Winkels im Gradmaf.

, I jeweils in A, x MaBzahl des
cos(z)

(a) Fiir welche Strome ist die Auslenkung mit der ersten Methode grofier?

(b) Welche Strome miissen jeweils fliefen, damit man die Auslenkungswinkel 10°,
20°, 40°, 60° und 80° erhalt?
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5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

(c) Zeichnen Sie die Funktionen fiir x € [0; 90° .

(d) Unter der Empfindlichkeit eines Stromstéarkemessgerites versteht man den Quo-
tienten %. Erkldaren Sie, warum diese Definition sinnvoll ist.
Formulieren Sie einen Zusammenhang zwischen der Ableitung I'(x) der Funk-
tion und der Empfindlichkeit.

(e) Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen und stellen Sie sie mit einer ge-
eigneten Software graphisch dar. Diskutieren sie folgende Punkte:
Fiir welche Auslenkungswinkel bzw. Stromstérken ist die Messanordnung I emp-
findlicher?
Fiir welchen Auslenkungswinkel bzw. fiir welche Stromstérke ist die Empfind-
lichkeit der Messanordnung IT maximal?

Lésung: (a) Ir(xz) = Ijp(x) fur I(x) = 0 oder I(z) = 1. Aus der Berechnung eines geeigneten
Funktionswertes z. B. I7(20°) = 0,85 < 0,92 = I77(20°) folgt, dass fir I < 1 die
Anordnung I1 grofiere Ausschlige liefert.

(b) I;(0°) =0, I;(10°) = 0,4, I;(20°) = 0,85, I;(40°) = 2,1, I;(60°) = 4,8, I;(80°) = 18,40
2,2,

I77(0°) =0, I;7(10°) = 0,6, 1;7(20°) = 0,92, I7(40°) = 1,4, I;(60°) = I7(80°) = 4,3
(c)
(d) GroBle Empfindlichkeit bedeutet groles Az fiir ein fest vorgegebenes AI. Empﬁndlichkeit:ﬁ
(e)

cosx + xrsinx
Ii(w) = 004— o —

cosx cosx + xrsinx
Ip(w) = 0,14/ — oy

3. In den verschiedensten Bereichen der Physik, wie z. B. der Akustik und der Elektro-
dynamik, treten Schwingungen auf. Wird ein schwingungsfahiges System von auflen
mit der Frequenz f angeregt (maximale Anregungskraft konstant), hangt seine Re-
aktion (Amplitude) stark von der Anregungsfrequenz f ab.

Die Amplitude A(f) kann durch folgende Formel beschrieben werden:

C
V2 = 122+ (£

Neben Konstanten des Systems (C' enthélt die maximale Anregungskraft und den
Reibungsfaktor ) hangt A(f) von der Eigenfrequenz fy des Systems und der Anre-
gungsfrequenz f ab. Hier werden nur Félle mit v < % betrachtet.

A(f) =

(a) Untersuchen Sie, wie sich die Amplitude A(f) fiir f — 0 und fiir f — oo verhlt
und interpretieren Sie die Ergebnisse.

(b) Berechnen Sie allgemein die Resonanzfrequenz (Frequenz, bei der die Amplitude
maximal ist) fr des Systems.
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Lésung:

Losung:

5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

(c¢) Von welchen Parametern hingt die Resonanzfrequenz in welcher Weise ab? Skiz-
zieren Sie qualitativ die Resonanzfrequenz in Abhéngigkeit vom Reibungsfaktor.

(d) Stellen Sie A(f) fir C =50, fo =5 und v = 1,1 fiir f € [0; 15] graphisch dar.

(e) Diskutieren Sie mit Hilfe einer geeigneten Software, wie sich der Verlauf von
A(f) in Abhéngigkeit von den vorkommenden Parametern éndert.

(a) lim A(f) = % System folgt exakt dem Erreger.
f=0 1o

lim A(f) = 0 System kommt nicht mehr mit.
f—o0

(b) fr=\/f-%

(¢) fr nimmt mit der Eigenfrequenz fy des Systems zu und mit dem Reibungsfaktor « ab.
Fiir kleine Reibungen gilt fr = fo.

Reale Gase lassen sich durch die Van-der-Waals-Gleichung (p + % )(V —b) = RT
beschreiben. Dabei ist p der Druck, V' das Volumen pro kmol (6,022 - 10?° Teilchen)
und 7' die Temperatur des Gases. a und b sind Materialkonstanten des Gases und R
ist die allgemeine Gaskonstante (8,3144 - 10 2—).

(a) Zeigen Sie, dass die Van-der-Waals-Gleichung fiir groe Volumina (d. h. V' >
a,b) in die bekannte Zustandsgleichung idealer Gase % = const {ibergeht.

(b) Losen Sie die Van-der Waals-Gleichung nach p auf.

(c¢) Fiir Temperaturen oberhalb eines kritischen Wertes T} lassen sich Gase auch
bei sehr hohem Druck nicht mehr verfliissigen. Fiir diese Temperatur hat die
Funktion p(V') genau einen Wendepunkt mit waagrechter Tangente.
Bestimmen Sie Vj, T und p;. allgemein aus der Van-der-Waals-Gleichung.

(d) Berechnen Sie Vj, Ty und py fiir Sauerstoff (a = 137 - 103%, b= 0,0316%).

(a) Vab=H~0V-bx=V
Also pV =~ TR.

(b) p(V) =5 — =

[\
S)

(c) Bedingung I: & = —% +2 =0
. 2
Bedingung II: g—‘}; = % — 2 =0

I'in IT einsetzen liefert Vi, = 3b.
Vi = 3b in I einsetzen liefert T}, = —227331%'
Ty, = 2?1?3‘ in p(V) einsetzen liefert py = ﬁ

(d) ThSauerstoff = 154,5K, gkﬁauerstoff = 5,08MPa,
Vk,Sauerstoff = 0,0948 knnlzol
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5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

5. Die Stromstéarke durch eine Schaltung aus einem Widerstand, einer Spule und einem
Kondensator hangt von der Frequenz f und der anliegenden Wechselspannung (w =

2w f) ab

. Sie berechnet sich nach der Formel

100 — 2w? N
fM:Vﬁﬁ:ﬁ+ww2D=m-

Fiir R setzt man dazu die Mafizahl des enthaltenen ohmschen Widerstandes und fiir
[ die Mafizahl der Frequenz ein. I(w) liefert dann die Mafizahl der Stromstérke.

(a) Betrachten Sie die Funktion /(w) zunéchst fiir R = 0.

i.

ii.

1il.

1v.

V.

Vereinfachen Sie die Funktionsgleichung und geben Sie die Nullstellen der
Funktion an.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion fiir w gegen Null und gegen
Unendlich.

Untersuchen Sie, ob die Funktion im gesamten Definitionsbereich differen-
zierbar ist.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion.

Zeichnen Sie die Funktion fiir w € [0; 25].

(b) Betrachten Sie nun die allgemeine Form der Funktion

1.
ii.

1il.

1v.

vi.

Hinweis:

Berechnen Sie 7(10) in Abhéngigkeit von R.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion fiir w gegen Null und gegen
Unendlich.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion.
Zeichnen Sie die Funktion fiir R = 0,2.

Zeichnen Sie I(w) mit einer geeigneten Software fiir R € {0;0,1;0,2; ...} und
beschreiben Sie die Verdnderungen der Funktion.

Fiir welche Frequenz ist [(w) unabhéngig von R?

Die diskutierte Funktion beschreibt den Anregungsstrom eines Parallel-

schwingkreises mit L = 0,1 und C' = 0,1. Die allgemeine Funktion heif3t

Lésung: (a) 1.
ii.
iii.

v.

1 —-2LCw?
Lyes = \/7CW + w2C2.

R? + w2L2
I(w) = |53= — 0,1w|, N(10]0)
ul}lg%)l(w) = o0; wh_)rréol(w) =00

Bei w = 10 nicht differenzierbar!

Fiir w < 10 streng monoton fallend und fiir w > 10 streng monoton steigend.

3 _ ] 1 _ R
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5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

1
ii. lim I(w) = o lim I(w) = o0

w—0 w—r00
iii. waagrechte Tangente bei w = 0;

Minimum bei w = 10v/v/1 + 2RZ — R2

iv.
v. I(0) sinkt; I(Minimum) steigt

vi. w =50

6. Mit dem Tropfchenmodell zur Beschreibung eines Atomkerns 148t sich die Bindungs-

Losung:

energie des Kerns in Abhéngigkeit von der Neutronenzahl N und der Protonenzahl

Z berechnen. Fiir die Bindungsenergie erhélt man:
(A—22)?
A

(a) Geben Sie die Bindungsenergie fiir feste Nukleonenzahl A = Z 4+ N an.

(b) Fiir welche Protonenzahl ist bei fester Nukleonenzahl A die Bindungsenergie
mininal? Verwenden Sie dazu o = (m,, — m,) ¢ = 0,78 MeV, 8 = 0,639 MeV
und n = 21,7 MeV.

(c) Vergleichen Sie das in (b) erhaltene Ergebnis mit der einfachen Annahme, dass
sich in einem Atomkern etwa gleich viele Protonen und Neutronen befinden.

(A—22)2

n—a

ZQ
W(Z,N) = (myZ + muN) ¢* — 6cA + 6 A*> + 6E +7
3

(a) W(Z) = (my — mn)2Z + mpAc® — 6cA + 6cA3 + 55— +
3

(b) W'(2) = —a+2 (% + %) -4y =
3
minimale Bindungsenergie fiir

A 1+4 A 149-1073

2 14 £45 2 1474.103- 45

(c) Fiir kleine A erhilt man etwa gleich viele Neutronen und Protonen. Je grofer A ist,
umso mehr weicht die Protonenzahl von é ab (kleiner).
TIP: Z(A) und é mit Funktionsplotprogramm zeichnen!

Zerodur ist eine Glaskeramik, die iiber einen weiten Temperaturbereich nur eine sehr
kleine Temperaturausdehnung aufweist. Aus diesem Grund findet es Anwendung als
Spiegeltriger in der Lasertechnik und in Teleskopen.

Die Léngenausdehnung f(7') (in &%) eines 10m langen Zerodurstabes in Abhéngig-
keit von der Temeratur 7" in °C lésst sich ndherungsweise durch folgende Funktion

beschreiben:

T T \? T \*
T) = — 1,63 - _9291. _9.49.
J(T) = =06+ 163 75555 =29 (10000) 49 (10000)
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5.6 Anwendungen der Kurvendiskussion

(a) Untersuchen Sie den Kurvenverlauf von (7).

(b) Zeichnen Sie f(T') mit einer geeigneten Software im Bereich von —100°C bis
100 °C.

(c) Eine exaktere Beschreibung der Langenausdehnung liefert:

Zeichnen Sie f (T') mit einer geeigneten Software und vergleichen Sie den Gra-
phen mit dem von f(7). Diskutieren Sie das Ergebnis.

T
100°C’
Maximum (0,22| — 0,41), Minimum (—1,00| — 2,65),
Wendepunkt (—0,39] — 1,53)

(b)
(¢) Im Temperaturbereich von —25°C bis 25°C weicht f(T') von f(T') nur geringfiigig ab.
Hier stellt also f(T') eine geniigend gute Nidherung dar. .
Betrachtet man aber einen grofieren Temperaturbereich, muss f(7') verwendet werden.
; 50°C) — f(50°C
2. B. [F(50°C) — f(50°C)| = 0,204, LOOC)=FEOTO) _ o5/
7(50°C)
Dem Diagramm entnimmt man, dass die Lingenéinderung f (T') eines 10 m langen Sta-
bes im Temperaturbereich von —100°C bis 100°C ca. 1,0% betragt. Dies entspricht

einer Lingenausdehung um 0,00001% pro °C!

Lésung: (a) Substitution: z =

Literatur: Mathematikaufgaben, Anwendungen aus der modernen Technik und Ar-
beitswelt, Werner Schmidt, Ernst Klett Verlag, 1984
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5.7 Anwendungen in der Geometrie

5.7 Anwendungen in der Geometrie

5.8 Aus der Physik

1.

Lésung:

Losung:

Licht fallt parallel zur y-Achse in
einen Parabolspiegel, dessen spie-
gelnde Flache durch

f(z) = bx?

beschrieben wird. Wir betrachten
einen Lichtstrahl, der den Spiegel im
Punkt A (a|f(a)) trifft. Nach dem
Reflexionsgesetz schlieen der ein-
fallende Strahl e und der reflektier-
te Strahl g mit der Tangente ¢ an
Gy im Punkt A den gleichen Winkel ¢ ein. Beweisen Sie, dass jeder zur y-Achse
parallel einfallende Strahl die y-Achse im selben Punkt P (0|p) (dem Brennpunkt)
trifft und berechnen Sie p.

2 tan
Benutzen Sie die trigonometrische Formel: tan2¢p = 75
1 —tan®
i —90° — 1
tan (90° — a) = — tan (o — 90°) :_7s1n(a ) S
cos (v — 90°) sin «v tan o
1 1- tan? ¢

Steigung von g: m = tany = tan(90° — 2p) = i
an zp an e

¢ fan (90° — 7) = — ! LI ba —
an = tan —_T) == = — m = ba — —
7 tant  f'(a)  2ba 4ba

Aus g(z) =ma +pund A € g folgt

Da p nicht von a abhéngt, geht jeder zur y-Achse parallel einfallende Strahl durch P.

Ein Elektron in einer Fernsehrohre bewegt sich nach folgendem Weg-Zeit-Gesetz:
s()=2-10% 2.2 4+3.10°= -t +5em mit >0
S S
Welche Geschwindigkeit hat das Elektron beim Erreichen von s = 0,7 m?

v=§=4-102 ¢ 4+3.1002 | s(t1)=07m — t=5-10"5s
S S

o(t)) = 2,3 107%
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3.

Lésung:

5.8 Aus der Physik

Ein Zug bewegt sich im Zeitintervall [0 h,4h| nach dem Zeit-Weg-Gesetz

Berechnen Sie die Funktionsgleichung der Geschwindigkeit v(¢)! Zeichnen Sie die
Graphen von z(t) und v(t)!
Berechnen Sie die maximale Entfernung des Zuges vom Ausgangspunkt sowie seine
maximale Geschwindigkeit.

o(t) = @(t) =405 .43 — 240 km .42 4 320 k¢

a(t) =o(t) = 120 5 - 12 — 480 52 . ¢ + 320 X

Nullstellen von z: tg; =0, g2 = 4h

Nullstellen von v: ¢17 =0, t1o = 2h, t13 =4h

Nullstellen von a: to; = (2 + g\/g) h, toy = (2 — %\/g) h
Tmax = (2h) = 160 km, vypax = v(te1) = %\/g%m ~ 123 ki

Zur Messung der elektrischen Stromstirke verwendet man in der Regel Drehspulin-
strumente. Der Strom flieit durch eine im Magnetfeld drehbar aufgehdngte Spule,
die durch die magnetische Wirkung des Stroms ausgelenkt wird. In einem speziellen
Drehspulinstrument kann zwischen zwei Messmethoden gewéhlt werden:

I: Die Stérke des Magnetfeldes ist konstant und der Strom flieBt nur durch die dreh-
bare Spule.

IT: Das Magnetfeld wird durch eine stromdurchflossene Spule erzeugt, die mit der
drehbaren Spule in Serie geschaltet ist.

Der Zusammenhang zwischen Stromstédrke I und Auslenkung x der drehbaren Spule

wird fiir x < 90° durch folgende Funktionsgleichung beschrieben:
x x
I = 0,04 —— bzw. [ = 0,2
() " cos(@) zw. Irr() )
Winkels im GradmaS.

, I jeweils in A, x Maflzahl des
cos(z)

(a) Fiir welche Strome ist die Auslenkung mit der ersten Methode grofier?

(b) Welche Strome miissen jeweils fliefen, damit man die Auslenkungswinkel 10°,
20°, 40°, 60° und 80° erhalt?

(c) Zeichnen Sie die Funktionen fiir x € [0; 90°[.

(d) Unter der Empfindlichkeit eines Stromstéarkemessgerites versteht man den Quo-

tienten %. Erkldaren Sie, warum diese Definition sinnvoll ist.

Formulieren Sie einen Zusammenhang zwischen der Ableitung I'(x) der Funk-
tion und der Empfindlichkeit.
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5.8 Aus der Physik

(e) Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen und stellen Sie sie mit einer ge-
eigneten Software graphisch dar. Diskutieren sie folgende Punkte:
Fiir welche Auslenkungswinkel bzw. Stromstérken ist die Messanordnung I emp-
findlicher?
Fiir welchen Auslenkungswinkel bzw. fiir welche Stromstérke ist die Empfind-
lichkeit der Messanordnung IT maximal?

Lésung: (a) Ir(xz) = Ijp(x) fur I(x) = 0 oder I(z) = 1. Aus der Berechnung eines geeigneten
Funktionswertes z. B. I7(20°) = 0,85 < 0,92 = I77(20°) folgt, dass fir I < 1 die
Anordnung I1 grofiere Ausschlige liefert.
(b) I;(0°) = 0, I;(10°) = 0,4, I;(20°) = 0,85, I;(40°) = 2,1, I;(60°) = 4,8, I;(80°) = 18,40
I77(0°) =0, I;7(10°) = 0,6, I77(20°) = 0,92, 1;(40°) = 1,4, I;(60°) = 2,2, I;(80°) = 4,3
(c)
(d) GroBle Empfindlichkeit bedeutet groles Az fiir ein fest vorgegebenes AI. Empﬁndlichkeit:ﬁ
(e) _
CosSx + xrsinx

Ij(x) = 0.04——5—

cosx cosx + xrsinx
Ip(w) = 0,14/ — o

5. In der Abbildung ist die Zeit-Ort-Funktion fiir einen Uberholvorgang dargestellt.
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T in m

600 +

Pkw2

500 +

400 +

300 + Pkwl
Lkw

200 +

125 F - ———— — — < —
100 +

é 1‘0 | | tins
(a) Berechnen Sie die Geschwindigkeiten des LKW’s und von PKW2 sowie die Ge-

schwindigkeit des {iberholenden PKW’s zur Zeit t > 6.

(b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit von PKW1 zur Zeit t = 0 unter der Annah-
me, dass PKW1 im Zeitintervall 1s < ¢t < 6s eine Bewegung mit konstanter
Beschleunigung ausfiihrt, sonst aber mit konstanter Geschwindigkeit fiahrt.

(c) Zeichnen Sie ein Zeit-Geschwindigkeitsdiagramm fiir PKW1.

Lisung: (a) vp =207, vy = =255, v1 4565 = 307
)

2
(b) 1s<t<6s: a1(t) =zo+vot+ 2%, wvi(t)=vo+at
z1(1s) =0, z1(6s) = 125m, v1(6s) = 125m —
a=23,v0 =187, 1o = —19m, v1(0) = v1(1s) = 207

6. Die Schwingung einer Masse m an einer Feder mit der Federhirte D wird durch die
Gleichung m - §(t) + D - s(t) = 0 beschrieben. §(¢) ist die zweite Ableitung von s(t)
nach der Zeit. Zeigen Sie durch Ableiten und Einsetzen, dass folgende Funktionen
Losungen der Schwingungsgleichung sind.

D

(a) s(t) = sosin(wt) mit w? =2
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Losung:

Lésung:

5.8 Aus der Physik

(b) s(t) = spcos(wt) mit w2 =
(C) S(t) = 3 sin(wt + 90) mit w? = D

(d) Wie entscheidet man, welche Losung eine beobachtete Schwingung richtig be-
schreibt?

) 5(t) = —w?sgsin(wt)
) 5(t) = —w?sg cos(wt)
(c) 3(t) = —w?sgsin(wt + ¢)

) Die Losung (a) beschreibt Schwingungen, die in der Nulllage starten und die Losung
(b) Schwingungen, die bei der maximalen Auslenkung starten. Dagegen ist (c) ei-
ne allgemeine Losung der Gleichung fiir beliebige Anfangsbedingungen, die dann den

Phasenwinkel ¢ festlegen. Dazu entnimmt man aus dem Experiment s(0s) und $(0s)
und setzt die Werte in s(¢) und $(¢) ein. Daraus erhilt man den Phasenwinkel .

Die Schwingung einer Masse m an einer Feder mit der Federhirte D und der Damp-
fungszahl & wird durch die Gleichung m - §(t) + k- $(t) + D - s(t) = 0 beschrieben.
Zeigen Sie durch Ableiten und Einsetzen, dass die Funktion

T . D (kY
s=S5ge ' -sin(wt) mitw=4/— — [ =—

m 2m

eine Losung der Schwingungsgleichung ist:

Bemerkung zur Schreibweise: Mit $(¢) und §(¢) ist die erste und die zweite Ableitung
von s(t) nach der Zeit gemeint!

k
5(t) = —%s(t) + sowefﬁt - cos(wt)

A% k
§(t) = <—> so e mt - sin(wt) — 22—wso et . cos(wt) — w?sg et . sin(wt)
m

2m
D E\?
S0 6_%75 . Sin(wt) “Mm - <— — <—> - w2> =
m 2m

Einsetzen liefert:

Viele Groflen in Naturwissenschaft und Technik sind zueinander direkt proportional.
Stellt man den Zusammenhang zweier solcher Gréflen graphisch dar, erhélt man eine
Ursprungsgerade.

Bei Experimenten treten aber immer Messfehler auf, so dass die Messwerte (a;|b;)
in der Regel nicht exakt auf einer Gerade liegen. C. F. Gaufl hat nun vorgeschlagen
die Steigung einer Ausgleichsgerade f(z) = mx so zu wihlen, dass die Summe der
Fehlerquadrate (f(a;) — b;)* minimal wird.
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5.8 Aus der Physik

(a) Berechnen Sie fiir folgende Messwerte die Summe der Fehlerquadrate S(m) und
bestimmen Sie die Steigung der Ausgleichsgerade.

i. (50[30), (100|55), (150(95)

ii. (20]40), (40|75), (60[115)
iii. (10]30), (30[86), (50/140), (70/205)
iv. (51,5), (10[3,2), (15]4,3), (20]5,9)

(b) Zeigen Sie allgemein, dass die Summe der Fehlerquadrate in der Form S(m) =
pm? — 2gm + r geschrieben werden kann.

(c) Geben Sie an, wie p,q und r aus den Messwerten berechnet werden.
(d) Geben Sie allgemein die Steigung m der Ausgleichsgerade an.
Léosung: (a) i. S(m) = 35000 m? — 2m - 21250 + 12950 = m = 0,607
ii. S(m) = 5600 m?2 — 2m - 10700 + 20450 = m = 1,91
iii. S(m) = 8400 m? — 2m - 24230 + 69921 = m = 2,88
iv. S(m) =750 m? — 2m - 222 + 65,79 = m = 0,296
(b)
(may — b1)? + (mag — by)? + (maz — b3)* + ... + (ma, — by)?
= (@i+a3+ai+..+ad2)-m?
=2 (a1by + ag2bs + aszbs + ... + apby) - m
+(b7 4+ b3 + b3 + ... + b2)

S(m

~—

(c) p=al+a3+ai+..+a2, ¢ =aibi+asby+azbs+...4+apb, und r = b3 +b3+b3+...+b2.
(d) m=

9. Stauentwicklung
Ein einfaches Modell zur Untersuchung der Stauentwicklung erhélt man, indem man
annimmt, dass alle Autos mit gleicher konstanter Geschwindigkeit v und gleichem
Sicherheitsabstand s(v) fahren. Zusétzlich sollen alle Autos die gleiche Linge [ = bm
haben.
(a) Geben Sie einen Term n(v) zur Berechnung der Anzahl der Autos an, die eine
Beobachtungsstelle in einer Stunde passieren.
(b) Der Sicherheitsabstand s(v) sollte mindestens so grof sein, wie der Anhalteweg
s4(v) eines Autos. Dieser ldsst sich nach der Formel

sA(v):v-ls+%v2

berechnen. Dabei ist v die Anfangsgeschwindigkeit in kTm und b die Beschleuni-
gung in 3.
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5.8 Aus der Physik

Berechnen Sie den Anhalteweg s(v) eines Autos mit der Anfangsgeschwindigkeit
30 km 50 8280 K ynd 100 K2

i. fiir trockene (b =7 ) Strafle.
ii. fiir nasse (b= 3 %) Strafe.

(¢) Berechnen Sie n(v) fiir die Geschwindigkeit 30 ¥, 50 £ 80 ¥ und 100 ¥2. Der
Sicherheitsabstand soll gleich dem Anhalteweg sein.

i. fiir trockene (b =7 ) Strafle.
ii. fiir nasse (b= 3 ) Strafle.
Wie veréndert sich n(v) bei zunehmender Geschwindigkeit?

(d) Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von n(v).
Bei welcher Geschwindigkeit ist n(v) fiir trockene bzw. nasse Straise maximal?

(e) Diskutieren Sie das Ergebnis aus Teilaufgabe (d).

_w-1h
1+ s(v)

Lésung: (a) n(v)
(b)

30 fm | 50 km [ go kmo [ 100 km
trocken | 13,3 m | 27.,7m | 57,5 m | 82,9 m
nass 199 m | 46,0 m | 104,5 m | 1564

30 5m [ 50 km | go km [ 100 kn

trocken | 1640 | 1531 | 1280 1138
nass 1204 980 730 620
Mit zunehmender Geschwindigkeit nimmt die Anzahl der passierenden Autos ab!
1,2
(d) n(v):”'ilh1 n/(az):w:()@v:im
54 v+ 5502 (54 v+ 5v?)?
Negative Losung nicht sinnvoll! =
trockene Strafise: n(v) maximal fiir v = 8,4 = 30,14

nasse Strafise: n(v) maximal fiir v = 5,5 = 19,71‘Tm
n(v) ist fiir v < Nyax streng monoton steigend und fiir fiir v > Nyax Streng monoton
fallend.

(e) Das Maximum von n(v) liegt bei erstaunlich niedrigen Geschwindigkeiten. Geschwin-
digkeitsbegrenzungen sind bei hohem Verkehrsaufkommen sinnvoll. Sie verbessern den
Verkehrsfluss (n(v) wird grofer!).

n(v) wird auch dann grofer, wenn der Sicherheitsabstand s(v) verringert wird. Dies
ist jedoch nicht anzustreben, da dadurch das Unfallrisiko steigt.

10. Im Eisenbahnbau werden im Flachland fiir die Bahnstrecke normalerweise Kriim-
mungsradien von 1000 m oder mehr genommen. Dariiberhinaus wird die Bahnstrecke
so gewahlt, dass an der Ubergangsstelle kein Knick entsteht, die Kriimmung stetig
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Lésung:

11.

5.8 Aus der Physik

ist und sich proportional zum zuriickgelegten Weg dndert.

Bestimmen sie den Ubergangsbogen der Linge 200 m einer geradlinigen Bahnlinie zu
einem Kreisbogen mit Radius 1000 m. Verwenden sie dazu als Naherung Polynome.
Als Lange der Kurve darf naherungsweise die z-Koordinate verwendet werden.

Hinweis:
Die Kriimmung k(z) einer Kurve ist der Kehrwert des zugehorigen Kriitmmungsradius
o(x):
(1+(f'(x))*)>
f"(x)

f"(x)
(L+ (f'(2))?)

Literatur: A. Kirsch, Ubergangsbogen bei Eisenbahngleisen als Thema fiir den Mathe-
matikunterricht, MNU 50/3, S. 144-150

k(x) = o(r) =

Fiir x < 0 kann die Bahnlinie mit fj(x) = 0 beschrieben werden.
Bedingung fiir die Bahnlinie:

£(0) = f(0) = f"(0) = 0 (1), k(z) ocx (IT)

Ansatz fiir z > 0: fo(z) =a+br+cx? +ded +ext+.. =

f5(x) = b+ 2cx + 3dx® + dex® + ..., fY(x) = 2¢ + 6dx + 12ex? + ...

Aus (I) folgt a = b = ¢ = 0. (II) kann mit diesem Polynomansatz nicht exakt erfiillt werden,

6dx + 12ea” + ...
da man mit obigem Ansatz k(x) = v lser - erhélt.

(14 (3dx? + dex? + ...)?)2
Fiir kleine z ist jedoch f’(z) sehr klein und kann vernachlissigt werden. Man erhilt k(z) ~
f"(z). Fiir diese N#herung liefert fo(z) = da?® eine Losung.

1
Bestimmung von d (Einheit: km) aus — = k(z) ~ f"(z) = 6da:
r
~ _ 1 _ 5
Betrachtung der Abweichung von der exakt berechneten Kriimmung bei z = 0,2:

6-2-0,2 1
k(0a2) = 3
(1+(3-2.0,22)2)2 1,015
Bei x = 0,2 wird der Kriitmmungsradius von 1000 m nicht exakt erreicht. Dies macht sich
in einem kleinen Ruck im Zug an der Ubergangsstelle bemerkbar. In der Praxis werden
solche Abweichungen toleriert, da der entstehende Ruck geringer als das iibliche Riitteln
des Zuges ist.

oot [Odlut

Fiir die Geschwindigkeit eines Motorrades, das zur Zeit ¢t = 0 startet, gilt die Bezie-
hung (¢ in Sekunden, v in )

60> + 20>
U(t) = #
(1+1)3
(a) Berechnen Sie v, = lim w(t), ohne darauf einzugehen, von welcher Seite sich

t—+o0
v an den Grenzwert annahert.
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(b) Berechnen Sie die Beschleunigung a(t) = 0(t) des Motorrades.

Berechnen Sie a., = lim a(t).
t—+o00

(c) Welche Aussage kann man iiber das Vorzeichen von a(t) fir ¢ > 0 treffen?
Leiten Sie daraus her, von welcher Seite sich v(t) mit t — 400 an v., annéhert.
Berechnen Sie v(0) und a(0) und erstellen Sie eine Skizze des groben Verlaufs
von v(t) unter Einbeziehung aller gewonnenen Ergebnisse.

Lésung: ) 1”8 I —
(a) voo =20 oy vt — ]
120¢ n 14 )
(b) a(t) == m, oo — 0 }Si // )
(¢) a(t)>0firt >0 = wo(t) 8- / - 1
streng steigend fiir ¢ > 0, d.h. i_ / 1
lim v(t) =20". 2/
t——+o00 R

12. Welche Kraft wirkt auf einen Kérper der Masse m, der sich nach dem Gesetz
rt)=a-1*—p-t

bewegt?
Lésung: F(t) =mi(t) =6amt
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