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Teil 1.

Analysis



1. Anderungsverhalten von Funktionen

1.1. Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1.1.1. Definitionsliicken

1. Geben Sie fiir folgende Funktionen die maximale Definitionsmenge an (G = R):

Lésung:

B 2ax + 4bx? + 8cz®
N 80 — 52

(a) f(z)

Xz

(¢) h(x) =

sinx

(e) I(z) = Tz*tan(2 — z)

(9) na) =
() pla) = 1-— 5113(3:;15— i)

(a) D=R\ {~4,4}
() D=R\{-10,1}

(¢) D=R\{z|lxr =kmk € Z}
(d) D=R\{z|z =5 +kmkcZ}
(e) D=R\{z|lz =2— (5 +km);kcZ}
(f) D =R\ {z|x = £Vkm; k € No}

(g) D=R\{z|x=km;k € Z}

(h) D=R\{z|z =F +kr -4k € Z}
(i) D=R\ {z|lz = 2k + \)m;k € Z}
() D=R\{z|r =5 +km;k € Z}

x+x2+x3+:p4
3_ 1
x e

() g(z)=(2-x)-

(d) k(z) = bxtan(zx)

(f) m(z) = (z +5) tan (gﬁ _ %7?)

4 + 5z 4 622

(h) ple) =123- cos(x + 4)

6789

b) alx) = V3 cos(x) — sin(x)

Geben Sie fiir folgende Funktionen die Definitionsmenge D an (G = R):



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

sinx
(a) fi(z) = P it d
AR LR |
(b) fo(z) = i _ 1
9 4
1
(c) fa(x) = T2 2
20 + 7
d - srhr
( ) f4($) %l‘2+%l‘+i
2zt — 22
(e) f5(x) = 00122 — 1
oxr + 17
f =
) fo(*) = 5612 T 1.2 7 0.49
Lésung: (a) 22 —dr+4=(r—-2)? = D=R\{2}

)
(b) m2—%:(§x——)( x—l—) — D=R\{-3 4,4
(c) 222 -2=1(z-2)(z+2) = D=R\{-22}
(d)
)
)

I—= Ol

d %x2+§x+12(§x+%)2 — D=R\{-3
(e) 00122 — 1= (0,lz — 1)(0,lz+1) = D =R\ {-10,10}
(f

0,642% + 1,122 + 0,49 = (0,82 +0,7)2 = D=R\{-{

3. Fiir welche Belegungen der unabhingigen Variablen x liefern die Funktionen
(a)f:x|—>y:f(x) 3;5
(b) g:zmry=g(x) =25

Werte grofler als 100, 1000, 10 000, M (wobei ,,M sehr grof} ist”)?

. . 5 500 . 5000 50 000 5M
Lésung: (a) 3 < < 349; —<£C<2999, 3< < 39999 3<x<3M T
999. 9999 . M-—1
(b)1<ﬂ:<98, I<z<gg 1<o<ijpng 1<r<gi—

4. Berechnen Sie die maximale Definitionsmenge folgender Funktionen:

(a) f(z)=vTz+4 (b) f(z) =Va®>—=52+46
B 1  Vat+do+4

(c) f(x)_m @ f<x>_\/2:c2+203:+60
(4x—9)2 ) flo) = lg(x? — z)

T 18—8uz

(8) f(z)=lg(6x—2*—9) (h) f(a)=v6a—a?—9



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

Lésung: (a) Dy=[—2;+400[ (b) Dj=]-00;2]U[3; +oo]
() Dy =R\{-3} (d) Dy=R
() Dy=]9;+cc|[ (f) Dy=]-2;0[U]1; +oo]
(&) Dy={} (h) Dy={3}

5. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

_x2—1

fx) =

T —2
(a) In welchen z-Bereichen ist f(z) positiv, in welchen negativ?

(b) Gib den maximalen Definitionsbereich Dy von f an und untersuche das Verhal-
ten von f an den Réndern von Djy.

(c) Zeichne den Grafen von f in geeigneten Einheiten.
(d) Fiir welche x ist f(z) > 1007

Lésung: (a) ‘ | —o0,—1] ‘ |—1,1] ‘ 11, 2[ ‘ 12, 00[
-1 + — + +
T —2 — — — +
f(x) - + - +

3
(b) Dy =R\ {2}, f(z)=2+2+ s = schriage Asymptote: y =z + 2
1‘_

(c) z | f(x) Y |
—4,0 | =2,50 . |
—2,0 | —0,75
—1,0| 0,00

0,0 | 050 ' :
1,0 | 0,00

1,5 | —2,50 . |
2,5 | 10,50 , |
3,0 8,00 .

40| 7,50 3 |
50| 8,00

70| 9,60 /




1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

(d) f(z) > 100 kommt nur fir z > 2 in Frage: — 2z-2>0 =

|
r—2

> 100

— 22 —1 > 100z — 200

— z? — 100z + 502 > 2301

— |z — 50| > /2301

— x> 50+ /2301 V 2 < 50 — v/2301
oder ungefahr x > 97,9687 V x < 2,03126

flz) >100 <= =z €]2,50 — v/2301[U]50 + v/2301, 00|

6. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

224 —2

(a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D von f und berechne die Nullstellen
von f.
(b) In welchen z-Bereichen ist f(x) positiv, in welchen negativ?

¢) Untersuche das Verhalten von f an den Randern von D¢. Gib die Gleichungen
(c) ! g
der Asymptoten an.

(d) Zeichne den Grafen von f gemeinsam mit den Asymptoten im z-Intervall [—4; §].

(e) p(x) sei die Gleichung der schrigen Asymptote. Fiir welche z-Werte gilt

|f(z) = p(z)] < 107°7
Losung: (a) Dy =R\ {2}

1\? 9
PHrr—-2=0 =— <x—i—§> :Z = w1 =2, ro2=1
(b) ‘ ]_OO’_2[ ‘ ]_2’1[ ‘ ]172[ ‘ ]2’00[
? +x—2 + - + +
T —2 — — — +
f(x) - + - +
(c) .
( x2 +x—2)+(2x—4) ;x%—%—i—z 1
— 24+ 2z r
3z — 2
—3x+6



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1 3, 2 1 3
flz) = 5% + 5 + o5 — schrige Asymptote: y = p(z) = 37 + 3

Senkrechte Asymptote: z = 2
lim f(z)=+o00

r—+o00
1 3 2 5 2
li = i 2—h)=1lim (=2-hA)+2+)=(2+2)=—
T fo) = Jim 2 =m) = g (G- 2 = (G ) = e
1 3 2 5 2
1. — 1. 2 h == 1. — 2 h — — = — _ —
S )= i o = (Geam g T) = (Fegr) = e
(d) z | f(z) us |
—4,0 | —0,83
~3,0 | —0,40 ’
—2.0 | —0,00 6
10| 0,33
0,0 | 0,50
1,0 0,00
15| —1,75 |
25| 6,75 |
3,0 5,00 1
40| 4,50
5,0 4,67 My i prcap pauny | 2 374 5 6 7 8
60| 5,00 AT ] | ’
70| 5,40 B |
80| 583
(e)
£(@) = p(a@)| = | ——| < 1072
) —plx)| =
P r—2
= |z — 2| > 2000
— x> 2002 V x < —1998
7. Es ist die Funktion g
LT = ) =
f y=f)=5—

gegeben. Wie grol muss man die Belegung der unabhéngigen Variablen x wihlen,
damit der Funktionswert f (x) fiir positive = kleiner als 0,01;0,001; € ist?

84¢

Losung: x> 5=



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

8. Es ist die Funktion
3x

:6x+5

framy=f(z)
gegeben.
(a) Bestimme die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen der Funktion f.

(b) Wie gro muss man die Belegung der unabhéngigen Variablen z wéhlen, damit
der Graph von f (z) fiir positive x weniger als 0,01;0,001; € von der horizontalen
Asymptote der Funktion f abweicht?
Léosung: (a) —x = %, Y= %

5-10
(b) = > e

1.1.2. Grenzwerte mit x -; a

_B=n)E =9 . .
1. f(z) = 51 9) ;  zeichnen Sie Gy und berechnen Sie lim f(x).

r——2

Liosung: —4

2. Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

o+t —r—-1 . B4 t—x-1
(a) lim , lim ,

z——1 x+1 z—+1 x—1

| w4t —r—1 fim w4 —r—1

rz——1 2 —1 ’:1:~>+1 2 —1

ot —dr+4 . -2 —dx+4
b) lim , lim ,

T—+2 x — 2 T——2 x4+ 2

i -2 —dr+4 " -2 —dr+4

mLI<rF12 2 —4 ’:vi>72 2 —4

o3 =622+ 11z —6 . 2> —622+11x—6
(c¢) lim , lim ,

r—1 Jj‘—l r—2 ,jL’—2

" 23 —6x2+ 11z —6 ! 23 — 62+ 11z —6

im

r—3 r—3 T 23 1’2—3l’+2

Lésung: (a) 0, 4,0, 2

(€) 2,-1,2,0
o1 : 1 :
3. (a) lim sin— (b) lim (x” - sin —) mit n € N
z—071 x xz—07F x

10



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

Lésung: (a) existiert nicht (b)

1 .
2"sin—| <[z = lim =0
x z—0t+

sin ax (b) hm\/_—\/a VI —/a (@ liml—cos:z:

4. (a) lim ¢) lim
( z—0 sin bx i—a T —a (c) roat /T —a 250 T
1 ——cosz 1 ——cosz sin x x?sin L
e) im ——— (f) lim ——— lim —— h) lim T
() z—0 2 () 0% 3 (g) =0 ¢ + sinx (h) z—0 sinzx
1 - 0 fira>0
Lésung: (a) a4 (b) (¢) lim VI e = =
b 2+/a z—at T —a 1 fira=0
1
(d)o (e 3 (f) +oo
1 . xsin 1 . o .
(2) 3 (h) hrrb —-=0 (de 'Hospital funktioniert nicht)
T—r =
5. (a) lim tanx (b) lim |tanx|

Lésung: (a) existiert nicht (b) 400

6. Verwenden Sie den Satz

fla)=gla) AN fi(z)>g(x) n Ja;b[ = f(z)>g(x) in Ja;b]
]

und beweisen Sie damit: tanz >z in  ]0;5[
: . : tanz . + :
Von welchen Seiten néhert sich h(z) = fiir  — 0* an seinen Grenzwert an?
x
.. 1 2 tanx .
Losung: f(x) =tanz, f'(x)= s 0, f'(z)= o2 0in]0;7% |

fO)=1A f"(2) >0in]0; 5[ = f'(z)>1in]0;5|
9(z) =z, ¢'(z) =1
f(0) =g(0) =0und f'(z) > ¢'(x) in]0; 5[ = tanz>xin]0;7]

Aus der Symmetrie von h zur y-Achse folgt dann

t
h(z) = a;m >1in] — 2;2[\{0}. Damit ist

. tanx . sinx 1
lim = lim . =1F
x—0 X x—0 xT COS ™

11



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1.1.3. Beliebige Grenzwerte

1. Geben sie gebrochen rationale Funktionen an, die folgende Eigenschaften haben:

(a) lim a(z) =2, mlirﬁnoo a(x) =2

T—500 -
1 1
(b) lim b(x) = 3 lim b(z) = 3
T—00 T——00
(c) lim ¢(xz) =00, lim c(z) = —o0
T—$00 Z——00
(d) lim d(z) = —o0, lim d(z) = —o0
T—500 T—>—00
e) lim e(r)=o00, lim e(r)= —o0
240 2-0
T— T
(£) m~l>lfng;>l+0f<x) =% h—m—oﬂx) -
() limg(z) =0, lim g(z)= oo
(h) lim h(z) =0, Jim h(z) = —oo
) . B 222 +
Lésung: (a) z. B. a(x) = 21
P 4+a2?+uw
(b) z. B.b(z) = 355 — 22+ a
3 +2
(c) z.B. ¢(x) = oo
o
(d) z B.d(z) = [ R—
1
(e) z. B.e(x) = P
1
(0) 7 B () =~ 55
rz—1
(g) z. B g(w): T — 9)2
( )
r—95

2. Skizzieren Sie sorgféltig den Graphen einer Funktion f mit folgenden Eigenschaften:

e f ist (mindestens) auf dem Intervall [—6; 6] definiert;

* [(=2)=3;
o lim2 f(x) existiert, ist aber von f(—2) verschieden;
T—>—

e lim f(z)und lim f(z) existieren, aber lim f(z) existiert nicht;
2140 2—1-0 z—1

e f/(3) ist negativ, f’'(5) ist positiv.

12



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

Geben Sie auch die Werte der genannten Grenzwerte an (soweit die Grenzwerte
existieren) und zeichnen Sie Tangenten ein, wo es fiir das Verstandnis der Skizze an-
gemessen ist.

sgn(z) - (x —4)? fir x# -2

Losung: z.B. f(x)= { 3 fir x= -2

lim f(r) =9 lim_f(r) =9

z—1+0
1= . 3-x : T
R N = s S

z—2
Lésung: (a) 0% (b) 0% (c) +o0

4. Zeichnen Sie G und berechnen Sie alle Grenzwerte an den Réndern von Dy:
2

(a) f(z) = ﬁ ; Dy maximal (b) f(x)= ﬁ ; Dy maximal
Losung: (a) Dy = R\{£3}, :vligli f(z) = Foo, mjég)i f(z) =+£o0
Jim f(z) = (=1)"
() Dy = R\(3L T f(a) =500, lm f(a) = oo
i, f(@) =07

5. Geben Sie fiir folgende Funktionen die maximale Definitionsmenge an und untersu-
chen Sie das Verhalten der Funktionen an den Grenzen der Definitionsmenge.

Lésung: (a) D = [0;1[U]1;00], f(0) =2, E{T}rof(x) = —0%,

lim f(x)= oo, ml;rr;o flz)=0

z—1-0
0) D= [0:1Uiocl fO) =1, lim f(@)= lim (1+a) =2
ll)n;o flx) =00

6. Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

2 —2
(a) lim ] + , lim ’
r—2 ‘;(;—2‘ r—2 |Jj—2|

13



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

r—lzf . x|z
z——00 1 +x
1 1

li li lim ———
(c) 230 |2x| — 422’ ;,;Ln% |2x| — 422’ xffl% |2x| — 422

(d) L

T

. T — 2 . T — 2
Lésung: (a) oo, lim —— =1, lim —— =—
=240 |z — 2| =20 |z — 2|
(b) 0,2
1 1 1

im ———— =00, lim ————— =Fo0, lim —— =200
2—0£0 |2z| — 422 ’ ’

C
(c) z—110 27| — 422 z——1x0 |22] — 422

x

(d) mg{)nio |z| + 22

==1

7. Berechnen Sie Dy, untersuchen Sie das Verhalten von f am Rande von Dy und
zeichnen Sie den Graphen Gy:

2 —6 2 -6
O fla)= e () f@) =
Lésung: (a) f(x):g:zggtggzij§:1+m—éi’)’ Dy =R\ {2;3}
lim f(x) = 5, lim,_f(z) = %00
(z=2)(x+3) B .
(b) f(x)_(x+2)(x_3)’ Df_R\{ 273}
Ll S0 =i )=

8. Berechnen Sie lim [6 — x + 3 - sgn(z — 4)] und zeichnen Sie den Graphen Gy.

r—4

Léosung: Abschnittsweise Darstellung: yh

3—z firx<4
flx)=<2 fiir x =4
9—x fiirxz >4

oW
;/',

lim = (-1)*, lim = (5)"

r—4~ z—4+ I I I T T I

14



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1 1 1
sin — ——5 COS — " 1
Lésung: (a) lim L = lim —*—+—L = lim (= cos— | = +o0
T—00 T—00 2 z—00 \ 2 T
x? x3
. sinx —x . cosx — 1 . —sinx
(b) lim ————— = lim ———— = lim — =0
z—0 zsinz  z—0sinz+x cosx 2—02cosx —x sinw
. (x—1F)-sinz . sinz+(z—F)-cosx
(¢) lim —=— = lim - =-1
T cos x T —sinx

10. Berechnen Sie Dy fiir f(z) = B
cos 2x
Berechnen Sie alle relevanten Grenzwerte von f im Bereich 0 < x < 7. Wenn moglich,
sind die Ergebnisse exakt (durch Wurzeln) auszudriicken, Tendenzen (+ oder —) sind
numerisch mit dem Taschenrechner zu ermitteln!
) _
Léosung: Dy = R\ {f +k.f‘/<;e Z}, lim f(z) = <——\/§> . lim f(z) = +o0
4 2 =7

2 o (27)"

11. Berechnen Sie in nachvollziehbarer Weise die folgenden Grenzwerte:

. T — T . T —T . x —sindx
(a) lim \/_7 (b) lim \/_7 (C) m-—
r—0+ \/2_ — 927 T—00 20 — 2x z—0 ,[L'Q 4+ sin 2
— 1-— 1
Losung: (a) lim Vroz = lim LoV =—
a0t 20 — 2 20t /2 -2z /2
1
— -=—-1 1
) lim YETT gy 2 L
T—00 /21 — x—)ooﬁ_Q 2
VT
. x —sin3x 0 . 1 —3cos 3z 1-3
(¢) im ————= (-] =lim = =-1
z—0 2 + sin 2z 0 z—0 22 + 2 cos 2z 2

1.1.4. Anwendungsaufgaben zu Grenzwerten

1. In den verschiedensten Bereichen der Physik, wie z. B. der Akustik und der Elektro-
dynamik, treten Schwingungen auf. Wird ein schwingungsfahiges System von auflen
mit der Frequenz f angeregt (maximale Anregungskraft konstant), hingt seine Re-
aktion (Amplitude) stark von der Anregungsfrequenz f ab.

Die Amplitude A(f) kann durch folgende Formel beschrieben werden:

C
V2 = 122+ (F)2

Neben Konstanten des Systems (C' enthélt die maximale Anregungskraft und den
Reibungsfaktor ) hangt A(f) von der Eigenfrequenz fy des Systems und der Anre-
gungsfrequenz f ab. Hier werden nur Félle mit v < % betrachtet.

A(f) =

15



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

(a) Untersuchen Sie, wie sich die Amplitude A(f) fiir f — 0 und fiir f — oo verhilt
und interpretieren Sie die Ergebnisse.

(b) Berechnen Sie allgemein die Resonanzfrequenz (Frequenz, bei der die Amplitude
maximal ist) fr des Systems.

(¢) Von welchen Parametern hingt die Resonanzfrequenz in welcher Weise ab? Skiz-
zieren Sie qualitativ die Resonanzfrequenz in Abhéngigkeit vom Reibungsfaktor.
(d) Stellen Sie A(f) fir C =50, fo =5 und v = 1,1 fiir f € [0; 15] graphisch dar.

(e) Diskutieren Sie mit Hilfe einer geeigneten Software, wie sich der Verlauf von
A(f) in Abhéngigkeit von den vorkommenden Parametern éndert.

Lésung: (a) lim A(f) = % System folgt exakt dem Erreger.
f—0 1o

lim A(f) = 0 System kommt nicht mehr mit.
f—o0

(b) fr=1/F3-%

(¢) fr nimmt mit der Eigenfrequenz fy des Systems zu und mit dem Reibungsfaktor ~ ab.
Fiir kleine Reibungen gilt fr =~ fo.

1.1.5. Graphen, Polstellen, Asymptoten

1. Welcher der angegebenen Terme nihert die Funktion f(z) = 2 + 22 + 3 fiir grofie
Werte am besten an? Mache deine Antwort plausibel.

SHEN
DO

(i) =* (4ii) z* + 3 (iv) % +3 (v) —+ z?

(4)
Losung: 2% + 3, da lim,_o % =0

2. Erstellen Sie fiir die folgende Funktion eine Wertetabelle und zeichnen Sie den Gra-

phen:
1

xr— 2

fz) =

Fiir welche z ist |f(x)| <& =1075? Rechnen Sie zuerst allgemein!

1 ‘ 1

1 1
= <e , z<2—-=-Vz>2+- , r<-99998 V x> 100002
x—2| |x—2| £ £

Lésung: ‘

16



1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

1.1.6. Stetigkeit

1. Widerlegen Sie folgende Behauptungen mit Hilfe der angegebenen Funktionen.

(a) Existiert der Grenzwert von f an der Stelle z, so ist f an der Stelle x stetig.

|1 fir x#3
f(x)_{Q fir =3

(b) Jede Unstetigkeitsstelle einer Funktion ist eine Sprungstelle.

sind, fir z#0
ﬂ@_{o fir =0

(c) Ist f an der Stelle z stetig, so ist f an der Stelle x auch differenzierbar.

f(x) =lz|,D =R

(d) Ist eine stetige Funktion f an einer Stelle x nicht differenzierbar, so hat f an
der Stelle x eine Knickstelle.

rsinl, fir 2#0
ﬂ@_{o fir =0

(e) Ist f an der Stelle x differenzierbar, so ist f’ an der Stelle x stetig.

r?sinl, fir 2 #0
ﬂ@_{o fir = =0

(f) Ist die Ableitung einer reellen Funktion f an einer Stelle zq positiv, so ist f in
einer Umgebung von z, streng monoton wachsend.

xzsinl+§, fir x#0
fla) = { 0 fir =0
Quelle: Mathematik lehren, Heft 75, S. 64ff

Lésung: (a) f ist an der Stelle z = 3 unstetig, obwohl der Grenzwert lir% f(x) =1 existiert.
T—r

(b) f ist an der Stelle z = 0 unstetig (in jeder beliebigen Umgebung von 0 nimmt die
Funktion den Wert 1 und den Wert -1 an).
x = 0 ist jedoch keine Sprungstelle.

(c) lir% f(z) =0= f(x), also ist f bei z = 0 stetig.
T—r

lim f'(z) = %1, also ist f bei # = 0 nicht differenzierbar.
z—+0

1
(d) f'(0) = hnilo sin — Dieser Grenzwert existiert nicht, also ist f bei z = 0 nicht differen-
xr—r X

zierbar. Trotzdem hat f an der Stelle z keine Knickstelle.
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1.1 Graphen gebrochen rationaler Funktionen

-0
(e) f'(0) = lim ———— xmiloxsmx—O,

also ist f bei x = 0 differenzierbar.

. l o l o
Fla) = 2xsin - — cos ¢, fl}l“ x#0
0 fir =0
Diese Funktion ist bei = 0 unstetig.
® 1 1,1
f/(x):{ %msm;—cos;—i—g, flnlr x#0
5 fir =0
In jeder Umgebung von z = 0 gibt es Stellen z = ﬁ, an denen sin% = 0 und
cos1 =1 und damit f'(z) = —3 ist.

2. Bei der Fahrt von einer Haltestelle zur nédchsten Haltestelle lasst sich der zuriickge-
legte Weg einer U-Bahn durch folgende Funktion beschreiben:

0,5t2, fir 0<t<12
S(t) = 0,2(t + 18)% — 108 fir 12<t<35
- 21,2(t — 35) +453,8  fiir 35 <1t <38

—0,48(t — 60)% + 749,72 fiir 38 <t <60
(a) Untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit.
(b) Zeichnen Sie den Graphen von s(z) fir 0 < ¢ < 60.

(c) Berechnen Sie abschnittsweise die erste Ableitung von s(t) und untersuchen Sie
die Ableitung auf Stetigkeit.

(d) Zeichnen Sie den Graphen von s'(x) fiir 0 < ¢ < 60.
(e) Interpretieren Sie die Funktion s'(x).

(f) Berechnen Sie die mittlere Geschwindigkeit im Bereich 0 < ¢ < 60.

Lésung: (a) s(12) = hm s(12) =172
s(35) = hm s(35) = 453,8
5(38) = hm s(38) = 5174
s(t) ist fur 0 <t < 60 stetig
(b)
()
t, fir 0<t<12
(o) = 04(z +18) —108  fir 12 <t <35
- 21,2 fir 35 <t < 38

—0,96(x — 60) + 749,72 fiir 38 <t < 60
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1.2 Lokales Differenzieren

§'(12) = lim §'(12) = 12
t—12

s'(35) = lim s'(35) = 21,2
t—35

s'(38) = 21,12 # lim §'(38) = 21,2
t—38

(e) Beschleunigte Bewegung im ersten und zweiten Zeitintervall, Bewegung mit konstanter
Geschwindigkeit im dritten Zeitintervall und Bremsen im vierten Zeitintervall.
§'(t) ist bei t = 38 unstetig. Man kann dies als kleinen Ruck beim Beginn des Abbrem-
sens erklaren.

(f) v =12,52

Literatur: Mathematikaufgaben, Anwendungen aus der modernen Technik und Ar-
beitswelt, Werner Schmidt, Ernst Klett Verlag, 1984

3. Gegeben ist die Funktion

22,  falls <0
Lo falls >0

x?

s ={

sin
(a) Geben Sie die Nullstellen der Funktion im gesamten Definitionsbereich an.

(b) Untersuchen Sie, ob f(x) im Definitionsbereich stetig und differenzierbar ist.

1
Lésung: (a) No(0/0), Ny <—‘0>, neclN
nm

(b) lim f(x)=0,d. h. f(x) ist bei zy = 0 stetig.
2—0%0
r?sind —0 2 -0
’ 1 T — ! — L =
1:(0) = xklg}ro z—0 0, 1-(0) xklglo z—0 0,

d. h. f(z) ist bei xg = 0 differenzierbar. Allerdings ist

!
xTr) =
fz) 2xsin%—cos% firz >0

{lx firz <0

bei x = 0 nicht stetig.

1.2. Lokales Differenzieren

1.2.1. Numerische Differentiation

1. Numerische Berechnung der Ableitung:

Wenn man die Ableitungsfunktion f” einer Funktion f nicht kennt, kann man f’(x)
durch einen der folgenden Differenzenquotienten (DQ) annéhern:
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1.2 Lokales Differenzieren

fr(z)

flz+h) - f(x) f@) = flz —h)

flx+h)— flz—h)
N fu(z) = A

fz(z) = 57

(a)
(b)

(c)

(d)

rechtsseitiger DQ

linksseitiger DQ zentraler DQ

Beweisen Sie, dass der zentrale Differenzenquotient der Mittelwert aus dem
rechtsseitigen und dem linksseitigen Differenzenquotienten ist!

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f mit

—224+10x—5
4

(=)

im Intervall [0; 6] und veranschaulichen Sie die Bedeutung der drei Differen-
zenquotienten fir x = 3 und h = 2. Welcher Quotient liefert wohl die beste
Néherung fir f'(z)?

Berechnen Sie die drei Differenzenquotienten fiir die Funktion aus Teilaufgabe
(b) an der Stelle z = 3 mit h = 0,1 und h = 0,001. Wie grof} ist der relative
Fehler der Ndaherungswerte?

Beweisen Sie, dass der zentrale Differenzenquotient einer quadratischen Funkti-
on f(z) = ax*+bx + c gleich der Ableitung f’(z) ist!

Losung: (c) f'(3) =1, fL(3) =1,025, fr(3) =0,975, fz(3)=1

2. Berechnen Sie f’(a) numerisch mit dem rechten, dem linken und dem zentralen Dif-
ferenzenquotienten und geben Sie jeweils den relativen Fehler an:

(2)

(a) f(x) = 2? ;. a=2 ; h=0,01
(b) f(z) =sinz ; a=% ; h=0]1

(¢) f(z)=sinz : a=73 ; h = 0,001
(d) f(z) =sinzx ;  a=7% ; h=0,00001
(e) flz)=2" . a=1 ; h=0,0001
(f) f(x)=x-cosz ; a=7% ;  h=0,0001

Die numerische Berechnung der Ableitung mit dem Taschenrechner liefert fiir
h ~ 0,0001 optimale Ergebnisse. Warum wird die Genauigkeit des Ergebnisses
fiir kleinere h wieder schlechter?
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1.2 Lokales Differenzieren

Lésung:

(a) f(2) = 4 . fr = 4,01 , or = 0,0025
fL = 399 , 0, = —0,0025
fz = 4,00 , 0z =0

(b) f'(3) = 05 ., fr = 0,4559 , 0r = —0,0882
fi = 05424 , 0, = 0,0849
fz = 0,499167 , 0z = —0,00166

) f(3) = 05 . fr = 0,4995669 , 0r = —0,000866
fu = 0,5004329 , 0L = 0,000866
fz = 0,49999992 , 07 = —167-1077

d) f(3) = 05 , fr = 0,499995669 , 0p = —866-106
fu = 0,50000433 , 0, = 8,66-107F
fz = 0499999999992 , 6, = —1,67-10"'!

(e) f'(1) = 1,386294361 . frR = 1,386342407 , 0r = 347-107°
fu = 1,386246317 , 0, = —347-107°
fz = 1,386294362 , 0z = 8,00-10"10

() f'(2) = —0,4068996821 , fr = —0,4070124656 , or = 2,77-10*
f. = —0,4067869006 , o, = —2,77-1074
fz = —0,4068996831 , 6, = 2,43-107°

(g) Wegen der beschrénkten Genauigkeit des Rechners und der Differenz benach-
barter Werte im Zahler!

3. Berechnen Sie f’ (&) fiir f(z) = cos3z einmal exakt und einmal numerisch mit dem
zentralen Differenzenqotienten (h = 0,01).
Wie grof} ist der relative Fehler des Néaherungswertes?

Ssuna: : (A W S
Losung:  exakt: f <18) 3 s1n6 1,5
(3. (& = (™ —0.01
Niherung: f/ <17T_8) o 22 [3 (18 +00 g] 5 STS [3 (18 00 )] = —1,499775

Sl = —0,00015 = —0,015 %

4. Berechnen Sie f’ (&) fiir f(x) = cos5z einmal exakt und einmal numerisch mit dem

zentralen Differenzenqotienten (h = 0,01).
Wie grof} ist der relative Fehler des Néaherungswertes?

i . . Ty ey T
Losung:  exakt: f <30) 5 51n6 2,5
(= ] = A(Z —0.01
Niherung: f’ <%) L os[p (55 +00 ;].O g;’s 5 (55— 001)] _ —2,498958

Sl = —0,00042 = —0,042 %

5. Berechnen Sie numerisch so genau wie moglich die Ableitung der Funktion f(z) = 2*
an der Stelle x = 1.
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Lésung:

Lésung:

Lésung:

1.3 Globales Differenzieren

£(1,001) — £(0,999)
0,002

F(1) ~ — 1,386

Berechnen Sie numerisch so genau wie moglich die Ableitung der Funktion

1
f(x)  sinz
an der Stelle z = %
(TN f(+0,001) - f(%-0001) B
!/ (6> - 0,002 = 34641

Die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(x) = 27“sinz kénnen wir noch nicht
berechnen. Bestimme trotzdem so genau wie moglich den Wert von f/(0,6).

f(0,6+h)—f(0,6—h) 27%6"hsin(0,6 +h) — 2706 5in(0,6 — h)

'(0,6) ~
Fiir A wahlt man am besten , halbe Taschenrechnergenauigkeit®, bei einem zehnstelligen
Rechner also h = 107°: h ‘ 1073 ‘ 107° ‘ exakter Wert

F'(x) ~ | 0,2863038586 | 0,2863037101 | 0,2863037101

1.3. Globales Differenzieren

1.3.1. Ableitungsfunktion

1.

Lésung:

Was bedeutet die Ableitung der Funktion f an der Stelle z, wenn
(a) f(x) der Ort eines Korpers zur Zeit x ist

x) das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenldnge x ist

(z)

(z)

() das Volumen einer Kugel mit dem Radius z ist

() das Teilvolumen eines Kérpers von der Hohe null bis zur Hohe « ist
(x) die Zahl der zur Zeit x lebenden Menschen ist

x) die Ladun iSt, die bis zur Zeit x durch den uerschnitt eines Leiters
g
geﬂossen ist

(h) f(x) die Arbeit ist, die zum Bewegen eines Korpers bis an den Ort z verrichtet
wurde

(a) f'(z) ist die Geschwindigkeit des Kérpers zur Zeit .
(b) f'(x) ist die Beschleunigung des Korpers zur Zeit .
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1.3 Globales Differenzieren

(c) f(x) =2® == f'(x) = 32% (halbe Oberfliiche). Vergréfiert man x um Az, dann
kommt zu jeder Wiirfelfliche eine Schicht der Dicke % dazu.

(d) f(z) = Za3 = f'(z) = 47z® (Oberfliche). Vergrofert man z um Az, dann
kommt eine Schicht der Dicke Az dazu.

(e) A(z) sei die Querschnittsfliche des Korpers an der Stelle z (z-Achse senkrecht auf der

Fléche). Vergroflert man z um Az, wichst das Volumen um Af ~ A(z)Az (umso
genauer, je kleiner Az ist):

A
A~ 3L = A = gm 2= pw

(f) f'(z) ist die Anderungsrate der zur Zeit x lebenden Menschen, das ist die Differenz
aus Geburtenrate und Sterberate.

(g) f'(z) ist die Stromstirke im Leiter.

(h) Ist F(z) die Kraft auf den Kérper, dann ist die Arbeit bei der Bewegung um Az durch
f(x) = F(z)Ax gegeben (umso genauer, je kleiner Ax ist):

~ 2

. 2
F@~ 5 F@) = fim 7g =7@
2. Skizziere den ungefahren Verlauf von f” und von f.
v A
f/
0 -—
1 T2 3 Ty 5 x
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1.3 Globales Differenzieren

Lésung:

y A

f/

fss

X7 x10 x11

3. Im folgenden Diagramm ist die Wachstumsrate von Jungen und Méadchen nach der
Geburt dargestellt:
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Losung:

1.3 Globales Differenzieren

T

e MiEdhchen

o ; 5 5 T.:" é 111 113- 175 1r_||' 1.;5'

Butesr (Eshre)
Erlautere den Verlauf der beiden Wachstumsgraphen. Gehe dabei auf alle inter-
essanten Stellen ein.

Zeichne zu beiden Graphen einen passenden Graphen, der fiir jedes Alter die
Korpergrofie angibt.

Untersuche auch die Korpergrolen-Graphen auf interessante Stellen. Wie hangen
die Stellen ndieser Graphen mit den interessanten Stellen der urspriinglichen
Wachstumsgraphen zusammen?

Quelle: Verdnderungen verstehen - qualitativ und diskret, Stefan Humann und Timo
Leuders, PM Heft 31, Februar 2010, 52.Jg, S. 2-3; www.wachstum.de

Z. B.:

(a)

Wachstumsrate bei Geburt maximal; ein weiteres Maximum bei 12 Jahren (Mé#dchen)
bzw. 14 Jahren (Jungen)

Wachstumsrate nimm bis zum zweiten Lebensjahr um etwa 10cm/Jahr stark ab; da-
nach fiillt diese nur noch wenig in einer Gréflenordnung von etwa 0,5cm/Jahr

Das Korperwachstum fallt bei Médchen von 15 Jahren und bei Jugen von 17 Jahren
auf nur noch etwa lcm/Jahr

streng monoton fallen, da Wachstumsgraph immer positiv

Steigung des Wachstumsgraphen nimmt bis zu zwei Jahren stark und dann bis 9 Jahre
nur noch wenig ab.

Steigung erreicht dann wieder ein Maximum bei 12 Jahren (Médchen) bzw. 14 Jahren
(Jungen)

Hefewachstum
In der Graphik ist das Wachstum einer Hefekultur dargestellt (Zeitangaben in Stun-
den, Hefemenge in mg)
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Lésung:

Lisung:

Lésung:

1.3 Globales Differenzieren

600+
5001
400

300+
200
100

510 15 20
(a) Schitze die ungefdhre Lage des Wendepunktes ab und zeichnen Sie ihn in der
Graphik ein.

(b) Schétze ab, wie grofi die Wachstumsgeschwindigkeit an der Wendestelle ist.

(c) Deute den Wendepunkt im Hinblick auf die Wachstumsgeschwindigkeit.
Quelle: Kopiervorlage: Beispiele fiir Abituraufgaben, PM Heft 31, Februar 2010,
52.Jg, S. 38
(a) WP(7,5[300)

(b) ~ 3% =86

(c) Bis zum Wendepunkt nimmt die Wachstumsgeschwindigkeit zu, danach wieder ab; am
Wendepunkt ist also die Wachstumsgeschwindigkeit maximal

Berechne die Lage der Extrema fiir den Graphen der Funktion g(z) = 2*—62*+9x—2
f'(x) = 322 — 122 + 9; Extrema bei X; = 1 und x5 = 3

. Verwenden Sie die Definition der Ableitung, um f’ von f(z) = 2% zu berechnen.

3 3 3 3
' (m+h)%—xg . [(x+h)2—x2}-[(x+h)z+xz}
flx) =1 =1 _
z) = hlmo —hm%) 3 3 =
— — h-[(m+h)2+x2}
. (:U+h)3—x3 o 322h+3xh%2+h3
- l%lmo 3 3 :hlr% 3 31
“Yh-|(x+h)2 —i—x2] - h-{(m—l—hﬁ —i—x2}
. 3$2_§%
B 21'% 23:

26



1.3 Globales Differenzieren
7. Gegeben ist die Funktion

firx—

7 z e R\ {1}.

(a) Berechnen Sie f’(2), indem Sie den Grenzwert des entsprechenden Differenzen-

quotienten ermitteln. (Falsches Ersatzergebnis, falls Sie diese Teilaufgabe nicht
16sen konnen: —2.)

Lisung:

(a) f'(z)=-1
(b) t(x) =

=—x+3

(b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt
P(2]yp).

8.

(a) Schreiben Sie die Formel fiir die Definition der Ableitung einer Funktion f an

der Stelle x hin. Erldutern Sie die in der Formel vorkommenden Begriffe an
Hand einer beschrifteten Skizze.

(b) Verwenden Sie die Definition der Ableitung, um die Ableitung von f(z) =
berechnen.

1
— zu
x
Liosung: (a) f'(z) = lim fl+h)— fx)
h—0 h
T S S
/ =] T [ o
(b) fi() = Jim == hohz(z +h) | 22
9. Berechnen Sie f'(2) fiir die Funktion f(z) = — mit Hilfe der Ableitungsdefinition!
x
Lh 1 1 1
P . / I I 2+ 2 IRT _7 _ 1
Lésung: f'(2) = %g% A = %1;% 5@ ) 1

10.

(a) Schreiben Sie die Formel fiir die Definition der Ableitung einer Funktion f an

der Stelle x hin. Erldutern Sie die in der Formel vorkommenden Begriffe an
Hand einer beschrifteten Skizze.

(b) Verwenden Sie die Definition der Ableitung, um die Ableitung von f(z) =
zu berechnen.

1
22
Liosung: (a) f'(z) = lim flx+h) - f(z)
h—0 h
1 1
) = figy EE2 22 o —2eh— D2
(b) fi(z) = lim —— ]

. —(2x—h) 2
= l1m = _— =
h—0 hx? (x + h)? ha0 72 (x4 h)? a3
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1.3 Globales Differenzieren

11. (a) Schreiben Sie die Formel fiir die Definition der Ableitung einer Funktion f an
der Stelle x hin. Erlautern Sie die in der Formel vorkommenden Begriffe an

Hand einer beschrifteten Skizze.
1

(b) Verwenden Sie die Definition der Ableitung, um die Ableitung von f(z) = —
x

7zu berechnen.

Lésung y
(a) f'(=) . = f
lim f(x * ) _ f(x) fx+h) 4o
h—0 h
(b) L
/ — 1 (z+h) s _
f(x) hl_)Hb — f(x+h)—F(x)
. —3x%h — 3zh? — h3
= lim =
h—0 hl’s (1’ + h)3 1% I v R A
. —(3z% + 3xh + h?) 3 h
= lim = ——
h—0 23 (x+h)3 x?
X x+h X
12. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion
1

f(ﬂf):ﬁ

mit Hilfe der Definition der Ableitung und weisen Sie nach, dass die Formel fiir die

Ableitung von z" somit auch fiir n = —% gilt.
Losung:
1 1
o) — i JEED = I@) o VEERVE L VEVETR
h—0 h h—0 h h—>0 hﬁ\/ﬁ
(VT —Vz +h)(\/T+Vz+h) . x—(z+h)

- Jim W Ve }HOWEW Rarary

i wzm(f VAR i TR AT VT -

1 1 3
= — = ——x 2
ff(erf) 2xf 202 2
1
Mit (") = nz" ' und f(z) = —= = a2 folgt
x
1 1
f/(x) = —5557%71 = —gxfg



1.3 Globales Differenzieren

1.3.2. ganzrationale Funktionen

1.3.3. Summenregel

1.3.4. Produktregel

1.

Lisung:

Losung:

Uberpriifen Sie die Produktregel mit der Berechnung von

d
— (" -2™) , n,méeN
o )
auf zwei Arten (einmal mit und einmal ohne Produktregel)!
d
ohne Produktregel: I 2" = (n 4 m) Tl
X

mit Produktregel: ~ nz" 2™ +ma" ™! = (n 4+ m) "L

Leite folgende Funktionen mit der Produktregel ab!
(a) fi(z) = (z+1)(z +4)

(b) fo(z) = 3z 4 5)(z — 2)
() f3(z) = (5x +13)(4x — 17)
(d) falz) = (35+122)(1 — 2)
(e) fs(z) = (14 — 3x)(16 — 9z)
(f) fo(x) = (x — 4)(2*> +3)
(g) fr(z) = (22 + 52)(8 + 252)
(h) fs(z) = (322 4+ 2)(132 — 92?)
(i) fo(z) = (z —4)(2* +3)
(a) fi(x)=2zx+5
(b) f3(z) =6z —1
(c) f4(x) =40z — 33
(d) fi(z) = —242 — 23
(e) fi(z) =54z — 174
(f) fé(x) =32* -8z +3
(2) fi(z) = 752% 4 2662 + 40
(h) fa(z) = —108z* + 902 + 26z
(i) fo(x) =32% —8x+3

29



1.3 Globales Differenzieren

3. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen auf zwei Arten:
(i) Ausmultiplizieren und Differenzieren
(ii) mit Hilfe der Produktregel

(a) f(z) = (52 +3)?
(

o
~
=
8
~
I
w
8
—~
i
8
_l’_
ot
~
o

1.3.5. Quotientenregel

1. Wir betrachten die Funktionenschar f,(r) = z* + 2. P, sei ein Punkt auf G f. it
T

waagrechter Tangente. Berechnen Sie die Koordinaten von P,! Auf welcher Kurve
liegen alle Punkte P, mit a € R?

1
Losung: f'(z) =2z — % , fllo)=0 = =z = (g) 3
x

2
3

Pa(z1|y1) mit y3 =3 - (g) ,  Kurve der Minima: y = 3 - 22

1.3.6. Sinus- und Kosinusfunktion

sin x

1. Wir betrachten f(z) = im Intervall |0; 27]. Zeichnen Sie den Graphen von f

und berechnen Sie die Koordinaten des Punktes mit waagrechter Tangente.

T cosx —sinx

Lisung: f'(z) = =0 = tanzr=ux

2
T
Mit dem Newtonverfahren oder durch Probieren berechnet man die Koordinaten des Tief-
punktes: T\(4,4934| — 0,2172)

2. Wir betrachten die Funktion f mit

mit Df = [076]

(a) Berechne f’(z). Berechne die Nullstellen von f” im Definitionsbereich und ver-
wende dazu den Grafen einer geeigneten Funktion als Uberlegungsfigur.

(b) Zeichne den Grafen von f und markiere die Punkte mit waagrechter Tangente.
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1.3 Globales Differenzieren

Losung: (a) f'(x) = % + 3 cos (g :U) 1% ——————————————————————————————————————————————————————————————————
T e . T e
f'(z) =0 = cos (z :U) = —— ;
—il 3N s
z T =2 ZJ
— 1= — =2 L
3 713 '
T 4 . 4
— T _ — T =
3 7773 ?
) | f@ | f@ ]
O O O 3 777777777777 o o o o s .
L| g7+ 5v3 | 139 R R R R =l B/
[ R T ,,,,,,,,,,,, [ L L Y S .
2| gm+gV3 |10 s
3| 4 |1 S T
NE o
5|2 —1v3| 1,75 | 5 | 4 | 6
6 ™ 3,14

3. Berechne die Ableitungen folgender Funktionen:
(a) f(z) = sin(z?), (b) g(x) = sin® =, (¢) h(z) = 2*cosuw,

Lésung: (a) f'(x) = 2z cos(x?)
(b) ¢'(x) = 2sinx cos z(= sin(2x))
(¢) W(x)=2xcosx —x’sine = x (2cos x — zsin z)

1.3.7. Wurzelfunktion

1. Bestimmen Sie die Extrema der Funktion

f(2) = vV (1— —a9).

56
Lésung: Minimum bei (0]0), Maximum bei (2|$\/§)
2 () S () g@) @) () (e VEsing)
dz g dz

x \ 22

d /1
(c) Berechnen Sie mit der Produktregel: o <—>

Losung: (a) f'gh+fgdh+fgh (b) zw- <— sinx + x cosx)

2
73
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1.3 Globales Differenzieren

3. Wir betrachten die Funktion f : 2 — f(z) mit

) = V2

(a) Bestimmen Sie die Definitionsmenge D und untersuchen Sie f auf Nullstellen.

(b) Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Réndern des Definitionsbereichs.

(c) Berechnen Sie die Ableitung von f und vereinfachen Sie so weit wie moglich.
Berechnen Sie auch den Grenzwert lim f'(x).

xz—0t

(d) Skizzieren Sie den Graphen von f in geeignet gewéhlten Einheiten im Intervall

x € [0;9].

Losung: (a) Dy =Rg \ {4}; die Nullstelle des Zéhlers ist 4 ¢ Dy, d.h. keine NS.

. . Vo —2 . 1 1
(b) Jim @) = i e o e+ AN i T

. T A+ 1

MRS = i e =00 =

1

(¢) Zuerst f(x) umformen: f(x) = N

P . R—
(VE+2r  2/EE TP

oder direkt:
(-5~ (V-2 aoafrid

fl(x) = (z — 4)2 = _2\/5(% — 4)2
_ (Vo —2)? _ 1
B e A e
lim /() = —oc

4. Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit. An nicht-
differenzierbaren Stellen sind die einseitigen Ableitungen zu berechnen. Zeichnen Sie
die Graphen der Funktionen.

x + |z

(@) £ =¥ ) f@) = " ] (o) s = 23/
0 firz =0

fiir . # 0

2.
Losung: (a) f(z) = |2|7 ist iiberall stetig. f'(z) = S S%)n‘(x’)
. X

lim f'(z) = 400, d.h. f bei x = 0 nicht differenzierbar.

r—0%
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1.3 Globales Differenzieren
0 firz <0 0 fir x <0
(b) f(x) - . ) f,(x) — 33 .
x/r firx =20 svax firz 20
f stetig und differenzierbar in R (f’(0) = 0).

{0 firz <0

. 0 fiirz <0
) T)=4 2
x§ fiirz >0 /z) gzc_% firz >0

(c) flz) =

lim f(z) = f(0) =0, lim f'(z)=0, xli,%l+ f'(x) = +o0

x—0%t z—0~

f stetig aber nicht differenzierbar bei x = 0.

1.3.8. Kettenregel
1. Fiir einen Korper, der sich entlang der z-Achse bewegt, gilt

z(t) = Asinwt.

Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(t) = #(¢) und die Beschleunigung a(t) = Z(¢).
Driicken Sie a(t) durch z(t) aus.

Lésung: v(t) = Aw coswt, a(t) = —Aw?sinwt = —w? - z(t)

1 1 2
2. (a) % (5 cos 2z — 7 sin ;) (b) % <§ sin 6x — 3 cos ?:1:)

2
Lésung: (a) f'(x) = —sin2x — cos% (b) f'(z) =2 cosbx+2 sin%

3. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen mit der Kettenregel.
a) f(x) = sin(2?)

NN~ T~ T —~
=o0e - O &0 oy
N N N e N N N N N

—
—-
~~ Y~ I~
\_/\_/\_/\_/\%/\_/\_/\_/\_/
I
<+ O
Q
=
—
8
(%))
—+
DO
8
w
_|_
w
8
~—

P
.
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1.3 Globales Differenzieren

f
f
f " cos?(z?)
f(z) = (22 + 2) cos(z? + 22 + 2)
(e) f'(z) = —(423 + 62 + 1) sin(z* + 322 + )
1
/ os? (25 + 223 + 3x)
f
f
f

(g) f'(x) = —sin(x) - cos(cos(x))
(h) f'(xz) = — cos(x) - sin(sin(z))
0 o) = -
N L sin(z)
1) fiz) = cos?(cos(z))
,, . cos(tan(z))
(k) f (x) - 0052(3:)
) — cos(x)
@) £=) cos?(sin(x))

1.3.9. Betrag im Funktionsterm
1. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

1) 22 — 822+ 252+ (222 —4x) |z —2| - (222 + 1) - |7
) =
4z

(a) Wie lautet die Definitionsmenge von f7 Geben Sie eine betragsfreie Darstellung
von f an.

(b) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f im z-Intervall [—2; 4].

(d) Zeichnen Sie den Graphen von f” im z-Intervall [—2; 4].
445 firz <0

Losung: (a) Dy =R\ {0} flz)= —12—2—1—4 fir0 <z <2
%2—4364—8 fiir o > 2
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1.3 Globales Differenzieren

(b) Nicht stetig bei = 0, stetig und differenzierbar bei x = 2.

@ [T @ [T T T T
\\\ A 7o 1 ;i \\\ ///
7
: S NS
_9] \/
44—
h f 0
x ur
3 %, / <
\\ filz)=1% - fir0 <z =2
2 \ x—4 firxz>2
\\
1 AN
\,
\\
-2 -1 0 1 2 3 4

2. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung
2
x
f)= -2 4 jr—2
(a) Geben Sie eine betragsfreie Darstellung von f an.
(b) Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

(c) Zeichnen Sie die Graphen von f und von f’ im z-Intervall [—1; 4] in ein Dia-
gramm.

—%x2+2x fir x £ 2

%2—230 fiir x > 2

Lésung: (a) f(x) :{

(b) Stetig in R, nicht differenzierbar bei x = 2.

—3x+2 firxz<?2
f(z) = .
T —2 fiirx > 2

()
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1.3 Globales Differenzieren

(22 —4) - |z — 1]
21— 4 '

(a) Schreiben Sie die Definitionsmenge und eine betragsfreie, moglichst einfache
Darstellung von f hin. Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und geben Sie, wenn
moglich, eine stetige Fortsetzung von f an.

3. Wir betrachten die Funktion f(x) =

(b) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit. An nichtdifferenzierbaren Stellen sind
die einseitigen Ableitungen zu berechnen. Wo hat der Graph G/ eine waagrechte
Tangente? Zeichnen Sie Gy in der Einheit 1 cm im Intervall [—3;3].

(c) Die Teilaufgaben (a) und (b) sind jetzt fiir die Funktion

(2 —4) - |z — 1]
g(x) = 22— 4

zu losen. Dabei ist reger Gebrauch von den Ergebnissen der Teilaufgaben (a)
und (b) zu machen!

. L@ +2-2) fire>1,2#£2

. _ _ )2

posungs (@) Dy =4 2] f(x)_{—%(m2+x—2) fiir < 1

f(x) fiirz#2

f stetig bei z = 1, stetig fortsetzbar bei z = 2: f(x) =
2 firz =2
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4. Wir betrachten die Funktion f(x) =

Losung: (a) Dy =R\ {-2}, f(z) = {

1.3 Globales Differenzieren

x—l—% fiir x > 1, x # 2

(b) f'(z) = {_m_% fiir 2 < 1 . =3 =-3

f nicht differenzierbar bei z = 1 (bei = 2 nicht def. und damit auch nicht differen-
zierbar).
fllx)y=0 = uz= —%, waagrechte Tangente bei (—0,5]1,125)

L@ 4+2-2) firz<1lundz>2
c) D, =R\ {2}, z) =<2 -
(©) Dy V2 9() {—%(m2+x—2) firl<az<?2
g stetig bei x = 1, nicht stetig bei z = 2 (Sprung).

{x+% firz<1lund z>2 , 3 3

G =9 "1 oo , () =-3,4(1)=3
2

g nicht differenzierbar bei z = 1 (bei = 2 nicht def. und damit auch nicht differen-
zierbar).
¢(z)=0 = 1z =—3, waagrechte Tangente bei (—0,5| — 1,125)

(4=2%) Ja+1]
21+ 4 '

(a) Schreiben Sie die Definitionsmenge und eine betragsfreie, moglichst einfache
Darstellung von f hin. Untersuchen Sie f auf Stetigkeit und geben Sie, wenn
moglich, eine stetige Fortsetzung von f an.

(b) Untersuchen Sie f auf Differenzierbarkeit. An nichtdifferenzierbaren Stellen sind
die einseitigen Ableitungen zu berechnen. Wo hat der Graph G/ eine waagrechte
Tangente? Zeichnen Sie Gy in der Einheit 1 cm im Intervall [—3;3].

(c) Die Teilaufgaben (a) und (b) sind jetzt fiir die Funktion
4—g%) |z +1
oy A=) o+

122 + 4
zu losen. Dabei ist reger Gebrauch von den Ergebnissen der Teilaufgaben (a)
und (b) zu machen!

2 —r—2) fire<-1,z# -2
F(@t—2-2) firz>-1

[l

flx) firz# -2

f stetig bei & = —1, stetig fortsetzbar bei x = —2: f(z) =
2 fir x = -2

r—3 fir x < —1, z # -2
b) () = 2 ) 7 /_1:5’/__1:_§
) 7'(2) {%+%1mx>_1 FL=1) =3, fL(-1) = -
f nicht differenzierbar bei z = —1 (bei x = —2 nicht def. und damit auch nicht

differenzierbar).
fllx)y=0 = uz= %, waagrechte Tangente bei (0,5]1,125)
L@ —-r—-2) firr>—-lundz< -2
c) Do, =R\ {-2}, T) = 2 N
(©) Dy Vi 9() {%(mQ—x—Q) fir -2<x< -1
g stetig bei x = —1, nicht stetig bei z = —2 (Sprung).
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1.3 Globales Differenzieren

1 ..
, —x+5 firz>1undx < -2 , 3 3
xr) = ) -1) = 2y Y— -1)=-3
g(®) x—% fir -2 <2< -1 g4 (1) =5, 9-(=1) 2
g nicht differenzierbar bei + = —1 (bei # = —2 nicht def. und damit auch nicht

differenzierbar).
Jdx)=0 = uz= %, waagrechte Tangente bei (0,5]1,125)

1.3.10. vermischte Aufgaben

d
1. Berechnen Sie die Ableitung: (a) f(z) =ax+b (b) f(x) =ax*+b a:—l—c—l—;

Losung: (a) f'(x)=a (b) f'(z)=2azx+b— %

2. Zeichnen Sie die Graphen von fund f’ und berechnen Sie die Nullstellen von f”:
4 1 2
(a) f(x)=-03a"+150+2125 () f@)=a+- () flo)=z-—7

Losung: (a) f'(x)=-0,6x+ 1,5 f'(z)=0 fir =25
(b) f/(x):l—%; fx)y=0 fir x=+2
/ 1 , )
© F@)=—gg - F@)=0 fir z=—}

3. Berechnen Sie f'(z): (a) f(z)=az" —ba™ + S N
T

" 1
ORNC RPN
Losung: (a) f'(x) = naz" ' —mbz™ ! — % — 235

/ n— 1 1
(b) f(x) == 1*?*%

4. Berechne die Ableitungen folgender Funktionen und vereinfache (Ergebnisse ohne
negative und ohne gebrochene Exponenten):

(d) k(x) = +/sin (z3) (e) r(x)=Vsindz (f) s(x)=sin’x

! 1
Liosung: (a) f'(z) = <x3 +273 4 m%> =322 -3z~ + 3% 5=322— = 4

(b) ¢ () = 32°sin? x + 223 sinz cos =
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1.3 Globales Differenzieren

oy x+l—a 1

1132 COSs ,173
@ Ko=)

24/sin (z3)
3sin? 3
(e) r'(z) = oFh TS x(;osm = 5 cos rVsinw
2vsin® x

1 3 si 2
(f) 5/($):3Sin2 7 cos /T - _osin x cos \/x

2V 2T
5. Berechnen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:
1 ‘-
@) f@)==% O f@)=—% © fl)=;—
r+3 22 —4 sin
@ @ =75 © f@=775 O f@="¢2
2 2_1
® f0=T0 W) f@) = () S =
1E2 — X
Loswng: (a) = 99927 () — > B (c) ﬁ
224+ 6x+7 ; 2z cosx —sinx
(d) W () (z—2)=1 (/) 2z /x
T sinx .%'-ﬁ x .%'2 T —/T)COST — l’s .%'2
) (3 2([—);5)2( V) (ny 205 le +5)
o
sinz |

6. Wir betrachten f(z) = im Intervall |0; 27]. Zeichnen Sie den Graphen von f

und berechnen Sie die Koordinaten des Punktes mit waagrechter Tangente.
Liosung: f'(z) = w =0 = tanzr=u=x
x
Mit dem Newtonverfahren oder durch Probieren berechnet man die Koordinaten des Tief-
punktes: T(4,4934| — 0,2172)

7. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen mit Hilfe der Produktregel und
mit Hilfe der Quotientenregel.

() fa) = 253

12
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1.3 Globales Differenzieren

Losung: (a) f'(z) = ——

8. Berechnen Sie fiir die Funktion

1
g:x — g(r) mit g(zr)=xz-sin—
T

die Ableitung und den Grenzwert lim g(z).

T—00

Tipp fiir den Grenzwert: Substitution!

. ' 1 1 1 .11 1
Lésung: g'(r) =sin—+xcos—- | —— | =sin— — —cos -
x T

x r x
. . sinu
r=— = lim g(z) = lim =1
u T—00 u—0 U

9. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen
(a) filz) =vV1-u
(b) fao(x) = Vsinx

(©) fyfw) = 22

(@) fila) = VA

—x
. / 1
Lésung: (a) fi(x) = N
CcoS T
b) fi(x) =
( ) f2( ) 2@
—1+sinx +xsinz 4+ cosx — xcosz
(©) filx)= oy
—23 4222 424+ 8
(d) filz)=

x24+4-(1—a?)

10. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen:
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(a) h(x) =5z + 2°
(0) Ue) = 55

2727 + 122° + 322
(©) K(x) = 2

)
Losung: (a) h'(z) = —= + 5a*
2y/x

, 4z
(b) U) = — e

(c) K'(z) = 452 + 1222

11. Berechnen Sie die Ableitung der Funktion

. CcoS T
g(x) =2%sinz + . ; x # 0.
Lisung: ¢ (x) = 2rsinx 4 2 cosx — 9381112#

12. Untersuchen Sie ob folgende Funktionen bei zy bzw. z,, differenzierbar sind.

(a) f(x)=sin|z|, 29g=0

(b) f(z) =|sinz| -z, 29 =0,2, =nm mit n € Z
|z — 2
© f@)= 12 =
x
Lésung: (a)

1N cos(z) fir >0
=) = { —cos(—x) fir <0

= lim f'(x)=1%# lim f'(z) = —1, also bei g = 0 nicht differenzierbar.
z—0+0 z—0-0

(b)

f(z) = xzcos(z) +sin(x) fir 2kr <z < (2k+1)mkeZ
R cos(—z) —sin(z) fir (2k+1)r <z < (2k+2)m, k€ Z

= bei x¢ = 0 differenzierbar, bei x,, = n7 nicht differenzierbar.
(c)

244 .
Pt fir 2<0

—z24dx—4 .
) = { a2 fir >0

= lim f'(z)=-1%# lim f'(x) = 0; bei o = 0 nicht differenzierbar.
z—0+0 z—0-0
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1.3 Globales Differenzieren

(d) 1
f'<m>:{ G
Cage fir o< 0
= lim =1= lim = 1; bei zg = 0 differenzierbar.

z—0+0 z—0—-0

13. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen.

(a) f(x) =a2sinz

(x) = z* cos(z?)

m(x) = (3 + 3) cos 3z
() = (2% + 2)? cos 3z

o~

x) =sinx cosx

r) = sin®wcos x

~— T ~— ~— ~— ~ ~— ~—
S

r(x) = sin® x cos?® x
(

=z2cosx + 2zsinx

Losung: (a) f'(z
= 222 cos 2z + 2x cos 2x + 2z sin 2x + sin 2z

B'(z) = 222 cos2z + 8z cos 2x + 8 cos 2z
+2zsin 2z 4 4 sin 2%

(d) I'(x) = 423 cos(z?) — 22 sin(x?)
(e) m/(x) = 322 cos 3z — 323 sin 3z — 9sin 3z
n

(f)

"(x) = 4a3 cos 3z + 8z cos 3x

—32%sin 3z — 1222 sin 3z — 12sin 3z
(g) p'(x) =2cos?x —1 = cos2x
(h) ¢/(x) = 2sinx cos®x — sind

(i) 7'(z) = 2sinzcos® x — 2sin® z cosz = 3 sinda

14. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen.
(a) fi(z) = (2z +3)"(42* — 6)
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x4+ 2
T —2
(&) fo(r) =\
/142
() fulw) = 25
203/1 —
() fola) = 37_4@”
Lisung: (a) fi(z) =24 (2x + 3)3(42? — 6)%(622 + Tz — 2)
(b) fi(x) =4 (22* — 3)*(3x — 42°)3(—802% + 962* — 9)
, (3z +2)3(1522 + 22 + 12)
(C) f3( ) m

(@) fita) = B

(3 — 1)%(202* + 1923 + 1822 — 22 — 1)

(©) i) = NeEE
rooN 2 [ —2
V2 —2

(&) fi(®) =17

N =2t 246z +4  (2-x)(a? +42+2)

W fslo) = 5 A mmrr2r T airsa 127
N 22 (=923 + 622 + 287 — 24

(1) fg(.%') - ( (3$2 _4)2m )

15. (a) Wir betrachten die Funktion
flx)=2m mit neZ, meZ\{0} und x>0

Potenzieren Sie die Funktionsgleichung mit m und differenzieren Sie beide Glei-
chungsseiten (Kettenregel!). Beweisen Sie dann, dass die bekannte Ableitungs-
regel fiir die Potenzfunktion auch fiir rationale Exponenten gilt.

Berechnen Sie die Ableitung von f und geben Sie D; an:
(b) f(z) = v (c) flz) = Val  (d) f(z) = {/(z —1)?

T

() f() = Vsnz (1) fla) = { (8) f(2) = (1—a?)3

z—1

(h) f(z) = Vsin’z (i) f(z) = Vsin?z  (§) f(z) = ¢/sin® (a:%)
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1 101 2
Lésung:  (b) gxfg (c) 100 x (d) 3 (x — 1)7%
Cos T -1 3z
o) 5Ty 2 () —2T
()3\/38in2x ()33352(35—1)4 ()(1—x2)%
(n) 3 coszx (0 2 cosx ) 9\/5 cos 3
—— () = ) —/—
4 Vsinz 5 Vsin®x 10 V/sin2 z2

16. Wir untersuchen die Funktion f mit der Gleichung
f(z) =y/sin® (22) mit D; C [0, 7).

(a) Berechnen Sie die Nullstellen und die Definitionsmenge Dy von f.
le lauten die Koordinaten der Punkte au mit waagrechten lTangenten?
b) Wie ] die Koordi der Punk f G mi hten T ?
(c) Zeichnen Sie den Graphen von f. Wéhlen Sie auf der z-Achse 2 cm und auf der
y-Achse 5cm als Einheit.

Lésung: (a) Nullstellen: 0, /7, V27, v/37
Dy =[0; /7 U[v2r; V3] =~ [0; 1,77] U [2,51; 3,07]

(b) f'(z) = 3w cos (22) - \/sin (22)
). ()

ook (V5h). 05 () (5

. ) \ f' \
(©) 7\ /\

0.8 \ [
\

0,6 "\ \
/ \“. / \

0.4 / \ |
/ \

0,2 \ / l".ll

sin x
17. Berechnen Sie f’(x) und vereinfachen Sie: f(z) =
T - CoST
. T — SIn T Ccos T
Losung: ——F————
< COS® T
: : : COS T
18. Berechnen Sie f’(x) und vereinfachen Sie: f(z) = ,
r-sinx
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Losung: —

19.

Lisung:

20.

Lésung:

21.

Lisung:

22.

2

2 sin’

1.3 Globales Differenzieren

T + sinx cosx

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f mit der Gleichung

f(x) = \/COS(ZL‘Q) + sin?(37)

ohne Beriicksichtigung der Definitionsmenge.

() =

—sin(z

%) - 2z 4 2sin(3z) cos(3z) -3 —2wsin(z?) 4 3sin(6z)

2v/cos(x2) + sin?(3z) 24/ cos(x2) + sin?(3z)

Berechne jeweils die Ableitung:

a) iz y=fi(x)=x+e”

Vsin x : 2
1 2 xe cosx-eVHT 2 . 2\ . sm(a: )
+2x-e€ s + CcoSs T, 5- oveine X - COS (.%' ) (& s
VT : . 9lnz
e\/i \/526 , T SInT 4 g et sinz | (1‘ COS T smx), 1n2§ , f_ (1 ln:v).

Berechne jeweils die Ableitung:

(a) g1:x|—>y:g1(:c):1n%

(b) g2:x+—y=gs(x) =—In(cosz)
(c) gs:xry=gs(x) =2’ -z
(d) gr:x—=y=gs(z) = (Sin V)
_ﬁ, tanz, -1+ 2z — Inx, Cgt\/‘?.

(a) g=f"

ist die Umkehrfunktion von f. Benutze die Beziehung

fog(x) = flg9(z)) ==z,

um die Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion zu beweisen.
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1.4 Begriff der Stammfunktion

(b) Es sei f(z) = cosz mit Dy = [0;7]. Mit g(x) = arccos x wird die Umkehrfunk-
tion von f bezeichnet. Berechne die Ableitung von g.

(c) Es sei f(z) = tanz mit Dy = [—2;Z]. Mit g(z) = arctanz wird die Umkehr-
funktion von f bezeichnet. Berechne die Ableitung von g.

1
Losung: (a) [f(g(z))]) = f(g9(2))-¢'(x) =1 = ¢'(z)=
f(g())
1 1 1
b) (arccosz) = — = - _
) )=z sin(arccosz)  —,/1 — cos?(arccos z) V1—a?
1
t = —
(c) (tanz) cos? x
9 sinfz 1 —cos’z 1 9 1
tan“x = = = —1 e cos“ x = —
cos?x cos?x cos?x 1+ tan?x
1 1

P2 _ —
(arctanx)’ = cos“(arctanz) = T+ tan’(arctans) ~ 14 22

1.4. Begriff der Stammfunktion

a) f'(z) =62* — 10 und f(2) = 3. Welchen Wert hat f(0)?

) f'(x)
b) f/(z) = 122*> — 2z + 10 und f(3) = 10. Welchen Wert hat f(0)?
(c) f/(z) = 32% + 4z und f(4) = 4. Welchen Wert hat f(0)?
(d) f'(z) = 152*> — 6z — 7 und f(1) = 1. Welchen Wert hat f(0)?
Losung: (a) f(zr) =223 -10z+c= f(2) = —4+c=3=c=T7= f(0)
(b) f(x)=42® —22 + 102 +c= f(3) =129+ c =10
= c=—119 = £(0)
(¢) fx)=a3+202 +c= f4) =96 +c=4=c=-92= f(0)
(d) f(z)=52%-322~Tr+c= f(1)=-5+c=1=c=6= f(0)
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2. Anwendungen der ersten Ableitung

2.1. Tangente, Normale, Schnittwinkel

1. Ein Auto fahrt (in Richtung grofler werdender z-
Werte) entlang einer Strafle, deren Verlauf durch die
Funktion f mit der Gleichung

o= Lot e

gegeben ist. Wo befindet sich der Wagen (Punkt
P (x1|f(x1))), wenn seine Scheinwerfer, deren Strahl
immer tangential zur Strafle verlauft, gerade das al-
te Schloss am Ort S(6|8) erhellen? Zeichnung und
Rechnung!

Losung: ] — y

6—1‘1

8 — f(.%'l) = (6 — 1‘1)(—.%'1 + 3)
562
8+71—3m1:18—9m1+x%

2

T
71 — 621 = —10 . P
23 —2-6x1 +6%=36-20=16
Tr1 = 6+4
x1 = 2 (bei 1 = 10 zeigen die Riickstrahler zum 1

Schloss), also P (2]4).

2. (a) Zeichnen Sie die Grafen der Funktionen f und g mit den Gleichungen

f(z) =sinz und g(x)=10 (az— %)2 +%

im z-Intervall [0,45; 0,65] (Einheit: 0,1 =2 cm, y-Achse von 0,4 bis 0,7). Zeichnen
Sie den Scheitel von g ein.
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(b) Stellen Sie die Gleichung #(z) der Tangente an f im Punkt P (%] f (%)) auf.

(c) Neben x; = % gibt es noch einen zweiten Schnittpunkt von f und g bei 2 = 5.
Berechnen Sie einen Naherungswert x5 fiir xo, indem Sie nicht g mit f, sondern
g mit ¢t schneiden. Wie grof} ist der prozentuale Fehler dieser Naherung, wenn
auf fiinf geltende Ziffern x5 = 0,60799 gilt.

(a) x| 045 | 0,50 | 0,55 | 0,60 | 0,65

Lisung: A
f10,435 | 0,479 | 0,525 | 0,565 | 0,605 0,7
g | 0,554 | 0,506 | 0,507 | 0,558 | 0,660
Scheitel von g: S (%‘%) 9
(b) Mit z1 = % und f/(z) = cos x folgt
\/_ 0,6
1 3
flx1) =z und f'(x1) = —.
2 2 |
t(x) = fla1) + fl(z1) (@ —21) =
S |
= — _— xr — — = ! |
2 2 6 f : |
V3 1 73 | |
= — . _|_ —_— ‘ T
2 2 12 | |
(¢) Aus g(z) = t(x) folgt 0.4 3 | -
0,45 X1 055 X2 0,65%
™2 1 1 V3 T ™2 V3 T
o= h 3R 6D) = w0626
r=5) tg=3t5 " g) = W5 2 \" 7§
o~ V3 a3
10<$—g) o = w=ai= g+ op =061020
Sl = 22712 _ (). 364%
T2

3. Wir betrachten die Funktion f mit dem Funktionsterm f(z) = 1.

(a) Berechnen Sie den Funktionsterm ¢(z) der Tangente an Gy im Punkt P (a| f(a)).
Wo schneidet die Tangente die Koordinatenachsen?

(b) s(x) ist der Funktionsterm der Tangente an G; im Punkt Q (|f(1)). Be-
rechnen Sie s(z) mit Hilfe des Ergebnisses von Teilaufgabe (a). Wie lauten die
Koordinaten des Schnittpunktes S(xs|ys) von ¢ und s?

(c) Zeichnen Sie den Grafen von f im z-Intervall |0;4] mit der Einheit 2 cm und
zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse die Tangenten ¢ und
s fiir a = 2 ein. Unter welchem Winkel ¢ schneiden sich die beiden Tangenten

fiir a = 27
. , 1 , 1
Losung: (a) ['(r) = —— = fla)= -y
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

1 1 2 T
Schnittpunkte mit den Achsen: (0‘ %) und (2a|0)

(b) a durch % in ¢(z) ersetzen:

s(z) = 2a — a’x

Schnittpunkte mit den Achsen: (0|2a) und (2]0)

_ B a—% _2a
t(zs) = s(xs) — xs—2a2_a%—1+a2

(a) Berechnen Sie die Ableitungen f'(x) und ¢'(x).

(b) Berechnen Sie die Scheitelkoordinaten von Gy und schreiben Sie f(z) in der
Scheitelform hin.

(c) Erstellen Sie eine Wertetabelle fiir f und g fiir alle ganzzahligen x-Werte im
Intervall [—1;4]. In welchem Punkt S schneiden sich also f und g7 Zeichnen Sie
die Grafen von f und g im Intervall [—1;4] in ein Koordinatensystem. Ergéinzen
Sie die Wertetabelle in geeigneter Weise.
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Lésung:

Lésung:

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(d) Stellen Sie die Gleichung t(z) der Tangente an G, im Punkt S auf. Geben Sie
die Koordinaten der Schnittpunkte dieser Tangente mit den Koordinatenachsen
an.

(e) Zeichnen Sie die Tangenten an die beiden Funktionsgrafen in S ein und berech-
nen Sie den Schnittwinkel der beiden Grafen.

() fla)=r+1, ()=

(b) f,(xs):xs+1:0a xs = —1, ys:f(xs):_z f(x):%($+1)2—2

y
-1 o 1] 2] 3 4
2| —15]0]25] 6 |105
5| — | 5]25]|167]|1.25

(c)

Q[ 8

x| —05 0,5 15 | 25
F 1 —1.875 | 0,875 | 1,125 | 4,125
9| —10 10 | 333 | 2
Schnittpunkt: S (2|2,5)

(d) ¢(2) =-3, t2)=—Jz+b
Set: 2 =g@2 =3 = -
—2.2+b

— b=5, tx)=-52+5
Schnittp. mit Achsen: (0|5) und \,/

(4/0)

(e) tanB = [¢'(2)] = 125, B =
51,34°

tana = f(2) =3, a=71,57°
7:1800—0[—/8:57,10

G, sei die Tangente an G; mit f(z) = 2? im Punkt A (a|f(a)), G,, sei die Normale auf
Gy in A. Stellen Sie die Funktionsgleichungen ¢(x) bzw. n(x) auf und berechnen Sie
die Nullstellen von ¢ und n. Stellen Sie eine Regel zum Konstruieren von G, auf.

1

1
tHzx) =2 — a2 = __ . 24 -
() ax —a®, n(zr) 5 r+a +2

NS von t: zg; = g, NS von n: xg, = 2% +a

Konstruktion der Tangente: A (a|f(a)) mit NS (4|0) verbinden.

G, sei die Tangente an Gy mit f(z) = 2% im Punkt A (a| f(a)), G,, sei die Normale
auf Gy in A. {P} = (G; N G,)\{A} und G, ist die Tangente an G in P. Berechnen
Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S von G; und Gy, jeweils ausgedriickt durch
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Lisung:

Lésung:

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

a! Auf welcher Kurve liegen alle moglichen Schnittpunkte S, wenn a alle Werte aus
R durchlauft?

1 1
() ax —a®, n(x) 5g r+a —|—2
1 1 1
P 2 ity = —a— h —9 2 _ -2
(p[p?) mit p= —a— o=, h(z) =2pz —p*, S< Tal—3-a
K der Schnittpunkte S:  y(z) = = !
urve der Schnittpunkte S:  y(z 5~ 1627

G, sei die Tangente an G; mit f(z) = 2? im Punkt A (a|f(a)), G,, sei die Normale
auf Gy in B (—al|f(—a)). Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S von
G; und G, jeweils ausgedriickt durch a!
(4a®> +1) - a| (4a® + 3) - a®
4a? — 1 4a? — 1

Der Graph G, der Relation s sei die Menge aller méglichen Schnittpunkte S. Zeichnen
Sie G, ohne die Gleichung dieser Kurve in der Form y = s(x) zu berechnen! Fiillen
Sie dazu folgende Wertetabelle aus (eventuell ergénzen):

Ergebnis: S (z4]ys) = S (

@ 10]0,1103[04]06]07]08[09[1,0]1,5]20]3,0

Ts
Ys
Ist s eine Funktion?
1 1
t(z) =2ax — a? =_—. 242
(x) ax —a®, n(zr) g r+a+

a |0 0,1 0,3 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,5 2,0 3,0
zs | 0| -0,11 | -0,64 | -1,82 | 3,33 | 2,16 | 1,83 | 1,70 | 1,66 | 1,875 | 2,27 | 3,17
ys | 0] -0,03 | -047 | -1,62 | 3,63 | 2,63 | 2,28 | 2,26 | 2,33 | 3,375 | 5,07 | 10,03

Licht fallt parallel zur y-Achse in
einen Parabolspiegel, dessen spie-
gelnde Fliache durch

f(z) = bx?

beschrieben wird. Wir betrachten
einen Lichtstrahl, der den Spiegel im
Punkt A (a|f(a)) trifft. Nach dem
Reflexionsgesetz schlieen der ein-
fallende Strahl e und der reflektier-
te Strahl g mit der Tangente ¢ an
Gy im Punkt A den gleichen Winkel ¢ ein. Beweisen Sie, dass jeder zur y-Achse
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

parallel einfallende Strahl die y-Achse im selben Punkt P (0|p) (dem Brennpunkt)
trifft und berechnen Sie p.

Benutzen Sie die trigonometrische Formel: tan2¢p = Qtain;p'
1 —tan® ¢
Lésung: tan (90° — a) = —tan (o — 90°) = —% = __sicr?za = ta111a
Steigung von g: m = tan~y = tan(90° — 2p) = talego = 1 ;ttj;l;so
tan = tan (90° — 7) = taim' = f’za) = ﬁ = m=ba— ﬁ

Aus g(x) =mazx + pund A € g folgt
1 1
= (ba — — = ba? = =
g(a) <a 4ba>a+p o = p=,

Da p nicht von a abhéngt, geht jeder zur y-Achse parallel einfallende Strahl durch P.

9. Unter welchen Winkeln schneiden sich die beiden Parabeln f(z) = 22% — 4z und
2

g(x) = — RN SST Zeichnung!

2
Lésung: f'(z) =4z -4 . J@x)=-2+2 , flz)=gx) =
6 2 6 2
=—- ——Vv19x —-054 =—-4+-v19=x294
17575 0t =ty ’

1 = 30,66° , 9 =53,99°

16
10. Zeichnen Sie die Graphen der beiden Funktionen f(z) = — und g(z) = 2y/x und
x

berechnen Sie ihren Schnittwinkel.

Lésung: Schnittpunkt: S (4]4). Schnittwinkel: ¢ = 71,565°

11. (a) P(a|f(a)) sei ein Punkt auf Gy, fir den f'(a) = f(a) gilt. Wo schneidet die
Tangente an G, im Punkt P die z-Achse?
(b) Auf der Parabel f(z) = 2242 x—2 gibt es zwei Punkte Py (z1]y;) und Py (z2]ys)
mit f'(z1) = f(x1) und f'(z2) = f(x2). Konstruieren Sie die Tangenten an G in
Py und P, unter Verwendung des Ergebnisses von Teilaufgabe (a) und berechnen
Sie die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Tangenten.

Lésung: (a) Steigung der Tangente: m = % = f'(a) = f(a),dh. Az =1
x

Die Tangente geht durch den Punkt Q (a — 1]0)

52



12.

Lésung:

13.

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(b) f(x)=f'(zr) = 1 =2undxg= -2

P1(2[6), P2 (2] - 2)
ti(x)=6x—6 , to(xr)=-22—-6 , S(0]—6)

(a) Erstellen Sie fiir folgende Relation eine Wertetabelle und zeichnen Sie den Gra-
phen: f = { (z[y) | 2* +y* = 25; Dy = [-5; 5]}

(b) Geben Sie zwei Funktionen f; und fs an, deren Vereinigung der Graphen mit
dem Graph obiger Relation iibereinstimmt.

(c¢) Berechnen Sie f] und f3.

(d) Geben Sie allgemein die Gleichung der Tangente an den Graphen der Relation
im Punkt (xo|yo) an.

(e) Geben Sie allgemein die Gleichung der Normale an den Graphen der Relation
im Punkt (xo|yo) an.

(f) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Normalen in zwei verschiedenen Punkten
(z1|y1) und (x2|y2) der Relation. Welche geometrische Bedeutung hat dieser
Schnittpunkt?

(
_ 25—zqz
(d t1.9 = yoo
ni2 = Ry

Gewohnliche Zykloiden sind Kurven, die dadurch entstehen, dass ein Kreis auf einer
Gerade abrollt. Die Koordinaten eines festen Punktes P lassen sich durch folgende
Parameterdarstellung beschreiben:

r=r(t—-sint), y=r(1 —cost), t € R
Dabei ist r der Radius des Kreises und ¢ die Groflie des Wilzwinkels im Bogenmaf.
t kann aber ebenso als ,,dimensionslose Zeit betrachtet werden.

(a) Geben Sie die Koordinaten des obersten Punktes O des Kreises in Abhéngigkeit
von t an.

(b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Punktes P in x- und y-Richtung. Be-
rechnen Sie daraus Betrag und Richtung der Gesamtgeschwindigkeit von P.
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Lésung:

14.

Lésung:

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(c¢) Berechnen Sie die Steigung der Tangente an die Zykloide in Abhéngigkeit von t.
Nutzen sie dazu aus, dass die Geschwindigkeit des Punktes P immer tangential
zur Zykloide verlauft.

Berechnen Sie fiir ¢ = 10°,20°,30°... den Steigungswinkel ¢ der Tangente im
Gradmaf und stellen Sie einem Zusammhang zwischen ¢ und ¢ her.
Begriinden Sie den gefundenen Zusammenhang.

(d) Geben Sie die Tangente an die Zykloide in Abhéngigkeit von ¢ an.
(e) Zeigen Sie, dass die Tangente stets den obersten Punkt des Kreises enthiilt.

(f) Geben Sie die Gleichung der Tangente 7*(x) durch den Punkt zum Parame-
terwert t* = t + m an und zeigen Sie, dass die Tangente an die Zykloide stets
senkrecht auf 7'(x) steht.

(g) Begriinden Sie, warum 77(x) ebenfalls durch den obersten Punkt des Kreises
fiir t* geht.

(a) O(rt|2r)
(b) vy =r(1—cost), vy =rsint, v =/2ry

o t
(c) ¢=90°—3
sint 2sin £ cos L 1 t
t =m= = = = tan(90° — -
an(¢) =m 1—cost 2 sin? % tan% an( 2)
(d) T(z) =r(1 — cost) + tan(90° — L)(z — r(t —sint))
(e) z =rt in t(x) einsetzten liefert die Behauptung.
* t 1
(f) m*=—tang = —--
(g) T geht aus T'(x) durch die Substitution ¢ — ¢ + m hervor. Setzt man nun in 77*(z)

x = rt — 7 ein erhélt man natiirlich den gleichen Wert, wie wenn man in 7'(z) direkt
rt einsetzt. Dies hat aber gerade den obersten Punkt des Kreises geliefert.

Wo hat die Funktion
f:x—>g+sin:c ; Dy =R

waagrechte Tangenten? ¢ sei die Tangente an G im Punkt P (7| f(7)). Wo schneidet
t die z-Achse? Zeichnen Sie die Graphen von f und ¢ im Intervall [0; 37 ].

1 2
Waagrechte Tangenten bei xy, = 27 - <n + §> und x9, = 27 - <n + §>’ neZ. tx)=

—g + . t schneidet die z-Achse bei 2 7.

54



15.

Losung:

16.

Lisung:

17.

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

n, sei die Normale auf Gy mit f(z) = cosx im Punkt P (a| f(a)) und z, die Nullstelle
von n,. Die Funktion g ist definiert durch

g:a — gla)==z,

Zeichnen Sie den Graphen von ¢ im a-Intervall [0; 27]. Wo hat g waagrechte Tan-
genten? Berechnen Sie die maximale Steigung von g.

Die Gleichung der Normale:

Yy =ng(x) = .a: + cosa — .a fir a#4k-7m, keZ
Ng sina sina
r=a fir a=k-w, keZ

1
gla) =z, =a— 5 sin2a (gilt auch fir a = k)

d
%9 _ 1 _cos2a —> waagrechte Tangenten bei a = k7.

da

Steigung maximal, wenn cos 2 ¢ minimal, d.h. fiir a = T + k.
(T
Zkm) =2
g <2 + k7

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2?, D = R.
(a) Geben Sie die Gleichung der Tangente to(z) im Punkt (zo|z2) fiir o = 10 an.
(b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S;(z1|0) von to(x) mit der x-Achse.

(c) Geben Sie nun die Gleichung der Tangente ¢;(x) im Punkt (z1|z?) an und be-
stimmen Sie den Schnittpunkt So(x2|0) von ¢ (z) mit der x-Achse.

(d) Bestimmen Sie analog dazu aus to(z), t3(x) und t4(x) die Punkte Ss(z3|0),
Sa4(x4|0) und S5(x5]0).

(a) to(x) = 20(x — 10) 4 100

(b) S1(5]0)

(c) ti(z) = 10(z —5) + 25, S2(23|0)

(d) ta(z) =5z - %)Jrﬁ%a 53(1110)
t3(z) = 25(z — 13) + 15, S1(§l0)
ta(x) = 13(z — §) + 51, S5(150)

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2% D = R.
(a) Geben Sie allgemein die Gleichung der Tangente t,(z) im Punkt (z,|22) an
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(b) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt S, i1(2,41|0) von ¢,(x) mit der x-
Achse.

(c) Geben Sie x, fir n € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} und zy = 10 an.
(d) Zeigen Sie, dass x,, fiir jedes zo und n gegen Unendlich gegen die Nullstelle von
f(x) konvergiert.
Liosung: () tn(z) = 22 (z — ) + 22
(b) Sn+1(%xn|0)
(c) $0=1£,$1=5,$2=2%,$3=1i,$4=%%Z%,%:@,ﬂ??:%,xs:lg—gund

L9 = 356

— Zo

(d) Es gilt allgemein z,, = 58.

18. Gegeben ist die Funktion f(x) =2? — 4z +4,D = R.
(a) Geben Sie allgemein die Gleichung der Tangente ¢, (z) im Punkt (x,|f(z,)) an.

(b) Bestimmen Sie allgemein den Schnittpunkt S, 11(2,4+1|0) von ¢,(z) mit der x-
Achse fiir z,, # 2.

(¢) Geben Sie x, fir n € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} und o = 10 an.
(d) Zeigen Sie, dass z,, fir n gegen Unendlich gegen die Nullstelle von f(z) konver-
giert.
Liosung: (a) tn(z) = 2z, — 4)(x — ) + yn = 2(2p — 2)(z — ) + (2, — 2)?
(6) () = 0= (20— 4) (s — 20) + (20— 2)°
= Tpp1 = Tp — 3(Tn —2) =1+ 32,
= Spp1(1+ 32,)0)

(¢) zg = 10, 21 = 6, x9 = 4, 3 = 3, &4 = 2,5, x5 = 2,25, ¢ = 2,125, z7 = 2,0625,
xg = 2,03125, xg = 2,015625, 19 = 2,0078125

(d) Nullstelle von f(x) bei N(2]0).
e (YT (Y e
Tpn = B 4 3 9 B o

oo 1 n 1 n
s =3 (5) +m (5) m=

n=0

19. Gekreuzte Linien
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(a) Zeichnen Sie in ein Koordinatensystem fiir x € [—7;7] die Geraden

g1(z) = =3z + 15 und go(z) = 3x + 15.

Tragen Sie auf g, die Punkte P,(?|n) und auf g, die Punkte Q,(?| — n) fur
n=0,+1,42, ..., +9 ein.

Ergénzen Sie Ihre Zeichnung mit den Strecken [P, Q,,] fiir n = 0,+1, £2, ..., +9.

(b) Welche Figur entsteht? Geben Sie die Funktionsgleichung an.
(c) Welche Lage haben die Strecken [P, Q,] beziiglich der Parabel?

Lesen Sie die x-Koordinaten z,, der Beriihrpunkte der Geraden fiir n = 14,7
ab.

(d) Geben Sie die Gleichungen der Geraden P1Qq, P4Q4 und P;Q; an.

(e) Vergleichen Sie die Steigung der Tangenten mit a - x,, (a aus der Funktionsglei-

chung der entstandenen Parabel). Formulieren Sie eine Vermutung.

(f) Beweisen Sie Thre Vermutung.

Lésung: (a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

20. (a)

Es entsteht eine Parabel mit y = —0,15x2.

P, Q. sind Tangenten an die Parabel.
Tl = —0,67, T4 = —2,67, Ty = —4,67
Lhiz)=tz+ &, @) =22+18 lh(x) =L+ 2
Geradensteigung m = 2a -

ar? — ax?

Tangentensteigung = lim ——= = lim a(z + x,) = 2az,
T—=Tn T — Ty T—Tn

Gegeben sind die Geraden
giy=g(x)=—sx+r und gy:y=go(x) =sx+7

P,(?|n) sind Punkte auf ¢g; und Q,(?| — n) Punkte auf go. Die Geraden

t, = P,Q, sind Tangenten an den Graphen einer Funktion f. Veranschaulichen
Sie den Sachverhalt, indem Sie ¢y, go und t,, mit n € {+1, £2, ... £7} fir r = 12
und s = 4 in ein Koordinatensystem zeichnen.

Stellen Sie, jetzt wieder in allgemeinen Grofien, die Gleichung von t¢,, auf.

Der Zeichnung nach kénnte der Graph von f eine nach unten gedffnete Para-
bel sein: f(r) = ax? T,, sei die Tangente an den Graphen von f im Punkt
(20| f(xg)). Stellen Sie die Gleichung von T}, auf.

Wenn unsere Vermutung stimmt, dann miissen die beiden Funktionenscharen ¢,
und 7, iibereinstimmen, d.h. der Koeffizient bei z und der konstante Term in
den beiden Funktionsgleichungen miissen gleich sein. Berechnen Sie daraus die
Konstante a in der Gleichung von f und driicken Sie xy durch n aus!
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(e) B sei der Beriihrpunkt von ¢, mit dem Graphen von f. Driicken Sie die Koor-
dinaten von B durch r, s und n aus.

(f) Jetzt wieder zu unserem konkreten Beispiel mit 7 = 12 und s = 4: Berechnen
Sie a und zeichnen Sie den Graphen von f in das schon vorhandene Koordina-
tensystem ein. In welchem Punkt B beriihrt ¢4 den Graphen von f7

ns 7’L2

Lésung: (b) t,:y=— z+—
r r

(¢) Tpy: y=2azy x—axs

ns n2_ 9 _ 52 _2n
(d) —=2azg , —=-azx; — a=-—— x
T T

21. Berechnen Sie die Schnittpunkte und die Schnittwinkel folgender Funktionen (D =
R):

(a) f(z)

(b) f(x)=22*>+5x+7und g(z) =z +5

(c) f(z) =2+ 2z + 3 und g(z) = 42*> — 42 — 6
(d) f(z) =32%+ 22+ 1 und g(x) = 5z* + 62 + 3

r)=2°+2—2und g(r) =2z

Losung: Schnittpunkt der Funktionen berechnen; Tangentensteigung von f bzw. g im Schnittpunkt
berechnen; Schnittwinkel ist Winkel zwischen den Tangenten;

(a) 51(2’4),52(—1’ - 2), o] = 15,30, Qg = 71,60

(b) S(—1/4), @ = 0° (Kurven beriihren sich im Schnittpunkt)

(C) Sl(3|18), 52(—1|2), o] = 4,30, Qg = 85,20
)

(d) S1(—1]2), a = 0° (Kurven beriihren sich im Schnittpunkt, Steigung der Tangenten im

Schnittpunkt: 76,0°)

22. Berechnen Sie die Schnittwinkel folgender Funktionen (D = R):
(a) f(z) =2+ 32> +5x+1und g(z) =3z + 1
(b) f(x) =2® —52> + 7z +2und g(z) =z + 2

(c) f(@)=2*+32> —x+1und g(z) = 2* + 22 + 1

(d) f(z)=2*+42*> -5z +Tund g(z) = 2>+ To + 7

Losung: x-Koordinate des Schnittpunkts der Funktionen berechnen; Tangentensteigung von f bzw.
g im Schnittpunkt berechnen; Schnittwinkel ist Winkel zwischen den Tangenten;
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

, Lo = —1, I3 = —2, o] = Q3 = 7,10, Qg = 8,10
, Ty =2, x3 =3, ag = 36,9°, g = 90,0°, ag = 31,0°
r1=-3,20=0, x3=1, oy = 21,2°, g = 71,6°, ag = 6,9°

(d) 21 =0, zo =3+ 5V57, w3 = —% — §V/57
a1 = 19740, Qg = 3’00 a3 = 17730

23. Gegeben sind die Funktionen f(z) = 2 + 42 — 5z + 7 und g(z) = 2® — 7o + 7
(a) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden Funktionen.

(b) Berechnen Sie fiir den Schnittpunkt mit der kleinsten x-Koordinate den Schnitt-
winkel der Funktionen.

(c¢) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von g(x) im Punkt
P2 -3)
Losung: (a) P1(0]7), Po(—2|25), P3(—1|15)

(b) f'(—=2) = —9 = a1 = —83,66°
g(=2) = =11 = ay = —84,81° = o = 1,15°

(c) t(z)=—-3z+3

24. Gegeben ist die Funktion p(z) = 2% + c.
(a) Berechnen Sie allgemein die Gleichung der Tangente ¢ an p(x) im Punkt P(zo|yo).
(b) Berechnen Sie allgemein die Gleichung der Normale zu p(z) im Punkt P(zo|yo).

(c) Berechnen Sie allgemein den Schnittpunkt S(¢|0) dieser Normale mit der z-
Achse.

(d) Berechnen Sie die Koordinaten Q(z’|y’) des Spiegelbildes von S an t(x).

(e) Durchlduft P alle Punkte der Parabel, so lauft Q natiirlich auch auf einer Kurve.
Zeichnen Sie diese Parameterkurve fiir verschiedene Werte von ¢ mit einer geeig-
neten Software. Welche verschiedenen Kurventypen lassen sich unterscheiden?
Fiir welche Werte von ¢ erwartet man einen Wechsel des Kurventyps?

(f) Belegen Sie Ihre Beobachtungen durch Rechnung.

o~

(z) = 22,0 — 2% + ¢

n(:ﬂ):—ﬁx—l—%—h’cg—{—c

Losung:

t =23 + x0(1 + 2¢)
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(e)

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

c < %: »Schleife (Relation), Schnittpunkt der beiden Zweige bei (0/1), Minimum bei
(012¢)

¢ = 1: Funktion (D = R), die bei z = 0 nicht differenzierbar ist

%: Funktion, die im Definitionsbereich D = R differenzierbar ist, Minimum bei
(0|2¢)

@' =xo(1 —y)und 3 = 2(af +¢) = 2/* = Gy —o)(1-y)?

Wertebereich W = [2¢; 00|, Definitionsbereich D = R

Bilder der Punkte S;(x0|0) und Sa(—x0|0): Beide Punkte liefern v’ = 2(z2 + ¢). Im
Gegensatz dazu liefert S; den Wert 2’ = xo(1 — ¢/) und Sy den Wert 2’ = —z¢(1 —¢/).
D. h. die Relation (2'|y’) ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

1. Fall: ¢ = %

=23y =203 +1=9y =1 —1—2%]35'%\

Die Punkte Q'(2'|y") beschreiben also eine Funktion, die die y-Achse in Y(0|1) schnei-
det. Dort ist die Funktion aber nicht differenzierbar. Fiir 2/ < 0 (2/ > 0) ist die
Funktion streng monoton fallend (steigend).

2. Fall: ¢ > 1
Graph hat nur einen Schnittpunkt Y (0|2c) mit der y-Achse. Betrachte fiir die weitere
Diskussion die Umkehrrelation zur Ortskurve von Q:

r(zx) ::I:\/(%:U—c)(l—x)Q, D = [2¢,0[:

Der Graph von r(z) hat bei z = 2c eine vertikale Tangente, also hat die Ortskurve von
Q bei y = 2c eine waagrechte Tangente.

r'(z) # 0 im gesamten Definitionsbereich (2¢ < 2’ = % + % und ¢ > £ fiihren zu einem
Widerspruch!). D. h. r(x) hat keine waagrechte Tangente, also hat die Ortskurve von
Q keine vertikale Tangente.

3. Fall: ¢ < %

Graph hat zwei Schnittpunkte Y;(0|2¢) und Y2(0[1) mit der y-Achse.

Nullstellen: ¢ = 0 & 2’ = ++/—c, d. h. die Relation hat fiir ¢ = 0 die Nullstelle N(0|0)
und fiir ¢ < 0 zwei Nullstellen Ny j5(%+/—¢[0)

Betrachte fiir die weitere Diskussion wieder die Umkehrrelation zur Ortskurve von Q:

r(@) = #y/(dr — )1 —2)2, D= [2¢,00]

Der Graph von r(z) hat bei z = 2c eine vertikale Tangente, also hat die Ortskurve von
Q bei 3y’ = 2¢ (' = 0) eine waagrechte Tangente.

r'(x) =0 fir z = % + %c. D. h. r(z) hat fiir diesen z-Wert eine waagrechte Tangente,
also hat die Ortskurve von Q bei y = % + %c eine vertikale Tangente.
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25.

Losung:

26.

Lésung:

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

Anregungen fiir eine weitere Betrachtung der Kurven:

Berechnen Sie den Schnittwinkel der Schleife im Punkt (0[1).

Berechnen Sie die Breite der Schleife in Abhéngigkeit von c.

Berechnen Sie den Kritmmungsradius der Kurve in (0|2¢) in Abhéngigkeit von c.

Literatur: Meyer J., Von der Normalparabel zu kubischen Kurven in Geometrie und
Computer, Hischer H. (Hrsg.), Franzbecker, 1998

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2.

(a) Berechnen Sie allgemein die Gleichung der Tangente ¢ an den Graphen Gy im
Punkt P(zo|yo)-

(b) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente ¢ an G, die senkrecht auf ¢ steht. In
welchem Punkt Q beriihrt £ den Graphen G ?

(c) Berechnen Sie den Schnittpunkt S von ¢ und ¢ in Abhéngigkeit von z.

(d) Geben Sie die Ortskurve von S an, wenn xy die z—Achse durchlduft.

(a)

(b) fﬂ?o(x) - _ﬁx - 161:133
) =l = 1)
)

S(%ﬂ?o—% — 1
P

arallele zur x-Achse: y = —%

Gegeben ist eine Parabel mit der Funktionsgleichung p(z) = $(z — 2)? + 1.
(a) Bestimmen sie die Gleichung der Tangente ¢(z) mit der Steigung m = 1.

(b) Geben sie die Gleichungen der Geraden g;(z) an, die man erhélt, indem man
den Graphen von #(x) um 1, 2 und 3 nach oben verschiebt.

(c) Berechnen sie die Schnittpunkte der Geraden g;(z) mit der Parabel und jeweils
den Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte auf der Geraden g;(x) fiir i = 1,2, 3.

(d) Formulieren sie ihre Beobachtung und beweisen Sie sie.

Anregung:
Verallgemeinern sie die Beobachtung fiir andere Steigungen.

nach:
Dieter Wensky, Kurvendiskussion passé, Praxis der Mathematik 3/40, Jg. 1998

(a) (o) =~ 3

(b) g1(z) =z — %, gx) =x+ %, g3(x) ==

.
(c) g1: M1(3[23), go: M2(3|33), g3: Ma(3]|41)
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27.

Lésung:

28.

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(d) Verschiebt man die Tangente kontinuierlich nach oben schneidet die Gerade die Para-
bel in zwei Punkten, die symmetrisch zum Punkt M (3]?) liegen.
9e(x) = & + ¢ = p(x) liefert die Losungen z1/o = 3 + v/3 + 2c. Damit liegt der Mittel-
punkt der Schnittpunkte bei M (3|3 + ¢)

Gegeben ist eine Parabel mit der Funktionsgleichung p(z) = 22,

(a) Bestimmen sie die Gleichungen der Tangenten an die Parabel in den Punkten
r1 =1, 20 =2 und x5 = 3.

(b) Berechnen sie die Schnittpunkte der Geraden mit der y-Achse.

(c) Berechnen sie den Mittelpunkt des Schnittpunkts mit der y-Achse und des
Beriihrpunkts.

(d) Formulieren sie ihre Vermutung und beweisen Sie sie.

Anregung: Verallgemeinern sie die Beobachtung fiir andere Parabeln mit dem Scheitel

bei (0]0).

Literatur:

Dieter Wensky, Kurvendiskussion passé, Praxis der Mathematik 3/40, Jg. 1998

(a) ti(z) =2 — 1, to(z) = 20 — 2, t3(x) = 3z — 43

(b) Y1(0] = 3), Y2(0] - 2), ¥3(0] - 43)

(c) Mi(30), Ma(1]0), Ms(150)

(d) Eine Tangente an die Parabel mit der Gleichung p(z) = 322 im Punkt C(c|3c?) schnei-
det die z-Achse im Punkt X und die y-Achse im Punkt Y. X ist dann der Mittelpunkt

der Strecke [YC]
te(z) = cx — 5%, Y(0] — 4c2), X(3¢|0)

Die Punkte A(2a|f(2a)) und B(—a|f(—a)) (a # 0) liegen auf dem Graphen der
Funktion f mit f(x) = 2. Die Graphen der Funktionen ¢, und ¢ sind die Tangenten
an Gy in den Punkten A und B, der Graph von n ist die Normale auf G; im Punkt
B.

(a) Stellen Sie die Gleichungen von t, tg und n auf!

(b) Berechnen Sie die Koordinaten xg und ys des Schnittpunktes S der beiden Tan-
genten.
[Zur Kontrolle: S( | — 2a?)].
Welche Kurve g beschreibt der Punkt S, wenn a alle reellen Zahlen ohne die
Null durchlauft?

(c) Fiir welches positive a = ag liegt A auf G,,? Zeichnen Sie fiir diesen Fall die
Graphen von f, ta, tg, n und g in der Einheit 2 cm in ein Koordinatensystem.
Berechnen Sie fiir a = a¢ die Fliche F' des Dreiecks BSA und den Winkel
¢ = <ASB.
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2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

1 1
Liosung: (a) ta(z) = 4ar — 4a?, tp(x) = —2ax —a?, n(x) = 2% +a? + 3
a

(b) S(g ‘ - 2a2>, ys = —87%, d.h. g(x) = —82? mit D, = R\{0}
(@ a=5v2 . A(2) . B(-3val}) . s(ival-1)

27
F=23 = 54,7°
16\f , =54,

29. Wir betrachten die Funktionen
3

f(z)=32—6+z und g(a:):—%+2

im a-Intervall [0;6].

(a) Fiir beide Funktionen sind die Nullstellen, die Ableitungen und die Koordina-
ten der Punkte mit waagrechter Tangente zu ermitteln! Was 1483t sich iiber die
Steigung und den Funktionsverlauf von f in der Ndhe von x = 0 aussagen?

36
(b) n sei die Normale auf G im Punkt A (x| f(x1)) mit z; = % und ¢ die Tangente

an Gy im Punkt B (4| f(4)). Stellen Sie die Gleichungen von n und t auf und
berechnen Sie die Koordinaten ihres Schnittpunktes S. Mit Briichen rechnen!

(c) Mit Hilfe einer Wertetabelle und der bisher gewonnenen Ergebnisse sind die
Graphen von f, g, n und ¢ mit groBter Sorgfalt in ein Koordinatensystem zu
zeichnen!

(d) Suchen Sie den Schnittpunkt von f und ¢ in der Wertetabelle und berechnen
Sie dann den Schnittwinkel der beiden Funktionsgraphen.

Lésung: (a) Nullstellen von f: 29 = 0, xg2 = 4; Nullstelle von g: x93 =4

3
f'(z) = 3 — —; waagrechte Tangente von f bei P(1] — 3)

NG

3 2
J(x) = —3%; waagrechte Tangente von g bei P,(0]2)

lim f’(z) = —oo, d.h. senkrechte Tangente

z—0t

(b) nlx) = 2, t(x) = 06,5 (2] - %)

3 3
(d) f'(4) = 3 gd4) = —3 f und g schlieflen mit der a-Achse jeweils den Winkel o =
56,31° ein, der Schnittwinkel der beiden Funktionsgraphen ist p = 180° —2 a = 67,38°

30. Gegeben ist die Funktion f(z) = 2?. G, sei die Tangente an G im Punkt A (—al f(—a))
und G, die Tangente an Gy im Punkt B (£|f (£)).
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Lésung:

31.

Lésung:

32.

2.1 Tangente, Normale, Schnittwinkel

(a) Stellen Sie die Funktionsgleichungen von ¢ und h auf und berechnen Sie die
Nullstellen dieser Funktionen.

(b) Berechnen Sie die Koordinaten z, und y, des Schnittpunktes S, von G; und Gy,

(¢c) Zeichnen Sie den Graphen von f und ermitteln Sie zeichnerisch sowie rechnerisch
den Punkt Sy 5.

(d) Die Menge aller Punkte S, mit a € R ist der Graph einer Funktion g. Ermitteln
Sie die Gleichung von g.

2a a?

— 9q1 — a? =2 .

(a) t(x) axr —a®, h(x) Y-

t(x):Obeix:—g, h(z) =0 bei z = —
2a a?
b a — s Ya — ——(/
(b) @ £ Y 5
() zg=—1, yo = —1,25
5 2

Gegeben ist die Funktion f(z) = 2?. G, sei die Tangente an G im Punkt A (b f(b))
und Gy, die Tangente an G im Punkt B (—?‘f (—?))
(a) Stellen Sie die Funktionsgleichungen von ¢g und h auf und berechnen Sie die
Nullstellen dieser Funktionen.
(b) Berechnen Sie die Koordinaten z;, und ¥, des Schnittpunktes S, von G, und Gy,.
(c) Zeichnen Sie den Graphen von f und ermitteln Sie zeichnerisch sowie rechnerisch
den Punkt Ss 5.
(d) Die Menge aller Punkte S, mit b € R ist der Graph einer Funktion k. Ermitteln
Sie die Gleichung von k.

2 2b b2
(a) g(x) = 2bx — b, hiz) = -7z -
2 14
3b b2

b = — = ——
(b) = U -

(C) Ty = 1’55 Yp = _1575

(@) k() =~ a?

o

Wir betrachten die Funktion f(x) = 2.
t sei die Tangente an Gy im Punkt A (0,75 f(0,75)). B ist der Spiegelpunkt von A an
der y-Achse, n die Normale auf G in B. Ermittlen Sie graphisch und durch Rechnung

die Koordinaten von {S} =t Nn.
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

3 9 2 17
Lésung: t(z) = 2%~ 15 n(x) = 3% + 6 S (33]482) =S (1,95/2,3625)

33. Gegeben ist die Funktion f(x) = /.

(a) Berechnen Sie die Gleichung der Tangente ¢, an f(x) im Punkt P, (a|f(a)) mit
a > 0.

(b) Berechnen Sie die Gleichung der Normale n, auf f(z) im Punkt P, (a| f(a)) mit
a> 0.

(¢c) T, und N, sind die Schnittpunkte von ¢, und n, mit der z-Achse. Berechnen
Sie die Koordinaten von T, und N, sowie die Linge T,N,. Zeichnen Sie f(z),
t4 sowie ny in ein Koordinatensystem!

(d) « sei der Schnittwinkel von t,, 5 derjenige von n, mit der z-Achse.
Fiir welches a gilt =2 - «a?
Hinweis: Die Verwendung der Formelsammlung ist nicht verboten!
1 Va

RN

(b) na() = —2va -z + (1+2a)v/a

I 1
(¢) Ta(—al0), N, (a+310), ToNg =20+ 3

Lésung: (a) tq(z)

(d) tq und n, stehen senkrecht aufeinander: a + f =3 = 90°, « = 30°
3

tana = —— = a=

2v/a 4

2.2. Numerische Losung von Gleichungen - Das
Newtonverfahren

1. (a) Die Formel fiir das Newtonverfahren lautet

ST P
n

Erlautern Sie die Bedeutung der einzelnen Groflen in dieser Formel und leiten
Sie die Formel anhand einer exakt beschrifteten Zeichnung her.

(b) Losen Sie die Gleichung
cos2x = \/x

mit dem Newtonverfahren. Bestimmen Sie dazu zeichnerisch (Einheit 5cm auf
beiden Achsen) einen Ndherungswert x, fiir die Losung und berechnen Sie drei
Verbesserungen dieses Naherungswertes.

Lésung: (a) x, ist ein Ndherungswert fiir eine Nullstelle von f, x, 1 ist eine bessere N#herung.
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

1
b =cos2z —vx =0, f'(z)=—-2sin2z - —
(b) f(z)=rcos2x —x =0, f'(2) sin 2z NG
CcoS 2%, — v/Tn,
" 2sin 2, + ﬁ
zo = 0,4, r1 = 0,428873279, z9 = 0,428547914, z3 = 0,428547874

Ipyl =T

2. (a) Leiten Sie an Hand einer vollstéindig beschrifteten Skizze her, wie man aus ei-
nem Niherungswert z,, fiir die Losung der Gleichung f(z) = 0 einen besseren
Néherungswert z,1 erhdlt (NEWTON-Verfahren).

(b) Gesucht ist die Losung der Gleichung sinz = x? mit zehn geltenden Ziffern.
Zeichnen Sie dazu den Grafen der Funktion f(z) = sinz —z? (Einheit: 1=5cm)
im z-Intervall [0; 1,2] und entnehmen Sie dem Grafen einen geeigneten Startwert
x; fir das Newton-Verfahren.

Lésung: (a) x, sei ein Ndherungswert fiir die Nul-
stelle zg von f. Die Tangente an f in
P (z,|f(x,)) hat die Steigung

0~ fl f0) f
Fllan) = L)
Tn+l — T
I » -
n
(b) Erste Nullstelle: 291 = 0 03
Geeignete Startwerte fiir 02r 4
die zweite Nullstelle zga: 0.1r .
0 L ! | ! !
1 =1oder z1 =0,8 ol 0.2 04 0.6 08 1 ]
f'(z) = cosx — 2x 02 o
; 2 03t i
sinx,, — x;,
Lo+l = Tn— 7 5 04t i
COS Ty, — 2%y
05
-0.6 . | I | |
0 0.2 0.4 0.6 08 1 1
z |0] 02 ] 04 | 06 | 08 | 10 | 12

f(x) [ 0]0,159 [ 0,229 | 0,205 | 0,077 | —0,159 | —0,508
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

1 = 1,0

xo = 0,8913959953
rg = 0,8769848448
x4 = 0,8767262985
x5 = 0,8767262154
x¢ = 0,8767262154

1 =0,8

xo = 0,8856378451
x3 = 0,8768229140
x4 = 0,8767262271
x5 = 0,8767262153
xg = 0,8767262154

x7 = 0,8767262154

3. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

()

oz
~ 2+sing
(a) Beweisen Sie, dass f fiir alle x € R definiert ist.

(b) Erstellen Sie eine Wertetabelle in ganzzahligen Schritten und zeichnen Sie den
Grafen von f im z-Intervall [0; 10]. Entnehmen Sie der Zeichnung, wie viele
Nullstellen die Ableitungsfunktion f’ in diesem Intervall hat.

(c) Berechnen Sie die Ableitung f” von f.

(d) Berechnen Sie die Nullstelle von f’ in der Ndhe von zy = 5 mit dem Newton-
Verfahren auf Taschenrechnergenauigkeit.

Unbedingt beachten: ,,Ein Bruch ist null, wenn ...“.

Lésung: (a) —1 < sinx <1 = 1< 2+sinz £ 3, d.h. der Nenner von f(z) kann nie null

werden.
) =« |O] 1 | 2 | 3 7
f(z) [ 0]0,352]0,687 | 1,40 A |
x 4 | 5 | 6 | 7 sl ]
f(x) [ 3,22]480]349 | 2,63
Al ]
T 8 9 10
f(x) | 2,67 ]373]687 3 I
Zwei waagrechte Tangenten, d.h. 2r 1
zwei Nullstellen von f. 1F 1
O 2 i 6 8 10

24sinx —xcosx
, pr—
(c) fi(z) (2 4 sinx)?

(d) flfx)=0 = g(z)=2+sinz—zcosz=0

g (z) = cosz — (cosx + x(—sinz)) = xsinx
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

g(xk) 2 + sinxy, — Ty, COS T,
= —_
g () " T sin xy,

2o =5, 71 = 4,921321169, 25 = 4,921526621, x5 = 4,921526621

Th+1 = Tk —

4. Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Lésung:

Zur numerischen Bestimmung von Nullstellen der Funktion f(z) wird, ausgehend von
einem Startwert zg, iterativ folgendes Rezept angewendet:

Zunéachst wird die Tangente ¢;(z) an den Graphen von f im Punkt (z;|f(x;) betrach-
tet. Siy1(xi41/0) ist der Schnittpunkt dieser Tangente mit der x-Achse.

(a) Geben Sie die Gleichung der Tangente ¢;(z) an
(b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt (z;41]0) von ¢;(z) und der x-Achse.

(¢) Geben Sie fiir folgende Funktionen die Iterationsvorschrift an und berechnen Sie
die ersten 5 Werte der Iteration fiir den Startwert xq = 1.

i. f(x)=2*—3z+225
i, f(z)=2%—2+025
iii. ()—x —x—4
iv. f(z) =
)

=zt+22—4

flz

Hinweis: Das Newton-Verfahren konvergiert, wenn f(z) in einem Intervall [a, b] das
die Nullstelle enthélt zweimal stetig differenzierbar mit f'(x) # 0 # f”(z) ist und

f streng monoton wachsend und f’ monoton wachsend ist

oder

f streng monoton fallend und f’ monoton fallend ist.

(a) ti(x) = f'(zi)(x — i) + f(21)
(b) f’(xi)(xzqu — xz) + f(CCZ) =0= Ti+1l = T — J{/((f;l))

—3x;+2,25
() i @iy =m;— %
r1 = 1,25, x90 = 1,375, x5 = 1,4375,
x4 = 1,46875, x5 = 1,484375

2
.t z°—x40,25
1. Tj41 =T — T or—1

z1 = 0,75, 75 = 0,625, x5 = 0,5625,
x4 = 0,53125, 25 = 0,515625

i, i =2 — &
21 = 3, 29 = 2,230769, 3 = 1,881119,
24 = 1,800478, x5 = 1,796333

. xf’—a}2—4
W Tit1 = Ti — 3a2—2z

Ty =05, 22 =3, 523077 r3 = 2,618256,
T4 = 2,155509, x5 = 2,01334
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Lésung:

Lésung:

7.

2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

B v
: i+1 = Ly 4$;.3+2$i

21 = 1,333333, 5 = 1,256098, 23 = 1,249663,
x4 = 1,249621, 75 = 1,249621

Berechnen Sie die Losung der Gleichung tanz = x im Intervall ]0; 6]!

Der Startwert fiir das Newtonverfahren ist grafisch zu ermitteln!

f/(xn)’
x1 = 4,493613934, x9 = 4,493409656, x3 = 4,493409458

flz) =tanz —x, z,41 =2, — Startwert: o = 4,5

Suchen Sie eine Rekursionsformel zur Berechnung von 2 = {/a!
Berechnen Sie damit x = v/100 mit einem geeigneten ganzzahligen Startwert!

r=%a << f(z)=2"-a=0

flzg) 1

Newtonverfahren: xg11 = xf — (o) = [(n — 1)y + 5_1]
k Ty

1 100
Firn=7und a =100: x4 = - [ka+—6]
7 xy
r9 = 2 , xr3 = 1,930697737
r1 = 1,9375 , x4 = 1,930697729
ro = 1,930768956 , x5 = 1,930697729

(a) Zeichnen Sie den Graphen und berechnen Sie dann mit dem Newtonverfahren
die Nullstelle sowie die Stelle mit waagrechter Tangente der Funktion

flz) =2 =z -1
(b) Durch Umformen folgt aus f(x) =0 die Gleichung g(z) = 0 mit
glz) =2 —22% —x + 1

Zeichnen Sie den Graphen von ¢ in das schon vorhandene Koordinatensystem
und versuchen Sie diejenige Nullstelle von g, die der Nullstelle von f entspricht,
mit dem Newtonverfahren (Startwert zo = 1) zu berechnen! Suchen Sie eine
Erklarung fiir das Scheitern dieses Vorhabens und wenden Sie das Newtonver-
fahren noch einmal mit xy = 1,5 an!
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

fa) _ ad— Va1

Losung: Newtonverfahren fiir f: zpy1 =2 — 55— =

flo) ~ " 2m— g

xg = 1,000000000 , x3 = 1,490267918
r1 = 1,666666667 , x4 = 1,490216121
ro = 1,501433283 , x5 = 1,490216120

/ 2xkﬁ 1

Newtonverfahren fiir f: xp11 = xp — ;”((iz)) =x — #
xg = 1,000000000 , x3 = 1,071600526
1 = 1,125000000 , x4 = 1,071598716
o = 1,075418994 , x5 = 1,071598716

222 —x+1
Newtonverfahren fiir g: 2511 = 2 — 9(zk) =y — Tk 7 i T
g (zr) day —dxp —1
xg = 1,000000000 , x3 = 0,000000000
x1 = 0,000000000 , x4 = 1,000000000
xo = 1,000000000 , x5 = 0,000000000
o = 1,500000000 , x3 = 0,490216120
r1 = 1,490384615 , x4 = 1,490216120
ro = 1,490216171

8. Zeichnen Sie den Graphen und berechnen Sie dann die Nullstellen der Funktion
flz) =2 —32* +4

mit dem Newtonverfahren. Warum zieht sich das Verfahren bei einer der Nullstellen
sehr in die Lange?

3 2
-3 4
Losung: Newtonverfahren fiir f: xzpy 1 =z — J{'((ZZ)) = x5 — %
o = —2,000000000 , w3 = —1,001949932
7 = —1,333333333 , x4 = —1,000002528
x9 = —1,055555556 , x5 = —1,000000000
xo = 1,000000000 , x3 = 1,924408746
1 = 1,666666667 y e =
T = 1,844444444 , oo = 1,999999438

Der Grund fiir das schlechte Funktionieren: f’(2) = 0!!!

9. Gegeben ist die Funktion f(z) = 2° — 5z + 1.

(a) Diskutieren Sie qualitativ, wie der Graph von f(x) aussieht.
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2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

(b) Bestimmen Sie Extrema und Wendepunkte der Funktion.
(c) Skizzieren Sie den Graph der Funktion.

(d) Bei Polynomen fiinften Grades konnen die Nullstellen nicht mehr analytisch
bestimmt werden. Ein Verfahren zur numerischen Nullstellenbestimmung ist
das Newton-Verfahren:

An den Graphen der Funktion wird in einem Punkt (z;|y;), in der Nédhe einer
Nullstelle, eine Tangente gelegt. Deren Schnittpunkt mir der x-Achse liefert
ZTir1. Zu diesem x—Wert wird der zugehorige Funktionswert y;,; berechnet.
Nun beginnt das Verfahren erneut. Die Folge 1, xo, x3... konvergiert gegen die
Nullstelle, wenn |f” - f/f?| < 1 ist.

Machen Sie sich dieses Verfahren der Nullstellenbestimmung anhand einer Skizze
klar.

(e) Zeichnen Sie den Graph der Funktion im Intervall [0,1] (MaBstab fiir z-Richtung:
1 =10c¢m) und bestimmen Sie in diesem Intervall graphisch die Nullstelle.

(f) Leiten Sie eine Formel zur numerischen Iteration der Nullstelle her.

(g) Wenden Sie die Formel auf obige Funktion an. Starten Sie bei z; = 1 und
rechnen Sie bis i=6.

Lésung: (a) Fiir x gegen minus (plus) unendlich geht der Graph von f(z) gegen minus (plus)
unendlich. Der Graph kann kein, zwei oder vier Extrema haben. Der Graph kann
einen, zwei oder drei Wendepunkte haben.

(b) f'(x) = 5x* — 2023 = 523 (x — 4), f"(x) = 2023 — 6022 = 2022 (x — 3) =
Maximum bei H(0|1), Minimum bei T'(4| — 255), Wendepunkt bei W (3| — 161)

()
(d)
(e)
() to;(2) = f'(@i)(z — 2i) + f(2:) = 0 = zip1 = i — 71y

z?—5z4+1
(g) LTi41 = T — 5;2172633? =

21 =1, 13 = 0.8, x3 = 0,712070..., 24 = 0,694818...,
x5 = 0,694204, 6 = 0,6942032

10. Die Ableitung der Funktion f(z) = z - cosz hat im Intervall [r; 27] genau eine
Nullstelle. Berechnen Sie diese Nullstelle mit dem Newtonverfahren. Beginnen Sie
mit dem Startwert xy = 7 und berechnen Sie zwei Verbesserungen (z; und ).

Liosung: f'(z) = cosw — x sinx, f’(x) = —2 sinx — x cosx
(xn) COS Ty, — Ty, SIN T,
T = —_ =
et () " 2sinz, + z, cosz,

T =7, 1 = 3,459902540, xo = 3,425891573
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11.

Lésung:

12.

Losung:

13.

2.2 Numerische Losung von Gleichungen - Das Newtonverfahren

sin @
im Intervall [7;2 7] eine waagrechte

Fiir welches = hat die Funktion f(x) =

Tangente? Verwenden Sie das Newtonverfahren mit dem Startwert z, = 5 und
berechnen Sie zwei Verbesserungen (z; und ).

x cosx —sinx (2?2 —2)sinx + 2 cosz

f,(x) = 2 ) f”(.%') ==

T a3
B f(xn) Ty, (T, CcOS T, — SINTY,)
Tl = I (xn) n (x2 — 2)sinxy, + 2z, cosxy,

2o = 3T, 1y = 4,4T9178709, x9 = 4,493365248

(a) Die Formel fiir das Newtonverfahren lautet

n

Erldutern Sie die Bedeutung der einzelnen Groflen in dieser Formel und leiten
Sie die Formel anhand einer exakt beschrifteten Zeichnung her.

(b) Losen Sie die Gleichung
cos2x = \/x

mit dem Newtonverfahren. Bestimmen Sie dazu zeichnerisch (Einheit 5cm auf
beiden Achsen) einen Ndherungswert x, fiir die Losung und berechnen Sie drei
Verbesserungen dieses Naherungswertes.

(a) x, ist ein Ndherungswert fiir eine Nullstelle von f, z,,41 ist eine bessere Nidherung.

/ _ . 1
(b) f(z) =cos2x —\/x =0, f'(x)=—2sin2x— NG

Ccos 2x, — +/Tn,

2sin 2z, + ﬁ
zo = 0,4, z; = 0,428873279, x5 = 0,428547914, x5 = 0,428547874

Tpil = Ty +

Beim Newton—Verfahren erhilt man geméf

T )
n

aus einer Ndherung z,, fiir die Nullstelle der Funktion f eine weitere Ndherung 1.

Durch Anwenden des Newton—Verfahrens auf die Funktion f : 2+ y = f (z) = 232

mit dem Startwert xy = 2 soll eine Naherung fiir /2 berechnet werden.
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2.3 Die lineare Nédherung

(a) Berechne x1, 25 und 3 jeweils auf sechs Dezimalstellen nach dem Komma ge-
rundet.

(b) Eine untere Grenze fiir v/2 ist 1,259920. Wie groB ist in diesem Fall die pro-
zentuale Abweichung auf zwei Dezimalstellen nach dem Komma gerundet des
Néherungswerts x3 von diesem Wert?

I (a) -2 2 N 2 2 +1
osung: al T =Ty — e 1 — e = = X iy

) ZT;
0 2
1 [ 1,500000
2 | 1,296296
3
1

1,260932

(b) |1,259920 — 1,260932]
1,259920

-100% = 0,08%

2.3. Die lineare Ndherung

1. Die lineare Niherung

In vielen Anwendungen der Mathematik, besonders in der Physik, taucht folgendes
Problem auf: Man kennt den Wert einer Funktion f an der Stelle z und man braucht
eine moglichst einfache Methode, um die Funktionswerte von f in einer kleinen Um-
gebung von x ndherungsweise zu berechnen.

(a) Beweisen Sie unter Bezugnahme auf die Definition der Ableitung die Formel der
linearen Ndherung;:

flx+h)~ f(x)+ f'(z) - hfir |h| <1

(b) Berechnen Sie eine N#herungsformel fiir (1 + A)™ mit |h| < 1!
Wie lautet die Formel speziell fiir n = —17

(c) Wie kann mit der in (b) gefundenen Formel (a + h)™ berechnet werden?
(d) Berechnen Sie eine Naherungsformel fiir v/1 + h.
N oy J@Hh) = flx)  fle+h)— flz)
Lésung: (a) f'(x) = %1_)1110 Y ~ Y
(b) flz)=2a" f'(x) =na"!, f(1)=1, f'(1) =
lineare Néherung: f(1+h)~ f(1)+ f(1)-h=14+n-h
1

fir |h| < 1

1+hA)" =1 -h =-1 —— ~1—h
(1+h) +n n = |i%n
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2.

Lésung:

2.3 Die lineare Nédherung

(¢) (a+h)"=a" <1+ﬁ>nzan <1+%h> —a" Y (a+nh)

a

() f(x) = V@, f(z) = % SO =1, 1) = L

lineare Néherung: f(1+h) =~ f(1) + f'(1) -h=1+1%
h
\/1+h%1+§

mit h < 1! Verwenden

(a) Berechnen Sie eine lineare Néherungsformel fiir
Sie hintereinander zwei schon bekannte Néherungsformeln!
(b) Leiten Sie die in (a) gefundene Formel direkt mit der Formel der linearen Néhe-

rung her.

1
(c) Berechnen Sie —— fir 3 = 107* und B8 = 1078! Versuchen Sie in beiden

Fillen auch das exakte Ergebnis mit dem Taschenrechner zu ermitteln!

@) m—~— 1o
Y VITh 1+h 2
1 1eon 1 _ / __1
(b) f(iﬂ):ﬁ,f(ﬁﬂ)———m/ﬁ,f() L) =-5
lineare Néherung: f(l—i—h)%f(l)—i—f’(l)-h:l—g
1 h
~1-—=
1+h 2

1 g’ 17
(¢) —==~14—, 1,000000005 , 1+4+5-10

iep T

Eine Atomuhr wird mit der Geschwindigkeit v iiber eine Strecke s transportiert.

Dabei misst eine relativ zur Erde ruhende zweite Atomuhr die Transportzeit ¢t = —.
v

Die Relativitatstheorie Einsteins lehrt, dass die von der bewegten Uhr fiir den gleichen

Vorgang gemessene Zeit durch

t=t-\/1-p°

mit 8 = Y und ¢ =3- 108 = (Lichtgeschwindigkeit) gegeben ist.
c
Berechnen Sie den Unterschied At =t —t' der von beiden Uhren gemessenen Zeiten
fiir s = 300 km mit v = 108 82 und fiir s = 40000 km mit v = 432 X2
Rechnen Sie mit der linearen Néherung!
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Lésung:

4.

Lésung:

2.3 Die lineare Nédherung

B? s 32

At:t—t’:t<1—\/1— 2)%5 1-(1-2)| =2&

p v 2 2v

5=300km, 3=10"7 = Atx~5-10"!!s, (TR: At =0)
5=40000km, f=4-10"7 = At~27-10"8s, (TR: At = 3,3 -1078s)

Vergleichen Sie die Ergebnisse der linearen Ndaherung mit den Taschenrechnerergeb-
nissen (siche Aufgabe 1.):

(a) 1,0008% (b) 0,99999995% (c) 2,0008°  (d) v/4,000006 (e) 1/0,9999992

1 1 1 1 3
(f) 1.008 (2) 0.0999995 (h) 1.0000028 (i) 0.09999951 (i) 2.00052
(a) (1+0,0008)% ~1+3-0,0008 =1,0024 , TR: 1,002401921
(b) (1-5-1078)20~1-20-5-107%=10,999999 , TR: 0,999 999
)
)

(c) 26 (1+0,0004)% ~ 64,1536 , TR: 64,153 75368
2-4/14+1,5-1076~2(1+0,75-1075) = 2,000001 5
TR: 2,000001 5

(e) v/T—0,0000008 ~ 1 — 0,0000004 = 0,999 999 6

TR: 0,999 999 6
1

d

f) ——— ~1—-0,008=0,992 TR: 0,992 063 492
() 14 0,008 ’ ’ ’ ’
1
— =~ 1 =1
(2) 1—0,0000005 + 0,0000005 ,000000 5

TR: 1,0000005
(h) (1+0,000002)°6 ~1— 6-0,000002 = 0,099988 , TR: 0,999 988
(i) (1—0,0000005)"% ~ 1 +4-0,0000005 = 1,000 002
TR: 1,000 002
, 3
U Za+oo0me ~
TR: 0,749 625 141

3
1 (1 —-2-0,00025) = 0,749 625

Die lineare Naherung liefert oft viel genauere Ergebnisse als die direkte Rechnung
mit dem Taschenrechner. Als Beispiel sei folgender Ausdruck einmal mit dem Ta-
schenrechner und einmal mit der linearen Naherung berechnet (siche Aufgabe 1.):

v = (1 Iz 10*16> . 102

I0)



2.3 Die lineare Nédherung

Das auf 24 Dezimalstellen genaue Ergebnis lautet tibrigens

x = 5000,000000000000125000000000 .

Lésung: z =~ (1—(1—-5-107'7))-10%° = 5000 (TR: z = 0)

6. Berechnen Sie eine Naherungsformel fiir v/4 + h mit |h| < 1. Wie grof8 ist der relative
Fehler des mit dieser Formel berechneten Wertes von /4,027

h
Losung: f(4+h) =~ f(4) + f'(4) - h =2+ 7, VA2 = 2,0049938, \/Z02 ~ 2,005, 6 =3 107

7. Berechnen Sie eine Ndaherungsformel fiir

1
- mit |h| < 1. Wie groB ist der relative

Fehler des mit dieser Formel berechneten Wertes von 59932 ?
Losung: f(3+h) ~ F(3) + f'(3) -h—~ " L 0333533453
g ~ T3 9 20082
1 1 — 1
L ZOOOI8 o gagngasas 5 = 36107

2,9982 3 9

8. (a) Wie lautet die Formel fiir die lineare Nidherung von f(x + h)? Erldutern Sie das
Zustandekommen dieser Formel an Hand einer vollsténdig beschrifteten Skizze.

(b) Eine Lichtquelle, die Licht der Frequenz f aussendet, bewegt sich mit der Ge-

schwindigkeit v = fc (c ist die Lichtgeschwindigkeit) auf einen Beobachter zu.
Der Beobachter registriert dabei Licht der Frequenz

o, 148
=iy 15

Weisen Sie unter Verwendung schon bekannter N&herungsformeln nach, dass
unter der Voraussetzung || < 1 die Naherung f* ~ (1 + ) f gilt.

Losung: (a) Die Tangente an f in P (z[f(z)) hat die y f
d
Steigung Tf = f'(z). Das Differential df = /
f'(z)h ist fiir kleine |h| eine gute Ndherung | [Ty
fir Af = f(x+h) — f(x), d.h. ‘
Af
flx+h) = f(x)+Af ~ f(z) + f/(x)h
cIf f(x+h)
(b) Mit vI+h=1+% (1+h)?~1+2hund P oy
1 ) iy
T 1 —h fiir |h| < 1 folgt )
148 2
Fart e (148) =) X o
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2.4 Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen

9. Berechne fiir die Funktion f(x) = v/1 + z das Taylorpolynom dritter Ordnung mit
dem Entwicklungspunkt xq = 0 und ermittle damit einen Néherungswert fiir /1,03.

Vergleiche mit dem Taschenrechnerergebnis und gib den relativen Fehler der Néhe-

rung an.
.. 1 / 1 -2 " 2 -5 " 10 _8
Losung: f(x) = (14 2)8, J'@)= 210+ 2) 5, f@) = —2(4a) S, ) = o1 +a) S
1 2 10
—1 / _ 2 " __* " _ v
fO)=1, fO)=5 JO)=-5 "0)=5
" 0 n 0 1 1 5
V1+z~Ts(z) = £(0)+ f(0)x + I )xQ—i— I )xg =14+-z—-2+ =23
2 3! 3 9 81
T3(0,03) =14 0,01 — 0,0001 +§ 21078 = 1,009901667
1,0099
13(0,03) —y

Taschenrechnerwert: y = 1,009901634, d,e = = 3,23 - 1078

Y

2.4. Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen

1. Untersuchen Sie f(z) = a® + 62 4+ 122 + 3 auf Monotonie!

Lésung: Echt monoton steigend in ganz R (f(z) = (z +2)3 — 5)

2. Wir betrachten die Funktion

f(x):x2—4x+2

2? — dx

(a) Berechnen Sie die maximale Definitionsmenge D; und untersuchen Sie das Ver-
halten am Rande von Dy (Grenzwerte)!

(b) Monotoniebereiche und Punkte mit waagrechter Tangente!

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [—2;6]!

(d) Beweisen Sie, dass G; achsensymmetrisch ist (die Achse ist dem Graphen zu
entnehmen)!

Losung: (a) Dy =R\{0;4}
1i1r(1)1i fl@)=Fo0 , lim f(x)=1 , lim f(z)=+o0

r—Eo00 r—4t
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2.4 Monotonieverhalten differenzierbarer Funktionen
0) @) = S
f echt steigend in | —oo; 0[ und in |0; 2]
f echt fallend in |2; 4[ und in |4; +oo|
Waagrechte Tangente bei (2]0,5)
(d) Symmetrieachse: =2 , f(2+h)= f(2—h)

3. Wir betrachten die Funktion

2’ — 8z + 16
o=

(a) Berechnen Sie die maximale Definitionsmenge D; und untersuchen Sie das Ver-
halten am Rande von Dy (Grenzwerte)!

(b) Monotoniebereiche und Punkte mit waagrechter Tangente!
(c) Zeichnen Sie den Graphen von f im Intervall [—2;§]!
(d) Beweisen Sie, dass Gy punktsymmetrisch ist (das Zentrum Z ist dem Graphen
zu entnehmen)!
Losung: (a) Dy =R\{3}
Jlim fz)=Foo , lim f(z)=Foo

, —z% + 62 —8
(b) f(x)zw

f echt steigend in |2; 3[ und in |3; 4]
f echt fallend in | —oo; 2[ und in |4; 400
Waagrechte Tangente bei (2|4) und (4/0)
(d) Symmetriezentrum: Z(3|2) , 2— f(3+h)=f(3—h)—2

4. Wir betrachten die Funktion
1

f(a:)z;—i—sin% , Dy =]0; 1]

(a) Untersuchen Sie f auf Monotonie!
(b) Wie viele Terassenpunkte hat f und wie lauten deren Koordinaten?

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f
i. im Intervall ]0; 1] (z =1=10cm und y = 20=10cm)
ii. im Intervall |0; 0,08] (x = 0,01 =1cm und y = 100 =10 cm).

78



Lésung:

2.5 Ganzrationale Funktionen

Fiir das Zeichnen der Graphen ist ein Computer natiirlich sehr niitzlich!

Echt monoton fallend in ganz Dy. f'(z) = —% : <1 + cos l)
x x

. . 1

Unendlich viele Terassenpunkte: T <m (1+ 2/<:)7T>
2.5. Ganzrationale Funktionen

1. Untersuche die Funktion f mit
zt 2P
-~ _~ D/,=R

Lésung:

Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie, Extremwerte und Wen-
depunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—2;4,5].

Fiir welche z-Werte gilt f(x) = —27

73

f(x):g-(m—zl):o = 201 =0, xp=4

T——00 T——00

im_f() = tim_[ 5 (2= 8] = (=00) - (=o0)) = +oc

w

lin_ f@) =T[5+ 0)] = ((o0) - (+00) = 400

T—>+00 z—+oo | 8
3 2 2 2
, T 3T T " 3z 3z
= ——— —= — —_ = — — = — - — 2
f’(m) =0 —— r11 = O, r12 = 3, f’/(m) =0 — Il = O, o9 = 2

f(x) >0 firz>3und f(2) S0 fiirx <3 =
f streng fallend in | — 00;3
f(z12) = 0 und f"(z12) =
f"x)=3x—-3=3(x—-1)
f(z11) =0 und f"(x11) =0 und f"(z11) = —-3#0 =  Terrassenpunkt bei F (0]0)
"(w22) =0 und f"”(z22) =3#0 = Wendepunkt bei W (2| — 2)

und f streng steigend in |3; +o00].

N T

>0 = Tiefpunkt bei T (3| %)

flz)=—-2 = g(z)=2"—42%+16 =0, eine Losung ist X; = 2, die zweite Losung
findet man mit dem Newtonverfahren:
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2.5 Ganzrationale Funktionen

9(zn) ), — 4l + 16 2o = 3,5
R T R e e |
9'(wn) A, — 1227 21 = 3.721938776
X, ~ 3.678573510 25 = 3.680359091

r3 = 3,678576718
T4 = 3,678573510
x5 = 3,678573510

Y6

2. Untersuche die Funktion f mit
— 2.1’2, D f= R

auf Symmetrie, Nullstellen, Verhalten an den Rédndern von Dy, Extremwerte und
Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—3; 3].

Fiir welche z-Werte gilt f(x) = —27
Léosung: f(—x)= f(r) = [ symmetrisch zur y-Achse

562

f($) = Z . ($2 — 8) =0 — To1 = 0, To2 = —2\/5, o3 = 2\/5

lim f(z)= lim [% (2® - 8)] = ((+00) - (+00)) = 400

@ Foo z5ko00

fl@)=2"—dz =2 (2*—4), f'(z)=32>—-4, f"(z)=6x
fllxy=0 = x11=0, z12=-2, x13=2

ff(2)=0 = a0 =0, z=-3V3, z3=3V3
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2.5 Ganzrationale Funktionen

f(z11) =0 und f"(z1;) = —-4<0 = Hochpunkt bei H (0]0)
f'(13) =0 und f"(z13) =8 >0 = Tiefpunkte bei Ty o (£2| —4)
f"(x92) =0 und f"”(x90) =4V3#0 = Wendepunkte bei Wi 2 (:I:%\/g‘ - %)

fz)=-2 = a*—8z® = —2 hat die vier Losungen z = +1\/4 + 2v/2.

y
2
1
1 2 3$
3. Untersuche die Funktion f mit
Lg 7,
flz) = e +2x+1, Dy=R

auf Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie und Extremwerte.
Zeichne den Grafen von f im Intervall [—1;6].
Lésung: f(x) =0 = x01 =2 (durch Probieren)
1, 5 1

5 1
f(x):(x—Q):Zx —tT5 = x0273:§:|:§\/§

. . 23 7 8 4
N o (R )

—1

3 7 3 7
/ I " — o

3

7@ =5

f/(m) =0 — T = T19 = 4, f”(m) =0 — o1 =

w3

57

~—

2
Da der Graf von f’ eine nach oben gedffnete Parabel ist, folgt f'(z) > 0 fiir z < 3 und
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2.5 Ganzrationale Funktionen

2
x>4,f’(ﬂ:)<0fﬁr§<x<4 =
. . 2 .2
f streng steigend in | —o0; 3 und |4; +o0], f streng fallend in 3’ 4| =

2)44
Hochpunkt bei H <§ ‘ 2—7> und Tiefpunkt bei T (4] — 3)

Y

2

-

-1 1

4. Gegeben ist die Funktion f(z) = az® +bx? (D =R, a #0, b #0).
(a) Bestimmen Sie allgemein die Nullstellen der Funktion.
(b) Bestimmen Sie allgemein die Koordinaten der Extrema.
(c) Zeichnen Sie die Funktion fiir « = 1 und b = 3.
)

Zeichnen Sie fiir b = 3 und fiir zehn verschiedene Werte von « die Extrema in
ein Koordinatensystem ein. Was fallt auf?

(e) Beweisen Sie, dass fiir festes b und variables a die Extrema auf einer Parabel
liegen.
Lésung: (a) Np(0]0), Ng(—%]O)
(b) f'(z) = z(3axz +2b) =0 < x1 = 0 oder zo = — 22

a

" (x) = 6ax + 2b # 0 fiir 1 und 23 (a und b # 0!).
Also Extrema bei (0/0) und (—%| 457 )

27a?
()
(d) Extrema liegen auf einer Parabel.

3
(e) flag) =42y =5 (—2)2 =123
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2.5 Ganzrationale Funktionen

5. Gegeben ist die Funktion f(z) = az® +bx (D =R, a # 0, b #0).
(a) Bestimmen Sie allgemein die Nullstellen der Funktion.
(b) Bestimmen Sie allgemein die Koordinaten der Extrema.
(¢) Zeichnen Sie die Funktion fiir a = —3 und b = 1.
)

(d) Zeichnen Sie fiir b = 1 und fiir « = —0,1, —0,2, ... — 0,9 die Extrema in ein
Koordinatensystem ein. Was fallt auf?

(e) Beweisen Sie, dass fiir festes b und variables a die Extrema auf einer Ursprungs-

geraden liegen.
)

(b) f'(z) =3a2® +b=0%a = \/_»3%
f'(x) = 6az = f" <\/_>3%> 20,
Also Extrema bei ( Y TSy >
()

(d) Extrema liegen auf einer Geraden.

(e) f(xMax) =\ _%(_% +b) = %b * TMax

Losung: (a) N1(0]0), Ng( —2

a

6. Gegeben ist die Funktion f(z) = az* + bz? (D = R,a # 0,0 # 0).
(a) Zeigen Sie, dass der Graph der Funktion achsensymmetrisch ist.

(b) Bestimmen Sie allgemein die Lage der Extrema.
Welche Bedingung muss fiir die Variablen a und b gelten, damit der Graph der

Funktion drei Extrema hat?
(c) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion fiir

1. a:%undb:—él.

ii. a:%undb:él.
(d) Zeichnen Sie fiir a = % und b = —1, —4, -9, —16, —25 die Extrema in ein Koor-

dinatensystem. Auf welcher Kurve konnten die Extrema mit x # 0 liegen?

(e) Berechnen Sie die Ortskurve der Extrema fiir festes a und variables b.

asang: () B0, B2 (=4[ - ) B (=8| - &)

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

(d) Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben gedffneten Parabel.

(e) e(x) = %xQ
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2.5 Ganzrationale Funktionen

7. Gegeben ist die Funktion f(z) = az* + bz? (D = R,a # 0,b # 0).

(a) Bestimmen Sie allgemein die Lage der Extrema.

Welche Bedingung muss fiir die Variablen a und b gelten, damit der Graph der
Funktion drei Extrema hat.

(b) Zeichnen Sie fiir a =2 und b = —1, -1, —5, — 15, —3 die Extrema in ein Koor-

479 16’
dinatensystem. Auf welcher Kurve konnten die Extrema mit x # 0 liegen?

(c¢) Berechnen Sie die Ortskurve der Extrema fiir festes b und variables a.

Lésung: (a)

(b)
()

2 2
E1(0)0), E< L —z—a),Eg (—\/—% —z—a)

Drei Extrema genau dann, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

Vermutung: Extrema liegen auf einer nach oben geéffneten Parabel.

e(zr) = %x2

8. (a) Welche Bedingung miissen die Variablen a,b und c erfiillen, damit der Graph

der Funktion f(x) = ax* + bx? + ¢ (D = R) drei waagrechte Tangenten hat.
Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fira=c =1
und verschiedene Werte fiir b.

(b) Wieviele waagrechte Tangenten hat der Graph der Funktion

fl)=2°+b2®—2,b€R, D=TR?
Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fiir verschie-
dene Werte fiir b.

(c) Wieviele waagrechte Tangenten hat der Graph der Funktion

Lésung: (a)

(b)

fl@)=2"+ba*+2,be Rund V* > 2, D =R?
Zeichnen Sie mit einer geeigneten Software die Graphen von f(z) fiir verschie-
dene Werte fiir b.

f(x) = 4aa® + 2bx = 22 - (202 +b) =0 & 21 = 0,293 = + 2

T 2a-
Also: drei waagrechte Tangenten, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.
f(z) =52* +3b22 —1=5¢>+3bg—1=0
(Substitution: ¢ = 22)=
g = “3EOPE0 0 Da /952 + 20 > |3b] > 3b =
1=/ 35(=3b + VOB 20), 25 = —/5(~3b + VOB + 20)
gr = “=VIEN () Da /952 + 20 > |3b] > 3b.
Also: Der Graph von f(z) hat zwei waagrechte Tangenten.
f'(x) = ba* + 3ba? + 1 =5¢* +3bg +1 =0
(Substitution: ¢ = 22)=
g1 = “EVIP=0 Dy (/952 —20 < [3b] folgt: g1 > 0 firr b < 0 und g1 < 0 fiir b > 0.
gp = =2=Y=20 D /9h2 — 20 < [3b] folgt: go > 0 fiir b < 0 und g < O fiir b > 0.
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2.5 Ganzrationale Funktionen

Also:
Der Graph von f(z) hat vier waagrechte Tangenten wenn b < —@ (¢1 und g2 positiv;

Voraussetzung fiir b beachten).
Der Graph von f(x) hat keine waagrechte Tangenten wenn b > —@ (g1 und @2
negativ; Voraussetzung fiir b beachten)).

9. Berechnen Sie fiir folgende Funktionen die Ortskurve der Extrema.
(a) f(z) =23+ 2> + kx
(b) f(z) =2® +ka*+u
(c) fz)=ka®+a2*+2

Lésung: (a) Extrema bei xp = _EVIS3E

3
k=-322-21r= f(zp) =23+ 2%+ (-32% — 22) - o = —22% — 2?

(b) Extrema bei zp = —kEvk=3 V?f“Q_g =
k:—%—%xjf(xE):xg—l—(—%—%x)-xz%—x:—%(x?’—x)
(c) Extrema bei zp = —o:(1+ /1 —3k) =
k= —2;;1 = flzg) = (—%)x‘g +22 = %xQ + %x

10. Geben Sie fiir ganzrationale Funktionen mit folgenden Eigenschaften die Funktions-
gleichungen an.

(a) Die Funktion dritten Grades wechselt bei z; = 1 das Vorzeichen und beriihrt
bei x9 = 2 die x-Achse. Dariiber hinaus gilt f(3) = 4.

(b) Die Funktion vierten Grades ist achsensymmetrisch zur y-Achse und beriihrt
bei 21 = 2 die x-Achse. Dariiber hinaus gilt f(0) = 8.

(c) Die Funktion vierten Grades ist achsensymmetrisch zur y-Achse und hat Null-
stellen bei x; = 3 und 29 = —5. Dariiber hinaus gilt f(0) = 1.

(d) Die Funktion fiinften Grades beriihrt die x-Achse bei z; = 1 und x5 = 2 und
wechselt bei z3 = 3 das Vorzeichen. Dariiber hinaus gilt f(0) = 24.

(e) Die Funktion fiinften Grades beriihrt die x-Achse bei 1 = —5 und wechselt bei
9 = —1, 3 = —2 und x4 = —3 das Vorzeichen. Dariiber hinaus gilt f(0) = 1.

Lésung: (a) f(z)=a-(z—1)(z —2)* = f(3) =2a =

fl@)=2-(z-1)(z—2)°

(b) f(z)=a-(x—2)*(z+2)? = f(0) = 16a =
fl@) =35 (z -2z +2)

(¢) f(z)=a-(z—=3)(x+3)(x—5)(z+5)= f(0) =225a =
flz) = ﬁ (z—=3)(x+3)(x—5)(z+5)

(d) f(x)=a-(x—1)>2(x—-2)2(x—3) = f(0) =—12a =
fl@) = —2(z = 1)*(z - 2)*(z - 3)
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11. Fiir welche Werte von x haben die folgenden Funktionen waagrechte Tangenten (D =

R)?
(a) f(z) =
(b) flz) =
(¢) flx) =
(d) flz) =
(e) flx) =
(f) fz) =
(g) f(z) =
(h) f(z) =
(i) fz) =

224 + 32% — 12

22 — 522 + 10

—4x* + 222

x® —2x% —3x +4
—52° + 32% +

x® — 62 + To + 8
2ab —162° + 11
—2% 4+ 92% + 18

5 g3 +x

(a) fl(x) =822 +6r=22-(42°+3) =0 2 =0
) f'(x) =822 — 10z =22 - (422 - 5) =0 =

x1:0,x2:\/§,x3:_\/§
(e) f'(x) =

r1 = 0, ,172/3 = :l:%

(d) f'(z) =52 622 —3=5¢>—6¢g—3=0< g2 =3(3+2V06);
q1 ~ 1,579796 = waagrechte Tangenten bei x1 = 1,26 und x5 = —1,26
g2 ~ —0,3798 = keine weitere waagrechte Tangente.

(e) f'(z) =

qij2 = —

—1623 + dx = —dx - (422 - 1) =0 &

252t 4+ 922 4+1=-25¢>4+9+1=0<
=(—9 + V181);

q1 ~ —0,09 = liefert keine waagrechte Tangente
g2 ~ 0,449 = waagrechte Tangenten bei x1 = 0,67 und zo = —0,67
(f) f'(z) =5a* — 1822 +7=5¢> — 18+ 7= 0 & q1/o = +(9 = V46);
q1 ~ 3,1565 = waagrechte Tangenten bei z; = 1,777 und xo = —1,777
g2 ~ 0,443534 = waagrechte Tangenten bei z3 = 0,666 und x4 = —0,666

(g) fl(z) =122% — 4822 = 12¢®> —48¢ = 12¢(q — 4) = 0 <
q1 = 0 = waagrechte Tangente bei z; =0
q2 = 4 = waagrechte Tangenten bei xo = 2 und 3 = —2

(h) f'(z) =

) :i’/>

©

M

—62° + 272? = 322(—22 + 9) = 0 = waagrechte Tangenten bei 1 = 0 und
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12.

Lésung:

13.

Lésung:

14.

Lésung:

2.5 Ganzrationale Funktionen

(i) f/(z) =52 322 +1=5¢> -3¢ +1=0%x
2 = _1_10(3 + V9 —20). Da der Wert unter der Wurzel negativ ist, gibt es keine
waagrechten Tangenten.

Von einer Funktion f(x), dessen Graph durch den Punkt Q(0|2) geht, ist die Ablei-
tungsfunktion f’(z) = 223 — 2z bekannt.
Geben Sie die Gleichung von f(z) an (Rechnung oder kurze Begriindung).

f(z) =32t —a? +2

Gegeben ist die Funktion f(x) = 2% — 62% + 10z — 4.
(a) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion.

(b) Berechnen Sie Punkte, an denen der Graph der Funktion eine waagrechte Tan-
gente hat.

(c) Zeigen Sie, dass der Graph von f(z) punktsymmetrisch zu (2/0) ist.
(d) Zeichnen Sie die Funktion.

(a) N1(2]0),Ny/2(2 + v/2/0)

(b) P1(278’ - 171)7P2(172’171)

(c) f+z)=a3—22=—f(2—1)

Skizzieren sie Funktionsgraphen mit folgenden Eigenschaften und geben sie Beispiele
fiir Funktionsgleichungen an.

(a) Nullstellen bei ;7 = 1, 25 = 2 und z3 = 3

(b) Nullstellen bei x; = —1, x5 = 2 und z3 = —5
(c
(d

)

)

) Nullstelle bei x; = 0, Wendepunkte o = 2 und 3 = —2

)
(e) Nullstellen bei x; = 6 und x5 = 0, Wendepunkt bei z3 = 2
(f)

)

)

)

)

Nullstelle bei x1 = 5, Wendepunkte o = 2 und 23 =7

f) Nullstellen bei 1 = 0 und x5 = 3, Wendepunkt bei 23 = 4
(g) Nullstelle bei z; = 0, Terrassenpunkt bei z5 = 1
(h

(i) Wendepunkte bei 1 =0, 25 = 1 und 23 = 2

Nullstelle bei x1 = —4, Terrassenpunkt bei xy = 2
(j) Wendepunkte bei 1 =2, o = 1 und x3 = 3

(a) z. B. a(z) = 2% — 622 + 11z — 6
(b) z. B. b(z) = 23 + 422 — 7o — 10
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2.6 Gebrochen rationale Funktionen

(c) z. B. c(x) = 2* — 2422

(d) z. B.d(z) = x* — 1823 + 8422 — 475
(e) z. B.e(z) = 23 — 622

(f) z. B. f(z) = 22% — 2422 + 5dx

(g) z. B. g(x) = 23 — 322 + 3z

(h) z. B. h(z) = 2% — 622 + 12z + 208

(i) z. B.i(z) = 3z° — 152* + 2023

(j) z B. j(z) = 2® — 10z* + 36323 — 6022

15. Gegeben ist die ganzrationale Funktion 4. Grades mit der Gleichung
f(x) = g2t — ga® — 2% 42

(a) Bestimmen Sie die Lage der Extrema.

(b) Die Parabel mit der Gleichung p(z) = az? + bz + ¢ beriihrt den Graphen der
Funktion f(z) fir = 2. Berechnen Sie a, b und c.

Literatur:
Dieter Wensky, Kurvendiskussion passé, Praxis der Mathematik 3/40, Jg. 1998

Lésung: (a) Minima: (—3| — 23), (4] — 63)
Maximum: (0]2)

(b) P(2) =f'(2)und p(2) = f(2) =

) 5 b
b+c:1§ unda:—é—Z
: o , 22 80
Es gibt unendlich viele Losungen, z. B. p(z) = z* — 3¢ + n

2.6. Gebrochen rationale Funktionen

1. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung
2

fl@) = ——5

(a) Gib die maximale Definitionsmenge D; und die Nullstellen von f an. Beweise
durch eine ausfiihrliche Rechnung, dass f auch in der Form

1 1 1
J@) = 3o+ 5+

dargestellt werden kann.
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Lésung:

2.

Lésung:

2.6 Gebrochen rationale Funktionen

(b) Untersuche das Verhalten von f an den Réndern von D;. Wie lauten die Glei-
chungen der Asymptoten?

(c) Berechne die erste Ableitung f’ von f und die Nullstellen von f’.
(d) Zeichne den Grafen von f und die Asymptoten im z-Intervall [—3; 7).

(a) Dy =R\ {2}, Nullstelle: zy =0 (b) J:EI:EOO flx) = xll)riloo . % = +o00
4
( x2)+(4x—8):%x+%+ . .
2249 4 — 8 Jim, f(z) = lim f(2+h)=
2z .
=1 1 — =4
— 244 T axn 2
4 11
schriage Asympt.: y = e + 3

Senkrechte Asympt.: x = 2

r\ar — —.%'2- 1‘2— T T\T — T\r —
(C)f,(x):2(4 8) 4 42® — 16z _ da(z—4) (x—4)

(42 — 8)2 (dz —8)2  16(z —2)2  4(z —2)2
f/(.%') =0 — T = 0, T19 =4
(d) x| f(=) x| flx) us

—3,0 | —0,450 25 | 3,125
20| —0,250 3,0 | 2,250

1,0 | 0,083 4,0 | 2,000 3
0,0 | 0,000 5,0 | 2,083 5 i
1,0 —0250 6,0 | 2,250 /
1,5 | —1,125 7.0 | 2,450 ! |
—3—=2—T 2: 3 4 5 6 =
i |
I
_3 1
Untersuche die Funktion f mit
2
¢ —4x +4
fl@)=—7—
r—3

auf maximale Definitionsmenge, Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Ex-
tremwerte und Wendepunkte. Zeichne den Grafen von f und eventuelle Asymptoten
im Intervall [—1;7].

2 —dr+4 (v —2)*

Dy =R\ {3}, Nullstelle bei zq = 2

lim f(z)= lim zodty = +00 limi flx) = <i> =+o0

r—+o00 r—Fo00 _3 r—3
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2.7 Trigonometrische Funktionen

1
Polynomdivision =  f(z)=x — 1+ ~_3 = Asymptote: a:x — 1z —1
x [e—
2
;o T —6x+8

fl#)=0 = z11=2, z2=4

Da 22 — 62 + 8 eine nach oben gedffnete Parabel ist, gilt f/(z) > 0 fir x < 2 und = > 4
sowie f/(z) <0 fiir 2<z <3 und 3 <z <4. f ist also streng steigend in | — co; 2[ und in
|4; +00[ und streng fallend in ]2;3[ und |3;4] =  Hochpunkt bei H (2|0) und Tiefpunkt
bei T (4]4).

Yo

2.7. Trigonometrische Funktionen

1.

(a) Zeichnen Sie die Grafen der Funktionen f und g mit den Gleichungen
2 1
f(z) =sinz und g(x)=10 <3: - %) t3

im z-Intervall [0,45; 0,65] (Einheit: 0,1 =2 cm, y-Achse von 0,4 bis 0,7). Zeichnen
Sie den Scheitel von g ein.

(b) Stellen Sie die Gleichung #(z) der Tangente an f im Punkt P (%] f (%)) auf.

(c) Neben x; = % gibt es noch einen zweiten Schnittpunkt von f und g bei 2 = 5.
Berechnen Sie einen Naherungswert 3 fiir xo, indem Sie nicht g mit f, sondern
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2.7 Trigonometrische Funktionen

g mit ¢ schneiden. Wie grof§ ist der prozentuale Fehler dieser Nédherung, wenn
auf fiinf geltende Ziffern x5 = 0,60799 gilt.

(a) x| 045 | 0,50 | 0,55 | 0,60 | 0,65

Lésung: A
f 10,435 | 0,479 | 0,525 | 0,565 | 0,605 0,7
g | 0,554 | 0,506 | 0,507 | 0,558 | 0,660
Scheitel von g: S (%‘%) 9
(b) Mit xy = % und f/(x) = cos x folgt
\/_ 0,6
3
f(z1) = = und f'(z1) = -
t(z) = f(z1) + fl(z1) (@ —21) = |
S ‘
1 V3 T 0,5 i
=35 (e 5) - N |
V3 1 73 | |
= — . _|_ - - ‘ T
2 2 12 | |
(¢) Aus g(z) = t(z) folgt 0.4 : | -
0,45 X1 055 X2 0,65%
™2 1 1 V3 T ™2 3 T
e e O IR e
0lx 6 + 5= 3 + 5 T 6 — 0lx G 2 5
T V3 T /3
Bl = 2712 (0.364%
Z2

2. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

B T
- 2+4sing

()

(a) Beweisen Sie, dass f fiir alle z € R definiert ist.

(b) Erstellen Sie eine Wertetabelle in ganzzahligen Schritten und zeichnen Sie den
Grafen von f im z-Intervall [0; 10]. Entnehmen Sie der Zeichnung, wie viele
Nullstellen die Ableitungsfunktion f’ in diesem Intervall hat.

(c) Berechnen Sie die Ableitung f” von f.

(d) Berechnen Sie die Nullstelle von f’ in der Ndhe von zy = 5 mit dem Newton-
Verfahren auf Taschenrechnergenauigkeit.

[13

Unbedingt beachten: ,Ein Bruch ist null, wenn ...“.

Lésung: (a) —1 S sinz £1 = 1= 2+sinx < 3, d.h. der Nenner von f(z) kann nie null
werden.
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2.7 Trigonometrische Funktionen

by =« o] 1 | 2 | 3 7
f(z) [ 0]0,352]0,687 | 1,40 6
c | 4] 5] 6 |7 5

f(x) [ 3,22]480]349 | 2,63
4

T 8 9 10

f(z) | 2,67]3,73]6,87 3
Zwei waagrechte Tangenten, d.h. 2
zwei Nullstellen von f. 1

24 sinx —xcosx

(©) f(z)=

(2 + sinz)?
@) fiz)=0 =

g(x) =2+sinz —xcosz =0

g (z) = cosz — (cosx + x(—sinz)) = xsinx
9(r) _

T+l = T — P

z0 = 5, 71 = 4,921321169, 2o = 4,921526621, x5 = 4,921526621

(zx)

2 4 sinxp — xp, COS Tp

T Sin Ty,

3. Wir betrachten die Funktion f mit der Gleichung

Lésung:

sin x

fx) =

T — COST

10

(a) Berechnen Sie mit einem geeigneten Verfahren den Wert xy, an dem f nicht

definiert ist.

(b) Berechnen Sie die Nullstellen von f im z-Intervall [—4; 4], erstellen Sie eine
Wertetabelle mit geeigneten Werten und zeichnen Sie den Grafen von f im
angegebenen Intervall.

c¢) Berechnen Sie die Ableitung f’ von f.
(c) g

(a) n(z) = = — cosx

= 0 16st man mit dem

Newton-Verfahren. Einen geeigneten Start-
wert findet man z.B., wenn man die Gra-
fen von z und cosz schneidet: zg = 0,8.

n/(z) =1+ sin

Th+1 = Tk —

zo = 0,8, z1 = 0,7398533064, zo = 0,7390852634, x3 = 0,7390851332

r =

n(xy)

n'(xr)

T — COS T

14 sinaxy

92
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2.7 Trigonometrische Funktionen

(b) = -4 | 3| 2] -1 3
f(z) | —0,22 | 0,07 | 0,57 | 0,54 ol |
z o] 05 | 1 |15 N |
f@) [ 0] -1,27]1.83]0,70
0
T 2 ‘ 3 ‘ 4 |
f(z) ] 0,380,035 | —0,16 B R .
Nullstellen: 2 e S SR A
Tor=—m, xo2=0, z3=7 i B B R
cosx-(x —cosx)—sinx - (1+sinz rcosx —sinx — 1
(©) file) = BT (Emconn) —sinp- (L bsing) 2
(z — cos ) (z — cos )
4. Wo hat die Funktion
x
f:a:—>§+sin:c ; Dy =R

waagrechte Tangenten? ¢ sei die Tangente an Gy im Punkt P (7| f(7)). Wo schneidet
t die z-Achse? Zeichnen Sie die Graphen von f und ¢ im Intervall [0; 37 ].

1 2
Lisung: Waagrechte Tangenten bei x1, = 27 - (n + §> und zo, = 27 - (n + §>, neZ. tx)=

—g + 7. t schneidet die z-Achse bei 2 7.

5. Wir betrachten die Funktion  f(z) =sin2z —cosz mit Dy = [-Z; 2F].

Berechnen Sie die Nullstellen und die Punkte mit waagrechter Tangente. Zeichnen
Sie Gf
Lésung: Nullstellen: ——, —, =, —, —
262 6 2
fl(x) =2 cos2x +sine = —4sin?z +sinz +2=0 —
sinx = % + @

Waagrechte Tangenten bei —0,202 7, 0,319 7, 0,681 7 und 1,202 7.

6. Wir betrachten die Funktionen

I‘Q

f(z) = 5 —2x mit Dy=[—4;0]

und
g(z) =asinkzr mit D, =1[0;8]

(a) Zeichnen Sie den Graphen von f und berechnen Sie f'(0).
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2.7 Trigonometrische Funktionen

(b) Bestimmen Sie die Konstanten a und k so, dass g und f an der Stelle x = 0
die gleiche Steigung haben und g an der Stelle x = 2 eine waagrechte Tangente
besitzt.

Hinweis: Nur eine von unendlich vielen Moglichkeiten fiir ¢ ist anzugeben!

Zeichnen Sie jetzt den Graphen von ¢ in das schon vorhandene Koordinatensy-
stem.
Losung: (a) f'(0) = —2
(b) ¢'(z) =ak coskx = ¢'(0)=ak=—-2und ¢'(2) =ak cos2k =0
2 8

v
k=" .@n+D)mitneZ, a=->=-—"
1 2n+1)mitneZ, a k‘ Gnt Dn

7. Wir betrachten die Funktionen

33‘2

f(:p):—?—Bx mit Dy =[-3;0]

und
g(x) =bsinmz mit D, =[0;9]

(a) Zeichnen Sie den Graphen von f und berechnen Sie f'(0).

(b) Bestimmen Sie die Konstanten b und m so, dass g und f an der Stelle z = 0
die gleiche Steigung haben und ¢ an der Stelle x = 3 eine waagrechte Tangente
besitzt.

Hinweis: Nur eine von unendlich vielen Méglichkeiten fiir g ist anzugeben!

Zeichnen Sie jetzt den Graphen von ¢ in das schon vorhandene Koordinatensy-
stem.

Lésung: (a) f'(0) = -3
(b) ¢'(x) =bm cosmx = ¢'(0)=bm=—-3und ¢'(3) =bm cos3m =0

3 18

=T @n+l)mitnez, b=->=—_ ">
" (2n+1) mit n € Z, m @2n+1)m

S

8. Wir untersuchen die Funktion f mit der Gleichung

f(z) =y/sin® (22) mit D; C [0, ).

(a) Berechnen Sie die Nullstellen und die Definitionsmenge Dy von f.
(b) Wie lauten die Koordinaten der Punkte auf Gy mit waagrechten Tangenten?

(c) Zeichnen Sie den Graphen von f. Wéhlen Sie auf der z-Achse 2 cm und auf der
y-Achse 5cm als Einheit.
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2.7 Trigonometrische Funktionen

Lésung:

(a) Nullstellen: 0, /7, V27, /37

Dy =[0; /7 U[v2r; V3] =~ [0; 1,77] U [2,51; 3,07]
(b) f'(z) =3z cos (z?) - y/sin (z?)

i (J5h) . (). (5

). (vl

(c) N [\
0,3 / \ / \
5 / \ i n\
\ |
0,6 \ \
/ \“. j/ \
/ \ ' \
0.4 / \ |
/ \ | \
\ / !
ca | \
/ \
D 0,5 1 15 2 25 3
5 .1 fiir 2 # 0
9. Wir untersuchen die Funktion f(z) oSy e
0 fir x =0
(a) Welche Symmetrie hat der Graph von f7 Berechnen Sie in R™ alle zqg; mit
f(z) =0, alle z1;, mit f(z) = z* sowie alle z9, mit f(z) = —2® und zeichnen
Sie dann die Graphen von z?

, —2z% und f mit den Einheiten 0,1 =2 cm auf der
x-Achse und 0,1 =10 cm auf der y-Achse im z-Intervall [—0,35;0,35]

(b) Berechnen Sie f'(z) fiir x # 0.

(c) Berechnen Sie f’(0) mit der Definition der Ableitung

(d) Untersuchen Sie f und f” auf Stetigkeit.

Lésung: (a) xgo =0, zop = % fiir k #£0 k| xo Tk Lok
0 | 0,000 0,637 0212

- 1 1]0318 0,127 0,091

(0,5 +2k)m 210,159 0,071 0,058

1 310,106 0,049 0,042

Lok = m 410,080 0,037 0,034

510064 0,030 0,028

6 | 0,063 0,025 0,024

710045 0,022 0,021
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2.7 Trigonometrische Funktionen

| 0,06
/ g \ 0,04
/ \\k 0,02

\/
—0,06
1
(b) f'(z) =2xsin— — cos —
x x
ol
h? sin 7—0

(d) lim f(x) = f(0) =0, d.h. f ist stetig bei = = 0.

2xsin — — — fi 0
(z) = TR Tesy WY 7 , aber lim f/(x) existiert nicht.
0 fir =0 2=0

f ist in ganz R differenzierbar, aber f’ ist bei = 0 unstetig!!
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Teil 1.

Natiirliche Exponential- und
Logarithmusfunktion
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3. Die natiirliche Exponential- und
Logarithmusfunktion
1. Skizzieren Sie in einem Koordinatensystem die Graphen folgender Funktionen
g1(x) = In(z), g2(x) = In(x = 3),  gs(x) = cos(x),

ga(x) = cos(x) =3, gs(x) = 3, 96(2) = 22

64

Lisung:

2. Der Graf der Funktion f mit f(z) = Inz wird in einem Koordinatensystem mit der
Einheit 1 cm auf beiden Achsen gezeichnet.

(a) Berechne die Hohe h des Grafen iiber der z-Achse, wenn wir uns in der Entfer-
nung a rechts vom Ursprung befinden:
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

e a =40000km (Erdumfang)
e o =1,5-10°km (Entfernung zur Sonne)

e a = 1LJ (1LJ (Lichtjahr) ist die Strecke, die das Licht mit der Geschwin-
digkeit ¢ = 3 - 108 = in einem Jahr zuriicklegt)

e a=3-10"LJ (ungefihrer Durchmesser des sichtbaren Universums)

(b) In welcher Entfernung a rechts vom Ursprung hat der Graf von f die Hohe
h = 1m? Vergleiche mit dem Durchmesser des sichtbaren Universums.

Lésung: (a) Mit x = = folgt

cm
40000k
.x:7m24.109 = h=1lcm:lnz=22,1cm
cm
1,5-108k
.x:’7m21’5.1013 =— h=1cm-lnz=30,3cm
cm

o 1LJ=3-10° = .365,25-24 - 3600s = 9,47 - 10"> m
S

1L
JU:—J:9,47-1O17 = h=1cm-lnx=41,4cm
cm
3-101°LJ
e rx="—""-=281-10® = h=1cm-lnz=0655cm
cm

(b) z=¢90=269-10% — a=2,69-10"m =2,84-10°LJ

a ist ungefihr 10 mal so groB wie der Durchmesser des sichtbaren Universums!

3. Numerische Berechnung von e
In manchen Schulbiichern wird zur numerischen Berechnung von e der Grenzwert

1 n
e= lime, mit e, = (1 + —) (1)
n

n—oo
herangezogen und es werden mit dem Taschenrechner (TR) Werte von e, fiir grofle
n als Naherungen fiir e berechnet.

(a) Verwende die Definition der Ableitung und die Forderung (e®)’ = e, um (1)
herzuleiten.

(b) Um z.B. ejgp = 1,01'% zu berechnen, muss man nicht 99 mal multiplizieren,
sondern es geniigen acht Multiplikationen, wenn man geschickt rechnet:

o= ()= () = ((((xQ-x)2>2)2-x>2
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Lisung:

3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

Vergleiche mit der Dualdarstellung des Exponenten (100 = (1100100);) und
formuliere eine Regel, wie man daraus die schnelle Potenzberechnung erhalt
(QM-Algorithmus fiir Quadrieren-Multiplizieren).

(c) Wie viele Multiplikationen sind nétig, um e, mit n = 10° zu berechnen? Be-
rechne jetzt e, fiir n = 10° mit unserer neuen Methode und vergleiche mit dem
TR-Ergebnis bei direkter Eingabe des Terms 1,000 001900000,

(d) Intern rechnet der TR mit mehr Stellen, als er im Ergebnis anzeigt. Ermittle
die interne Genauigkeit deines TRs durch die Berechnung von e, fiir n = 10,
n =101 usw.

Das Ergebnis der Berechnung von e, mit n = 10'°, einmal mit dem QM-Algorithmus
und einmal durch Eintippen des Terms fiir e,,, kann sich, abhéingig von der internen
Genauigkeit des Rechners, in den letzten Stellen unterscheiden. Das ist ein Hinweis
darauf, dass der TR Potenzen nicht mit dem QM-Algorithmus berechnet.

(e) Zur genauen und schnellen Berechnung von e verwendet man

. . ~ 1 11 1
e—nh_{roloEn mit E"‘%H_1+1+§+6+“'+E

Fiir welches n ist der relative Fehler

E, —e

Orel = <10797
e
(a) Definition der Ableitung:
+h T h
x\/ . e{L’ — € T . (e — 1) z
= 1 - = . 1 =~ 0000 07 —
R
h h
-1 -1

lim ——— =1 S ~lfir b <1
h—0

e~ (1+h)% fir |h| < 1

1
Mit der Substitution h = — folgt aus h — 07, dass n — oo und damit
n

S|

1 n
e= lim (1+h)r» = lim (1—|——>
h—0+ n—o0 n

(b) Berechnung von z" mit n = (1...01...)s:

Erste Ziffer (immer 1) : x hinschreiben
Jede der folgenden Ziffern : (Q) Quadrieren, wenn 0
(QM) Quadrieren und mit x Multiplizieren, wenn 1

Beginnend mit der zweiten Ziffer der Dualdarstellung des Exponenten bedeutet jede
Null eine und jede Eins zwei Multiplikationen.

Fiir 1% ergibt sich: QMQQQMQQ
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

(¢) 10% = (11110100001001000000); = 25 Multiplikationen

Mit 2 = 1,000001 und QMQMQMQQMQQQQQMQQQMQQQQQQ folgt
e, = 2,718280469 genauso wie bei der direkten Eingabe des Terms 1,000 0011900900,

(d) Zeigt der Rechner z.B. bei n = 10'® noch das Ergebnis 2,71828..., bei n = 10'* aber
das Ergebnis 1, dann stellt er intern 1 4+ 10~ = 1,000 0000000001 noch richtig dar,
1+ 10~ wird aber auf 1 gerundet: intern 14 geltende Ziffern.

(e) Man rechnet rekursiv: n| E, Orel
. 01,0 —6,321205588 - 101
Eni1 =By + TS 1120 —2,642411177 - 1071
’ 2125 —8,030139707 - 102
E, 3 | 2,666666667 | —1,898815688 - 10~2
Oret = —= —1 4 | 2,708333333 | —3,659846827 - 103
5 | 2,716666667 | —5,941848176 - 10~4
6 | 2,718055556 | —8,324114929 - 1075
7 | 2,718253968 | —1,024919667 - 10>
8 | 2,71827877 | —1,125202598 - 10~
9 | 2,718281526 | —1,114254783 - 1077
10 | 2,718281801 | —1,004776638 - 10~8
11 | 2,718281826 | —8,316107427 - 10~19
4. Berechne die Ableitung folgender Funktionen:
(a) f(x) = e () gl@)=e™ () hizx)=ge
d) k(z) =< () r(@) =122 (f) s(z)=ate"
x
(g) t(x)=e “sinz (h) wu(x)=e"" (i) wv(x) = sin(e”)
Lésung: (a) f'(z) =e" +xe” = (1 + z)e”
(b) ¢(x) = ~2we™
(c) W(x)= e ™ — 222 = (1—22%)e™®
xe® —e¥  (z—1)e"
(d) k/(.%') = 22 = 22
(e) r'(z) =2re™® — 2% ® =2(2 —x)e®
(f) §'(z) = 2ze " — 2g%e " = 2 (1-2%) e
(g) t'(z) = —e "sinz +e “cosz = (cosz —sinz)e”
(h) o/ (z) = " cos
(i) v'(x) = e” cos (e7)
5. Berechne z:
(a) € =100 (b) e ¥ =103 (c) e"=e 2! (d) e"=3z
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

z=1In100 =2In10 ~

(a)
(b) —0,2r =—-3In1l0 = z=15Inl0~
1
)
)

(c)z=-2z+1 = T=3

p f(zn) e’ — 3z, (x, — 1)
f(m-):ex—?) - Tntl = Tn = f’(xn) - ertn — 3 - ertn — 3

n

Mit den Startwerten zg; = 0,6 und xgs = 1,5, die man z.B. einer Grafik entnimmt,
folgen die beiden Losungen x1 = 0,6190612867 und o = 1,512134552.

6. Berechne z:
(a) (Inz)* =4 (b) Inz=-10° (c) Inyz+Inyr =2

1
(d) ln\/l—x2z—§ (e) e =Inzx (f) e*=—Inzx
Veranschauliche das Ergebnis von (b) in der Form 0, 0000 ... 000 néchste Ziffern.
—_——

Zahl der Nullen

Losung: (a) Inz =42 =— 12y =¢? xy3=c 2

(b) z = o—10° _ 107% — 0 43429,44819 _ 1j=0,44819  ()—43429 __ () 35600 . 143429

z = 0,0000...000 35629 ...
~—_
43429 Nullen

1 1 )
(c) 51nx+§ln:c:61nx:2 = x:e%:v5e12z11,023

1 1 1
(d) §ln(1—x2):—§ — l1-2’=e¢! = r=%+4/1—- - = =£0,795
e

(e) keine Losung
(f) Wir suchen eine Nullstelle von f(z) = e* 4+ Inz mit dem Newtonverfahren:

fl) e +z

anrl:xn—f/(x)—CCn ex+l 560:0,5
T
z1 = 0,2381071287
x ~ 0,2698741376 zo = 0,2684966975

z3 = 0,2698717782
x4 = 0,2698741376
5 = 0,2698741376
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7.

Lésung:

3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

Ein Korper der Masse m und der Geschwin-
digkeit v (also mit der kinetischen Energie
W = Zw?) bewegt sich auf eine Potential-
barriere der Breite d und der Hohe Wy zu.
Nach der klassischen Physik kann der Kérper
fir W < W, die Barriere nicht iiberwinden
und wird reflektiert. Die Quantenmechanik

lehrt aber, dass der Korper auch fiir W < W,

Wp

die Barriere mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit T ( Transmissionswahrscheinlich-
keit) iiberwinden kann ( Tunneleffekt). Dabei gilt

wobei h = 6,626 - 10734 Js die Planckkonstante ist.

~

62ad + 6—204d + v — 2

’7/:16-—.

w w
Wo

Wo

2
1——) unda:%-\/Qm(Wo—W),

(a) Berechne die Transmissionswahrscheinlichkeit fiir ein Elektron mit der Masse
m = 9,11-1073' kg und der kinetischen Energie W = 3eV (1eV = 1,6-107197J),
das gegen eine Barriere der Hohe W, = 5eV und der Breite d = 107° m anléuft.

(b)

(a) o

Eine Kugel der Masse m = 0,1g bewegt
sich in einem Gefdfl mit v = 2 <* hin und
her, die Hohe des Gefifles ist y = 2cm, die
Wandstéarke d = 2mm (W, = mgy). Berech-
ne die Transmissionswahrscheinlichkeit 7' fiir
die Kugel. Wie lang ist die ausgeschriebene
Zahl T zwischen Komma und der ersten Zif-
fer ungleich null, wenn pro Ziffer 0,5cm ge-
braucht werden?

d
— e -—

_ 27
6,626 - 10734 Js

1
+1/2-911-1031kg-2-1,0-10-19J = 7,247 - 10° —
m

2ad = 1,449 und v = 3,84 = T = 0,606 = 60,6%

N
(b) Wy =mgy = 10"*kg- 9,81 — +0,02m = 1,962 1075J
g

2
W=20?=5-10"ks (0025) =210

2
0O=————
6,626 - 10734 Js

1
v/2-10~%kg-1,96-10-°J = 5,94 - 10% —
m

k= 2ad = 2,377 - 10°" und v = 0,0163
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

Die letzten drei Summanden im Nenner von 7" kann man vernachléssigen:

2 —k
T=—=ne
ek 7
Wegen
In10 1
gilt

T'=x- 107 w0 = 1087 " ®m = 10~ 103107

Also 1,03 - 10?” Nullen zwischen Komma und der ersten Ziffer ungleich null, mit der
Lénge
L=5-10"cm=5-10"m=15,3-10"LJ

1
Die Kugel miisste ungefiahr T = 10" _mal an die GefiBwand stoflen, um einmal zu

tunneln.

8. Berechne folgende Grenzwerte:

Losung:

(a)

lim sin ax (b) limM (¢) lim Vo ya

z—0 sin bx T—=a X —a z—at /T —a

NG

lim — (e) lim x'%e 00 (f) lim (e*-Inz)
z—+oo In Z— o0 T —+00
2 T :
. . e e . . 2x +sinx
lim (x —Inz) (h) lim (—2 — —) (i) lim ———
z—+00 A T z—+o00 20 — SIN X
. sinax 0 . acosazx a
lim — =(-=-]=1lim =
z—0 sin bx <0> z—0 bcos bx

1 1
= lim

+ya) ezt a  2/a

T—a T —a

b
lim Y= VA <9> = lim @_

s

—)zlim Vo —ya = lim 7\/—_\/520
0) T a et e e\ VitV

lim

r—=a /T — a

M:<0

1
. Xz 0.9} . 2 . xz
lim i = (—) = lim # = lim £ = 00
z——+oo lnx o0 T—4-00 = r—4oco 2
. xlOO OO\ 100 mal de 'Hospital . 100!
fm oo = (5 = lim 5 o100g00ts = 0
z—+oo eVVT 00 z—+o0 (,01100eY:01
1
. Inx 00 . = . 1
lim = (—> = lim £ = lim —=0
r—+oo et o0 T—+o00 et T—+o0o et
. . Inx . 1
lim (x—Inz)= lim m<1—— = lim z({1——-) =00
2—+00 z—+00 x T—+00 x
) e2:1: e® ) e” e”
lim (——-—]= lim —(—-1)=(c0-00)=00
r—+o00 \ T T r—+00 T x
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

2 i 9 4 sinz 9
(i) lim m = lim - —
z—+oo 2 —sinx  z—+oo 2 — % 9

9. Schreibe das Ergebnis in der Gleitkommadarstellung, d.h. in der Form
a-10" mit 1<a<10 und neZ.

() z=e™ () y=e () z=9"
01000 _ 10% — 10%34:29448 _ 1(0,29448 1434 _ 1,97 - 10434

8
I

Lésung:
3125

(a)
(b) y = ¢5° = 10”0 — 10 1357,170256 _ 10820744 1j—1358 _ ¢ 74, 11358
)

9 .
(C 5= 99 _ 10387420489 lg9 _ 10369 693099+0,6 4. 10369 693 099

10. Eigenschaften der Logarithmusfunktion

Logarithmusfunktionen sind Funktionen der Form f(z) = log, z mit € ..........

und b € .......... d.h. die Logarithmusfunktion ist nur fiir .........................

definiert: D = .............

... x-Werte

(a) log, x ist diejenige reelle Zahl, mit der man b potenzieren muss, um z zu erhalten.
Damit ist die Logarithmusfunktion die Umkehrfunktion der Exponentialfunkti-

on.

Also gilt fiir den Wertebereich: W = .............

(b) Die Graphen der Logarithmusfunktionen f(z) = log,x mit b > 0 gehen alle

durch die Punkte Py = (....;....) und Py = (... ....).
(c) Die Graphen der Logarithmusfunktionen f(z) = log, x
o mit ............... sind streng monoton ............... ;
e mit ...oooovnnnnn. sind streng monoton fallend.

(d) Der Graph der Logarithmusfunktion f(z) = log, x mit b > 0 hat die
als Asymptote.
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3. Die natiirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

A

y
4 =
y=X

2
X
o

-4 -2 2 4
-2

Zeichne hier die Graphen von f(z) = 2% und g(z) = log, =
(e) Fiir das Rechnen mit Logarithmen gelten die folgenden Regeln (u,v,a > 0; a #

1):

(f) Beispiele fiir Anwendungen der Logarithmusfunktion in der Realitdt sind:

(g) Was ich sonst noch wichtig finde:
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3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

11. Mathe-Quiz I. selbstgemacht!

Lésung:

Was ist der Unterschied zwischen absolutem und relativem Zuwachs?

Was ist der Unterschied zwischen dem Wachstumsfaktor und dem Zerfallsfaktor?
Wie wird der relative Zuwachs in der Regel angegeben?

Erkldare den Begriff Halbwertszeit.

Was bedeutet dquidistant?

Was sind Logarithmen?

Wie nennt man die Zahl y in dem Term x¥?

Wie nennt man in dem Ausdruck log, z die Zahl z7

Nenne je einen anderen Begriff fiir die Grundzahl und fiir die Hochzahl einer
Potenz.

Wie schreibt man kurz fiir log,, 7
Schreibe 2% = 16 als Logarithmengleichung.
Gib die Formel fiir relativen Zuwachs an.
Bestimme z in z = log, 64.

Bestimme z in x = logs 625.

Bestimme z in z = logs 81.

Quelle: mathematik lehren (2001), H. 106, S. 55-57

(a

)

Beim absoluten Zuwachs wird die Differenz gebildet, beim relativen Zuwachs der Quo-
tient.

Der Wachstumsfaktor ¢ ist grofier als 1; fiir den Zerfallsfaktor gilt: 0 < g < 1
In Prozent.

Die Halbwertszeit gibt an, in welchem Zeitraum sich bei einem Zerfallsprozess die
Substanz jeweils um die Hélfte verringert.

Aquidistant bedeutet den gleichen Abstand habend.

Der Logarithmus a einer Grundzahl b ist die Hochzahl k, mit der man b potenzieren
muss, um a zu erhalten.

Hochzahl oder Exponent
Numerus

Grundzahl = Basis; Hochzahl = Exponent

lgx

logy 16 = =

r=q—1= —va/tl 1= L?}{Wi
=06
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Losung:

3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

8
Il

8
Il

Wie berechnet man den absoluten Zuwachs?
Wie bildet man die Differenz beim absoluten Zuwachs?
Was gibt die Differenz d beim absoluten Zuwachs an?
Wie bildet man den Quotienten beim relativen Zuwachs?
Was gibt der Quotient beim relativen Zuwachs an?
Welcher Zuwachs wird mit der Formel d = W; — W;_; ausgerechnet?
Nenne je ein Beispiel aus der Natur fiir relativen und absoluten Zuwachs.
Nenne die ZinseszinsFormel zur Berechnung des Endkapitals nach n Jahren.
Definiere den Wachstumsfaktor ¢
i. bei der Zinsrechnung
ii. allgemein bei Wachstumsvorgingen.
Wie wird eine Potenz potenziert?
Nenne drei Eigenschaften der Logarithmusfunktion.
Nenne drei Eigenschaften der Exponentialfunktion.
Der Graph welcher Funktion schneidet nie die z-Achse?
Welchen Punkt haben die Graphen aller Exponentialfunktionen gemeinsam?

Welchen Punkt haben die Graphen aller Logarithmusfunktionen gemeinsam?

d=Wi1—-W;
d=Wi1—-W;
Die Differenz d gibt an, um wie viel der neue Wert gegeniiber dem vorhergehenden

Wert in der entsprechenden Zeiteinheit gestiegen ist.
Die Differenz d gibt den (regelméfligen) Zuwachs pro Zeiteinheit an.

q= —Wﬁ/j

Der Quotient ¢ gibt an, auf welchen Anteil des vorausgegangenen Wertes der neue
Wert angestiegen (bzw. gesunken) ist.

Der absolute Zuwachs

i. Wachstum einer Bakterienkultur - radioaktiver Zerfall - Abbau eines Pflanzen-
schutzmittels - Verwesung eines abgestorbenen Organismus

ii. Zinsen ohne Zinseszins - Fiillen bei gleichméfliger Fliefgeschwindigkeit
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(i)

3. Die nattirliche Exponential- und Logarithmusfunktion

i. Zinsfaktor ¢ = 1 + 155 mit Zinssatz p

ii. Wachstumsfaktor g: f(t +h) =q- f(t) bzw. ¢ = f(;(t)h)
Indem man die beiden Hochzahlen multipliziert. (a*)¥ = o™V

Alle Graphen gehen durch (1]0) - monoton steigend fiir a > 1 - monoton fallend fiir
0 < a <1 - y-Achse ist Asymptote

Wertebereich ist R fiir alle a € RT - alle Graphen durch (0|1) - monoton steigend fiir
a>1

Der Graph der Exponentialfunktion
P(0[1)
P(1]0)
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4. Verhalten von Exponential- und
Logarithmusfunktionen

1. Gegeben ist die Funktion fi(z) = ( +1)-e"* fiir 2 € R und t > 0.

(a) Untersuchen Sie die Funktion f; auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
und das Verhalten fiir z — oo.

(b) Weisen Sie nach, dass der Graph der Funktion ein Maximum und einen Wende-
punkt hat und geben Sie die Koordianten des Extremums an.

(c¢) Fiir welchen Wert von ¢ ist das Maximum der Funktion am niedrigsten?
) (0le"), (—=t]0), limy—y0o = 0.
(b) Max (1 —¢t[3 e*~!), Wendepunkt bei z =2 — ¢

) t

(c

Lésung: (a

2. Gegeben ist die Funktion f,(z) = In(a + e @9%), ¢ >0, D = R.
(a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von f mit der y-Achse und untersuchen Sie
das Verhalten an den Réndern der Definitionsmenge.
(b) Zeige, dass der Graph der Funktion achsensymmetrisch zu = = a ist.

(c) Bestimmen Sie die Koordinaten des Extremums und geben Sie die Ortskurve
g(z) der Extrema an.

(d) Zeichnen Sie die Ortskurve der Extrema und skizzieren Sie den Graphen von f;
(ILE = 2cm).

(e) In der Umgebung des Maximums ldsst sich die Funktion f; durch eine Pa-
rabel anndhern, die den Graph von f; beriihrt und im Maximum die gleiche
Kriimmung hat. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel. Verwende dabei

r=-1
Lésung: (a) Y(0|In(a + =), limy_ 100 = Ina
(b) fla+2') = fla—2')

d

)
) f
(¢) Mazx(alln(a + 1)), Ortkurve: g(z) = In(z + 1)
(d)
() plx) = —3(x — 1) +1n2
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4. Verhalten von Exponential- und Logarithmusfunktionen

3. Untersuche folgende Funktionen auf Monotonie:
(a) f(z) =22°—32"—362+3 (b) g(z) =x+sinx (¢) h(xr) =e"sinzx
Lésung: (a) f'(x) = 62% — 62 — 36 = 6(x? — x — 6) mit NS bei 217 = —2 und 15 = 3. Da der Graf

von f eine nach oben gedffnete Parabel ist, gilt

f'(z) >0 (f streng steigend) fiir —co<xz<—2oder3<z<oo
f'(z) <0 (f streng fallend) fir —2<x<3

(b) ¢'(z) =1+ cosz = 0 fiir alle x und nur isolierte NS von ¢ =
f streng steigend in R.

(¢) W(x) = e *(cosz — sinz). Wegen e > 0 ist das Vorzeichen von h/(x) gleich dem
Vorzeichen von cosx — sin x:

h'(x) > 0 <= cosx — sinx > 0 <= cosx > sinx

3
streng steigend <= h'(z) >0 <= —% +2kr <z < Zﬂ + 2km mit k € Z
, 37 s .
streng fallend <= h'(z) <0 <= Z+2k<x<z+2kw mit k € Z

4. Untersuche die Funktion f mit

fz) = Dy =R
auf Symmetrie, Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie und Ex-

tremwerte. Zeichne den Grafen von f im Intervall [—1;6].

Lésung: FEinzige Nullstelle bei x¢g = 0.
lim f(z)= (2> = +00

T——00 0+

lim f(x):(§>: lim 20 :<§): lim 2 =0"

z5+oo 00 z—+oo e~ 1
flo) =a?-e®

fl(x) = 2ze! ™" — 2%e!7% = (2 — 2)e!™®

f(x) =2e17% — 2ze!™% — 2z} 7% 4 2% = (2 — 4z + 2?)e!®

() = =27 — 4" 4 dae! T 4 220! T — 2% = (=22 + 62 — 6)e!
f(x)=0 = z211=0, 2120=2, f'(2)=0 = 19 =22, 23 =2+V2

Da der Graf von z(2 — x) eine nach unten gedffnete Parabel ist, folgt
flx)y<0firz<Oundz>2, f(2) >0fir0<z<2 =

f streng fallend in | — 0o; 0] und |2; +o0], f streng steigend in ]0;2[ —

)

Tiefpunkt bei T (0]0) und Hochpunkt bei T <2
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D.

Lésung:

4. Verhalten von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Y
5
4
3
2
H
1
—1 T 1 2 3 4 5 6,
Untersuche die Funktion f mit
20lnz
f#) = —3— Dy=R"

auf Nullstellen, Verhalten an den Réndern von Dy, Monotonie und Extremwerte.
Zeichne die Grafen von f und f’ im Intervall [0,9; 6] in ein Diagramm. Veranschau-
liche die Zusammenhénge zwischen den Nullstellen der Ableitungsfunktion und den
besonderen Stellen im Grafen von f.

Einzige Nullstelle bei zg = 1.

. —0o0
g f@) = (0—+> =

lim f(z)= (=)= 1 A (R
201 —2Inx
) = 2200

f@)=0 = zo=ve, fll2)>0 = z<,e =

f streng steigend in ]0; /e[ und f streng fallend in |\/e; +o00[ =

10

Hochpunkt bei H <\/é —) ~ H (1,65|3,68)
e
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4. Verhalten von Exponential- und Logarithmusfunktionen

Y4

6. Wir betrachten die Funktionenschar f, mit

Lésung:

(a)

2
fulz) = ‘”;: . D; =RundacR\ {0}).

Bestimme in Anhéngigkeit des Scharparameters a die Nullstellen von f, und
das Verhalten von f, fiir x — Fo00.

Zeige, dass alle Grafen der Funktionenschar genau einen Punkt gemeinsam ha-
ben und gib seine Koordinaten an.

Bestimme die Koordinaten der lokalen Extrema der Funktionenschar in Abhéng-
igkeit von a.

Zeichne die Grafen der Funktionen fy5, f2, fao und f_4 in ein geeignetes Koordi-
natensystem. Stelle vorher die Nullstellen und die Koordinaten der Extremwerte
in einer Tabelle zusammen.

Unter welchem spitzen Winkel « schneiden sich die Grafen der beiden Funktio-
nen fos und fop?

Auf welcher Kurve y = g(z) liegen die Extremwerte der Scharfunktionen? Zeich-
ne sie in das schon bestehende Koordinatensystem ein.

2

(a) Nullstellen: z49 = —=
a

i fo) = (“EGE) = sania) o0

T——00 0+
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4. Verhalten von Exponential- und Logarithmusfunktionen

lm f(z) = (M) ~fm % (L) ot
T—+00 +00 z—+oo 2e% 400

falx) = folx) = ar=br = (a—bz=0 = x=0(a#Db)

Der gemeinsame Punkt aller Grafen ist also (0[1).

, —ar+a—2
o) =~ L2
a—2 2 a 2-—a
f(;(.%')zo =  Tal = :1_57 fa(xal)zie N
-2 -2
f(;(x)>0<:>x<a fir a > 0 oder z > - fiir a < 0.

a>0 = fsteigend in ] — oo; “=2[ und fallend in |%=2;00[ =

g 2aa>

Hochpunkt bei H < -

—2

a<0 = ffallend in ] — oo; “=2[ und steigend in |%=2;00] =
Tiefpunkt bei H (T %62 a)
a 0,5 P 20 —4
L a0 —4 -1 —0,1 0,5
Lal —3 0 0,9 1,5
e’ 10 2
f(wa1) T2 1| 55407 | -5~ —0,446
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4. Verhalten von Exponential- und Logarithmusfunktionen

/ f20

-5 T -3 —2 1 /

/ %%

(e) f§5(0)=—0,75=tana = a=—3687"
fio(0)=9=tan = B =83,66°

Schnittwinkel: ¢ = 180° — (8 + |a|) = 59,47°

2 a 1
() o a 2 1—-ux u

T\ﬁﬂ
|
]
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Teil 1.

Anwendungen der Differentialrechnung
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5. Extremwertaufgaben

1. Ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Ba- C
sisldnge 2z und den Schenkelldngen b wird aus ei- . .
nem Draht der Lange L gebogen, d.h. 2x+2b = L. h
A T B

(a) Beweise fiir die Dreiecksfliche A die Beziehung
L
A(z) = gv Lx? — 423

(b) Berechne = = x so, dass A(zg) die maximale Dreiecksfliche ist. Untersuche,
um welches besondere Dreieck es sich im Fall x = x7 handelt.

(c) Driicke die maximale Flache A(xg) durch L aus und vereinfache so weit wie
moglich.

i L L 2 1.2
Lisung: (a)b:E—x — h=Vb-—22= 5 —2? = Z—Lx

A(:U):%Qac-h:x £(L—4£U):g\/ZUz(L—le):\/TE\/LxQ—ZL’E?’

4

(b) A(z) ist maximal, wenn der Radikand f(r) = Lx? — 423 maximal ist.

f'(z) = 2L — 122% = 22(L — 6x)

L
f(z)=0 = xleoder:Q:g

f(z) =2L — 242 =

24L
f"(z1) = 2L > 0 (Minimum), ' (x0) = 2L — - = —2L < 0 (Maximum)

Also: g = s

L L L L
3" 5°3 und 2z = 3 d.h. das Dreieck ist gleichseitig.

Aus z = x¢ folgt b = 3

()

VL VL
A(zg) = 5 Lz3 — 4z} = - z3(L — 4xp) =

L2, AL\ _VL L L _ L* V3.,
2 6 /) 2 6V3 123 36
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5. Extremwertaufgaben

2. Fiir den Bauherrn einer kleinen Fabrikhalle stellt sich die Frage nach der Wirt-
schaftlichkeit einer Wéarmeddmmung. Die gesamte zu isolierende AuBenfliche ist
A =500m?, der Quadratmeterpreis einer Ddmmplatte der Dicke 1 cm wird mit

€

m? - cm

a=0,_8

angegeben, das Verlegen von einem Quadratmeter kostet 50 €. Weil der Gesamtpreis
fiir die Ddmmung iiber einen Kredit finanziert wird, muss dieser Preis noch mit
1,5 Multipliziert werden um die gesamten anfallenden Kosten fiir die Dammung zu
erhalten. Wenn die ganze Flache A mit einer Ddmmung der Dicke d = x cm versehen
ist, betrigt der Energieverlust pro m? Auflenfliiche und pro Jahr

AW I5; kWh
T A7 é e mit [ 00

m?-a

Die Halle soll At = 20a lang genutzt und mit Ol beheizt werden. Ein Liter Heizol
liefert die Energie 10kWh und soll 1,20€ kosten (Mittelwert fiir die nachsten 20
Jahre). Mit k(z) bezeichnen wir den Term fiir die gesamten Energickosten in den
zwanzig Jahren (Warmeddmmung plus Heizkosten).

(a) Beweise mit begriindeten Ansétzen:

r
1
3+

k(z) =p+ qr + mit p=37500€, ¢=G600€, r=120000€

[N

(b) Berechne die Dicke 2y der Dammung, fiir die k(z) minimal wird. Rechne bis
zum Ergebnis mit den allgemeinen Gréfien p, g und r.

(c) Die Dadmmplatten gibt es nur in geradzahligen Werten von x. Ermittle die
giinstigste existierende Dammstérke z;. Um wieviel Prozent ist k(z;) kleiner
als die Gesamtkosten £(0) ohne Dammung?

Lésung: (a) Preis fiir die Dimmung: ki (x) = 50 % A 154+a-z-A-15=37500€ +600€ - x

Olmenge in Litern: m = AW = BAAL 1 — 10°1
& " 10kWh  10kWh 14z lgz
2 € 12 €
Olpreis: ko(z) =m 12— = ?()& —
g +3
120000 €
k(z) = ki(z) + ko(z) = 37500€ + 600€ -z + ———
3T 2
(b) Umformen von k: k(z) =p+ gz + 5 +T3x
6r -3 2 1 [18r 2 2r
k/ e —7:0 fr— e :——+— - = —— N
(@) =4~ gy T ET3O3Y 37V
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5. Extremwertaufgaben

9 [2-120000€ 2 1
= —— — = = — = 20:19—
T0= "3\ T ho0e 3" 3

(c) k(18) = 61157,14€, k(20) = 61112,90 €, k(0) = 397 500,00 €

k(2
% =0,1564 =154% = um 84,6% kleiner

3. Der letzte Weg des Béaren Bruno wird durch die Funktion f mit der Gleichung f(x) =

1
— und Dy = RT beschrieben.
x

(a) Zeichnen Sie den Grafen von f mit der Einheit 5cm im a-Intervall [0,8;2].

(b) Der Bar wandert geméchlich von links nach rechts auf dem Grafen von f. Im
Ursprung O des Koordinatensystems sitzt ein feiger Jaga, der Bruno genau
dann erlegt, wenn er von ihm die kleinste Entfernung hat. Driicken Sie die
Entfernung s zwischen dem Béren und dem Schiitzen durch die z-Koordinate
des Béren aus und berechnen Sie die Koordinaten von Brunos Schicksalsort
B (z0|yo). Nachweis nicht vergessen, dass es sich tatsdchlich um ein Minimum
handelt!

(c) Wie lang ist die tatsiichliche Schussweite so = OB, wenn der in (a) gezeichnete
Weg einer Karte im Maf3stab 1:2000 entspricht?

Lésung: (a) vy (b) s(z)=+a?+ flz)? = \ z? + %

/ 1
P PSS ‘ s'(xo) = —  zp =26 ~1,122
: yo = f(wo) = 277 ~0,7937
1 lim s(z) =4+ocound lim s(z) =400
% ! r—0+ T—r+00
% und nur eine Nullstelle von s =
relatives Minimum bei B (z¢|yo)

V328
2

O + + + + :1LX01 + + + 12X (C) SO: x(%—"_ygz

~ 1,375

In der Zeichnung hat sg die Lénge 5 - 1,375cm = 6,875cm, in der Wirklichkeit also
2000 - 6,875 cm = 137,5m.

4. Die Lichtgeschwindigkeit fiir verschiedene Medien betrégt =, wobei ¢ = 3,0- 108% die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n die Brechungszahl des Mediums ist. Zeigen
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5. Extremwertaufgaben

Sie, dass die Aussage ,das Licht nimmt den Weg mit der minimalen Laufzeit* dqui-
valent zu folgenden Gesetzen der geometrischen Optik ist:

(a) (b)
52
Y2

xr1

x2

s1 52
Y2

a
1 1

S1

1 2

(a) Bei der Reflexion von Licht ist der Einfallswinkel gleich dem Reflexionswinkel.

(b) Bei der Brechung von Licht an Grenzflichen gilt e S Y
S11 (o nq

_s1ts2 Val +yi +V (0 —21)? + 93

Lésung: (a) t

c c
dt T T9 sin ap — sin ag
0=—=— - " =—"" "= 1] = a9
dri  e¢s1 eso c
(b) 1 = sim | sany niy/ 3+ y? L™ (l—21)2+y3
c c c c

dt nixry  N9Ts nisin o — no sin ay ni sin oy

dxq cSq cS9 c ng  sinog

5. Die optimale Dose

(a) Aus Metall soll eine zylindrische Dose mit einem vorgegebenem Volumen V
hergestellt werden. Fiir welchen Radius ist der Materialverbrauch minimal?
Fiir die Rechnung soll der Materialverbrauch fiir Falze unberiicksichtigt bleiben.

(b) Aus Metall soll eine zylindrische Dose mit einer vorgegebenen Oberfliche A
hergestellt. Fiir welchen Radius ist das Volumen maximal?
Léosung: (a) V =7r?th = h(r) = % = A(r) =2 + %
Ar)y=0&r= f/%.

Da A(0) = co und lim A(r) = oo handelt es sich hierbei um ein Minimum.
T—00

b)) A=2rr(r4+h)=>h(r) =4 —r=V(r) = %Ar—r37r

 2rm
Vi =0sr=,/4

67"
Aus einer Grenzwertbetrachtung von V(r) schliefit man auf ein Maximum.
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Lésung:

Lésung:

Lisung:

Lésung:

5. Extremwertaufgaben

Zerlegen Sie 15 so in eine Summe, dass das Produkt maximal ist.

pla)=z(15-2)=p(r)=15-22=0&2="75
Maximum, da der Graph von p(z) eine nach unten getffnete Parabel ist.

Aus einem Draht der Léange 120 cm wird das Kantenmodell eines Quaders hergestell.
Die Seite b ist doppelt so lang wie die Seite c. Wie grofl muss die Léange der Seite ¢
gewdhlt werden, damit das Volumen des Quaders maximal wird.

b=2c,a=30—-3c=V(c)=(30—-3c)-2c-c

V'(c) =120c — 182 =0 < ¢; = 0,c0 = 2 =6
Maximum, da V'(6) > 0 und V'(7) < 0.

wino

. Aus einem quadratischem Stiick Karton der Seitenldnge 1 m soll eine quaderférmige

Schachtel (ohne Deckfliche) mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch z aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benétigte Flache unberticksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe z ist das Volumen der Schachtel maximal?
(c) Geben Sie das maximale Volumen der Schachtel an.
(a) V(x) = z(1lm — 22)? = Im%x — 4ma? + 423

)V

(b) V'(z) = 1m? — 8mz + 122° = 0 < x1 = $m oder x5 = $m
V(0)=V(im)=0.
V"(z) = —8m + 24z = V" (3m) = —4m < 0 =

Maximum bei x9 = %m.

(c) V(gm) = Fm®

. Aus einem quadratischem Stiick Karton der Seitenldnge a soll eine quaderférmige

Schachtel (ohne Deckfliche) mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch z aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benotigte Flache unberiicksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe z ist das Volumen der Schachtel maximal?
(c) Geben Sie das maximale Volumen der Schachtel an.
(a) V(z) = z(a — 22)? = a’x — 4az?® + 423

)V
(b) V'(z) = a® — 8az + 1222 = 0 & 1 = Ja oder 23 = $a
V(0) = V(3a) =0.
V'(z) = —8a+ 24z = V"(ta) = —4a < 0 =
Maximum bei x9 = %a.

(c) V(ga) = Fa®
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5. Extremwertaufgaben

10. Aus einem rechteckigem Stiick Karton der Seitenlédngen a und b soll eine quaderférmi-
ge Schachtel mit der Hohe x hergestellt werden.

(a) Driicken Sie das Volumen der Schachtel durch x aus. Bei der Rechnung soll die
fiir Klebelaschen benétigte Flache unberticksichtigt bleiben.

(b) Fiir welche Hohe x ist das Volumen der Schachtel maximal?

Léosung: (a) V(x) = z(a — 2z)(b — 2z) = abx — 2(a + b)z? + 423
(b) V'(z) =1222 —4(a +b)xr +ab=0 =
xr] = %(a—i—b—i—\/M) oder zo = %(a—i—b—\/M)
V' (x) = —4(a +b) + 24z =
V"(x1) = 4Va? + b> — ab > 0 = Minimum bei x1
V"(z3) = —4va? + b? — ab < 0 = Maximum bei z5.

11. Die Punkte (z|f(z)) auf dem Graphen der Funktion f(z) = x*—22?+1 erzeugen mit
den Punkten X(z[0), Y(0|f(x)) und dem Koordinatenursprung O(0[0) ein Rechteck

der Fliche A(x).
(a) Berechnen Sie die Punkte des Graphen der Funktion f(z) mit waagrechter Tan-
gente.
(b) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) und zeichnen Sie fiir einen Punkt
das zugehorige Rechteck ein.
(¢) Geben Sie die Koordinaten des Punktes P an, bei dem die Fldche des Rechtecks
maximal ist.

Lésung: (a) f'(z) = 42 —dx =0= 12, =0, Tos3 = £1

(c) A(z) = (z- f(z)) =52 — 622 +1=0=
T1/2 = 756136 —20) = 5(6 £4) = 21 =1, 22 = 1/5.
(z) = 2023 — 12x,
A"(1) > 0, also Minimum.
(%) = —%\/5 < 0, also Maximum. Also: P( %\/5|0,64)

12. In einen Kreis mit Radius 2 um den Koordinatenursprung (0[0) soll ein Trapez mit
moglichst grofler Fléache einbeschrieben werden. Zwei Punkte des Trapezes liegen auf

der x-Achse.
(a) Driicken Sie die Koordinaten der vier Ecken des Trapezes in Polarkoordinaten

aus.

(b) Geben Sie einen Term zur Berechnung der Fliche des Trapezes an.
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Lésung:

13.

Lisung:

5. Extremwertaufgaben

(c¢) Berechnen Sie die Fléche fiir ¢ = 30°,45°,60° und 90° (¢ ist der Winkel zwischen
der z-Achse und der rechten oberen Trapezecke).

(d) Fiir welchen Winkel ¢ ist die Flidche des Trapezes maximal?
(a) P(2]0), Q(rcosp|rsinp), R(—rcosp|rsinp), S(—2/0)
(b) A(p) =4(1 + cosy)singp, ¢ € [0;90°]

) A(30°) = 3,732, A(45°) = 4,828, A(60°) = 5,196, A(90°) = 4

)

A'(p) = 4(cosp+ cos? p — sin? p) = 4(cos ¢ + cos(2¢p))
= 8-cos(3¢p) cos(2p) =0=¢=060°

Betrachten Sie ein Dreieck mit den Ecken A(—alb), B(a|b) und C(0|1), dessen Ecken
auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt M(0|0) und Radius 1 liegen (a > 0).

(a) Zeichnen Sie die Dreiecke fiir a = 0,2; 0,5; 0,7 (1 = 5cm).

(b) Berechnen Sie allgemein die Fldche A(p) des Dreiecks. Verwenden Sie zur Be-
schreibung den Winkel ¢ zwischen MB und der z-Achse (¢ < 0, wenn B oberhalb
der z-Achse).

(c¢) Fiir welchen Winkel ist die Fldche des Dreiecks maximal?
TIP: Verwenden Sie cos? ¢ = 1 — sin® ¢ und den Satz von Vieta!

(a)
(b) A(p) = cosg - (1+sing), @ € [~90° 90°]
(c) A'(p) = —sing-(1+sing)+cos?yp &
= —sinp—sin?p+1—sin?¢p
= 1—sing—2sin?p = (1 — 2sinp)(1 +sinp) =0
1. Fall: sinp = —1. Fiir sinp = —1 folgt A(p) = 0, also kein Maximum!
2. Fall: sinp = § (& ¢ = 30°!).
Bei ¢ = 30° liegt ein Maximum vor, da A(0°) = 1, A(90°) = 0 und A(30°) = 23 ~
1,299.

14. Aus einem Baumstamm mit kreisformiger Querschnittsfliche (Durchmesser d, Lénge

Lésung:

[) soll ein Balken (Breite b, Hohe h, Lange 1)
(a) mit maximalem Volumen herausgeschnitten werden. Welcher Prozentsatz des

Balkens wird genutzt?

(b) mit maximaler Tragfihigkeit herausgeschnitten werden. Die Tragfiahigkeit eines
Balkens ist proportional zu bh?. Welcher Prozentsatz des Balkens wird genutzt?

(a) B> +h? = d?> = V(b) = b-+/d?— b2 1. Da das Volumen immer positiv ist, ist V(b)
genau dann maximal, wenn V?2(b) = b% - (d? — b?) - [?> maximal ist = b = %d. = 64%
des Baumes werden genutzt.

(b) bh? =b - (d? — b?) ist maximal, wenn b = %d = 60% des Baumes werden genutzt.
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5. Extremwertaufgaben

15. Mit dem Tropfchenmodell zur Beschreibung eines Atomkerns 148t sich die Bindungs-
energie des Kerns in Abhéngigkeit von der Neutronenzahl N und der Protonenzahl
Z berechnen. Fiir die Bindungsenergie erhélt man:

(A—27)

Z2
W(Z,N) = (m,Z +m,N) 02—68A+65A2/3+5E+?7 1
3

(a) Geben Sie die Bindungsenergie fiir feste Nukleonenzahl A = Z 4+ N an.

(b) Fiir welche Protonenzahl ist bei fester Nukleonenzahl A die Bindungsenergie
mininal? Verwenden Sie dazu o = (m,, — m,) ¢ = 0,78 MeV, 3 = 0,639 MeV
und 7 = 21,7 MeV.

(c) Vergleichen Sie das in (b) erhaltene Ergebnis mit der einfachen Annahme, dass
sich in einem Atomkern etwa gleich viele Protonen und Neutronen befinden.

Lésung: (a) W(Z) = (mp — my)*Z + myuAc® — 6eA + 6eA5 + Bj—i + 777(’4_/212)2
3
(b) W'(2) = —a+2 (% +5) -4

minimale Bindungsenergie fiir

A 1+ A 1+9-1073

2 14+ £45 2 1474103 A%

(c) Fiir kleine A erhilt man etwa gleich viele Neutronen und Protonen. Je grofler A ist,
umso mehr weicht die Protonenzahl von g ab (kleiner).

TIP: Z(A) und é mit Funktionsplotprogramm zeichnen!

16. Schwerpunkt einer Limonadendose
(a) Wo liegt der Schwerpunkt einer vollen und einer leeren Dose?

(b) Bis zu welcher Héhe muss man die Dose austrinken, damit der Schwerpunkt
moglichst niedrig liegt und daher die Dose am besten stehen bleibt.

(c) Welcher Wert ergibt sich fiir die Schwerpunktshohe, wenn die Dose eine Hohe
von 16 cm und eine Masse von 100 g hat. Die ganze Limonade soll eine Masse

von 500 g haben.
Losung: (a) Schwerpunkt jeweils bei & (H: Dosenhéhe)

(b)
S(h) B mD% —i—mL%% _ mDH2 —|—mLh2

S'(h) =0 < mph?+2mpHh —mpH? =0 <
h=_-L <—mDH:|:H\/mD(mD +mL)>
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17.

Lésung:

18.

Losung:

19.

5. Extremwertaufgaben

Da der Term unter der Wurzel grofer als mp ist und fiir h nur positive Werte sinnvoll
sind, folgt

1
h = m—L <—mDH+H\/mD(mD —i—mL))

(c) h=0,28080H = 4,6 cm

Bauen Kinder aus Sand zylindrische Tiirme, sinken diese ab einer gewissen Hohe in
sich zusammen. Dabei rutscht der obere Teil fast immer langs einer schrigen Fléche,
die um 45° gegen die Horizontale geneigt ist nach unten. Wie 1483t sich dies erklédren?
Nehmen Sie dazu an, dass fiir das Abrutschen eine gewisse Schubspannung

_ Kraft parallel zur Fléche F),
7= Abrutschfliche A

erreicht werden muss.

Bei einem zylindrischen Turm ist eine Querschnittsfliche, die um den Winkel ¢ gegen die

2

Horizontale geneigt ist eine Ellipse mit der Fliche _— 5 Die Kraft parallel zur Fliache betragt
Fysin ¢ (Fp ist die Gewichtskraft des abrutschenden Teils).

=0 = %sinqﬁcosqﬁ

o ist bei festem Fy und r2r fiir den Winkel ¢ = 45° maximal.

(a) Wann wird das Produkt zweier Zahlen mit konstanter Summe maximal?
(

b) Wann wird die Summe zweier Zahlen mit konstantem Produkt minimal?

(a) a+b=c=konst = a-b=ac—a’®= f(a)
1. Lésungsweg: f'(a) =c—2a=0=>a = 3¢, f"(a) =-2<0
Also: Produkt maximal fiir a = %c
2. Losungsweg: f(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel = f(a) maximal am Schei-
tel (3c/%c?)

(b) a-b:c:konst:>a—|—b:a+fzf(a)
a
Fla)=1-5=0=a=+/, f'(a) =2
1. Fall: ¢ > 0, d. h. @ und b haben gleiches Vorzeichen.
Fiir a,b > 0 ist f”(a) > 0 und damit erhélt man fiir a = b = /¢ ein Minimum. Fiir
a,b < 0ist f”(a) < 0 und damit erhélt man fiir a = b = —/c ein Maximum.

2. Fall: ¢ < 0 = f’(a) > 1, also kein Extremum.

Legen Sie die Punkte M und N auf den Schenkeln eines Winkels o mit Scheitel S so
fest, dass bei konstanter Fliache des Dreiecks A SMN die Lange MN minimal ist.
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Losung:

20.

Losung:

21.

Losung:

22.

Lésung:

23.

5. Extremwertaufgaben

— — 1
Mitm:SM>0undn:SN>Of01gtAzimnsina:>

2A 24
mn = und m =
sin o nsin o
_ 4A? 4A
MNQ:m2+n2—2mncosa:2_72+n2— :f(n)
n?sin” o tan

, . 4A? 2A 2A
fln)=0e=n"=——=n=/—m :
S1” Sl & S ¢«

Wie muss man einen Stab der Léange [ in zwei Stiicke zerbrechen, damit das aus den
Teilstiicken gebildete Dreieck maximale Fldche hat?

I = a+b. Die Dreiecksflache A = absin « ist bei festem a und b maximal, wenn die Teilstiicke
einen Winkel von 90° einschlieBen. = A(a) = ab = al — a?

1. Losungsweg: A'(a) =1—2a=0=a = 11, A"(a) = —2 < 0, also Maximum fiira = b = 3!
2. Losungsweg: A(a) ist eine nach unten gedffnete Parabel. Damit wird das Maximum am
Scheitel (3{|41?) angenommen.

3. Losungsweg: Das Produkt zweier Zahlen mit konstanter Summe ist maximal, wenn die
zwei Zahlen gleich grof} sind.

Aus einem rechteckigen Stiick Karton mit Seitenldingen 8cm und 5cm werden an
den Ecken kongruente Quadrate herausgeschnitten. Biegt man die Randstiicke hoch,
erhélt man eine quaderférmige, oben offene Schachtel. Wie lang muss man die Qua-
dratseite wéhlen, damit der Inhalt der Dose moglichst grofl wird.

V(z)=z-(8—2x)(5—2z) = 42> — 2622 + 40z =
V/(z) = 122% — 522 + 40 = 0 fiir 21 = 33,25 = 1
V"(3%) > 0, also Minimum bei z; = 3%

V"(1) < 0, also Maximum bei zo = 1

In welchem Rechteck mit gegebenem Fldcheninhalt A hat die Diagonale minimale
Lange?

2
Seitenléingen des Rechtecks: a, b = A = ab = d*(a) = a* + —
a

Minimum von d? bei (v/'A,2A) = Minimum fiir a = b = v/A, d.h. Quadrat

Welcher Punkt des Graphen der Funktion f(z) = 1/1+ 222 hat vom Punkt P(0|3)

minimalen Abstand?
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5. Extremwertaufgaben

2
d(z) = J <3—,/1+%x2> +(0—2)

gibt den Abstand eines Punktes A(z|f(x)) von P an. d(x)? und damit auch d(z) (da
d(xz) > 0) hat nur ein Minimum bei P(0|1).

Lésung:

24. Beweisen Sie, dass von allen Rechtecken mit gegebener Fliche A das Quadrat den
kleinsten Umfang hat.

Lisung: U(m):2$+ﬁ, Ul'(z) = —E:() — z=y=VA
x

25. Wie muss ein kegelférmiges Sektglas gestaltet werden, damit bei gegebenem Volumen
V' moglichst wenig Material bendtigt wird?
N N 9V2
Lisung: Mantelfliche: A(r) =rsm =/r*n2 + 5
. 4o 9V
A(r) minimal <= g(r) = r" 7° + —— minimal
T

18V?2 3V
"(r)y =4x2r3 — =0 = r=ryg=4{—=
g'(r) 73 0 ™2

54 V2
7“4

q"'(r) =12 m2r? 4 >0 = A hat bei rg ein Minimum.

V
h0:2—:7"0\/§

26. Zwei Kanile mit den Breiten a und b stoflen
rechtwinklig zusammen. Wir suchen die maxima-
le Lange L, die ein Baumstamm haben kann, da-
mit er gerade noch um die Ecke gebracht werden

kann. Wir rechnen mit einem idealisierten Stamm
der Dicke null.

(a) Driicken Sie r = AB = p+ ¢ durch x aus und q
berechnen Sie L.

(b) Berechnen Sie L speziell fiir die Félle a = b,
a < bund b= 2a. - B

(c) Zeichnen Sie r(x) fiir @ = 1 und b = 2. Be-
weisen Sie fiir diesen Fall, dass g(z) = x + 2
eine Asymptote von 7(x) ist.
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5. Extremwertaufgaben

b 3 —ba?
Lésung: (a) r(z) =1+ — a? + 22, r'(z) = ———es
5 @) )= (147)V (@) = s

win
ol

r'(z)=0 = x=x90=a3b

r'(z) < 0 fiir * < 29 und 7'(z) > 0 fiir # > 9 = rel. Min. von r bei zy.

N

L =r(x) = <a% + b%)

(b) a=b = L=2aV2
akb = L=b
b=2a = L~=4]16a

© r) = (14 2) VIFa =@ r 214

o (2 51)] -

1
L+ 2 1 Hosgital lim ($ + 2)2

= f S —

lim [r(z) — (z 4+ 2)] = lim

T—00 T—00

=0

27. An eine Stromquelle mit dem Innenwiderstand R;

wird ein Verbraucher mit dem Widerstand R an- v ~ R
geschlossen. P sei die im Verbraucher umgesetzte Z —
Leistung.
(a) Fiir welche Wahl des Widerstandes R ist P
maximal? Wie grof§ ist das maximale P? R

(b) Zeichnen Sie P(R) fiir U =1V und R; = 1.

R

.. . _ 2 172
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5. Extremwertaufgaben

Ri—R

P(R) =U* ——= =0 R =R
2R—4R; .
P”(R) = U2 . m P”(Ri) <0 - Maximum
U2
PmaX:P i) =
(B) = 1%

28. In einer Gemeinde gilt aus gestalterischen und wérmetechnischen Griinden fiir die
Mafle eines Hauses folgende Verordnung (siche Abbildung):

V sei das Volumen des Hauses (umbauter
Raum ohne Keller) und A die gesamte Ober-
flaiche einschliellich Dach aber ohne die s
Grundfliche. Die Breite z, die Wandho6he
h, die Giebelh6he g und die Linge y miissen

so gewahlt werden, dass h
3 5 Y
g g g - 7 h —= g - T xT

und A bei gegebenem V minimal ist.

(a) Driicken Sie V' durch z und y aus und lésen Sie das Ergebnis nach V' auf.
Driicken Sie s durch z aus und beweisen Sie dann mit einer detaillierten Rech-
nung folgende Beziehung:

13, 40V
- T I
8 13z

(b) Fiir welches z, ausgedriickt durch V', ist die Bauordnung erfiillt? Nachweis der
Art des Extremums nicht vergessen! Berechnen Sie auch das Verhéltnis £ = Y
x

fiir ein Haus, das den Forderungen der Bauordnung geniigt.

(c) Berechnen Sie x, y, h und g fiir ein der Bauordnung geniigendes Haus mit dem
Volumen V = 540,8 m® und zeichnen Sie die Vorderfront des Hauses im Mafstab

1 : 200.
i 13 , 16V 5
Losung: (a)Vzl—ny, Y=13,20 °=3°
oo 13 40V

160V y 13
Al = = 0/ —— k - — = =
@)=0 = =={ 7" 10
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5. Extremwertaufgaben

(¢) x=8m,y=10,4m, h=5m und g = 3m

29. Wir betrachten alle moglichen Quader mit den Kantenléingen z, y und z und dem
konstanten Volumen V. Gesucht ist der Quader mit der kleinsten Oberflache.

(a) Driicken Sie die Oberfliche A eines Quaders durch z, y und V' aus.

(b) A kann als Funktion von x mit dem Parameter y aufgefasst werden, d.h. A =
A, (x). Fiir welches © = z,, ist A,(z) minimal?

(c) Die Funktion F(y) ist definiert durch F(y) = A,(x,). F(y) ist also die Ober-
flache des Quaders mit der Kante y, dessen Oberfldche minimal ist. Den Quader
mit der insgesamt kleinsten Oberflache bei gegebenem Volumen V' findet man
durch Minimieren von F. Um welchen Quader handelt es sich dabei?

Losung: (a) Ay(z) =2 [g;y + % + _}

oL v
O) Ay =2 |y 35| =0 = =2
(© F) = Ayfa) =2 [2V75 + ¥
: YA s
Flyy=2 |- 5|=0 = y=VV

Damit gilt auch v =z, = VV und z = v = V'V, Wiirfel!!
Ty

30. Zerlegen Sie die positive Zahl a so in eine Summe, dass das Produkt der beiden
Summanden maximal wird.

a

Liosung: p(x) =xz(a—2x), pr)=a—-20=0 = z=3
p'(z) = -2<0 == Maximum

31. Warum Lastwagenfahrer so rasen

Die Kosten fiir eine Lastwagenfahrt setzen sich aus den Treibstoffkosten und dem Fah-
rerlohn zusammen. Der Dieselverbrauch pro km ist die Summe aus einem konstanten
Term a (Rollreibung) und einem zum Geschwindigkeitsquadrat proportionalen Term
bv? (Luftwiderstand). Der Fahrerlohn F ist natiirlich zur Fahrzeit ¢ proportional, d.h.
F=ct.

(a) Driicken Sie die Gesamtkosten G fiir eine Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
v iiber die Strecke s durch a, b, ¢, s, v und den Dieselpreis B pro Liter aus.

(b) Fiir welche Geschwindigkeit vy sind die Gesamtkosten minimal?
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Lésung:

32.

Losung:

33.

Lisung:

5. Extremwertaufgaben

(c) Als konkretes Beispiel betrachten wir eine Fahrt iiber s = 100 km mit den Daten

Liter Liter h? €
=0,04 b=12-10"" =80~ und B=2 :
= ’ km® 0 © no Liter
Berechnen Sie vy und den minimalen Gesamtpreis Gy. Zeichnen Sie G(v) im
k
Intervall zwischen 0 und 300 Tm
300 |
(a) G(v) =asB+bsBv®+ ?
(b) G'(v):Qbst—% /
v 7/
1oy 200 | /
G (U) 0 - \\ //
V=7 = 3 € \\ ///
— T V2B N
(c) vo=118,6 kTm 1og
Go = G(UQ) = 109,21€
100 200 300

Skizzieren Sie den ungefihren Verlauf der Funktion f(z) = a — |z|® mit a > 0 und
n € IN. Eine Parallele zur z-Achse im Abstand d mit 0 < d < a schneidet Gy in
A und B (A links von B). Fiir welches d = d; ist die Flidche F' des Dreiecks AOB

maximal, wobei O den Ursprung des Koordinatensystems bezeichnet?
Hinweis: Driicken Sie F' durch die z-Koordinate von B aus!

f symmetrisch zur y-Achse. Fiir 2 0 gilt d = f(z) = a — 2™. A(—=z|d), B (z|d)

1
F() = 520 f(a) = az - ")
F(z) maximal fir zg = ¢/ nLH’ do = f(xo) = nn+a1

Skizzieren Sie den Verlauf der Funktion f(z) = 2? — 2az mit a > 0. Die Gerade
g: g(x) =cmit ¢ 2 —a® schneidet G; in A und B (A links von B). Fiir welche c ist
die Flache F' des Dreiecks AOB (O = Ursprung des Koordinatensystems) extremal?

Hinweis: Driicken Sie F' durch ¢ aus und skizzieren Sie den ungefdhren Verlauf von

F(c)!
A(a—\/c—i——a?‘c),B<a—|—\/c—|——a2‘c), AB =2V c+ a2
c|-AB = |c|- Ve + a2

F(C):§"
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5. Extremwertaufgaben

3¢+ 2a?
Fl(¢) = +——=
©) 2vVe + a?
) 2
F(c) hat relatives Maximum bei ¢ = _Ta und ein relatives und absolutes Minimum bei

¢ = 0 (Spitze von F(c)).
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6. Funktionen anpassen
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Teil IV.

Geometrie
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/. Punkte und Korper im
dreidimensionalen Koordinatensytem

1. Gegeben sind die Punkte A(4| — 1]4), B(—8]3|1) und C(0|3| — 5).
(a) Zeichne das Schrigbild des Dreiecks ABC.
(b) Berechne die Seitenldngen a, b und c.

(c) Berechne die Innenwinkel «, 5 und v und die Flache A des Dreiecks.

Lésung: (a) B
3 | ‘

() a=+(0—(-8)2+(3-3)2+(-5—-1)2= /8 +02+62 =10
b=/(A— 02+ (—1—32+ (4— (=5))2 = V42 +42 + 92 = /113
c={@—(=8)2+ (-1-32+(A-12=+/122+42 4+ 32 = 13

b2 + % — a? 7113

(c) cosa = She =13 = a=48%8°
22 _p2 3
cosﬁzL:— = [ =53,1°
2ac )
V+c?—a? 11113 . 73.1°
cosy = = -
7 2bc 565 T
8 1
sina:\/l—cosQa:Tl3 = Azicbsina:52
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8.

Lésung:

Lésung:

Vektoren

. Zeichne die Punkte A(1|2), B(4]4), C(2|1), D(—-1] — 1),E(0]|2), F(2]5), G(6]4) und

H(3|2) in ein Koordinatensystem. Zeichne die Vektoren (natiirlich ist gemeint, jeweils
einen Reprisentanten) @ = ﬁ, b= ]ﬁ, = [ﬁ, d= ﬁ und € = (ﬁ ein. Welche
dieser Vektoren sind gleich, welche haben den gleichen Betrag? Welche Vektoren sind
gleich zu —€?

S o (3 -

a=C= 9 = —¢ 2 .
5 5 ‘

b:d:<_3>

Alle Vektoren haben den Betrag

e
V22432 =v13

Zeichne die Punkte A(2]2), B(6|1), C(5]5) und D(9]2) in ein Koordinatensystem.
Zeichne die (Reprisentanten der) Vektoren ' = BD und Y= CD mit den jeweiligen
Anfangspunkten A, B und C ein. Die Endpunkte der Repriasentanten von & seien A’,
B/, und ', die Endpunkte der Reprasentanten von i dagegen A”, B”, und C”. Ver-
gleiche die Dreiecke A’'B’C’ und A”B”C” mit dem Dreieck ABC. Welche geometrische
Abbildung wird also durch die Vorgabe eines Vektors beschrieben?

Die Dreiecke AA’B’C/ und AA"B”C" sind z2 A
kongruent zu AABC und entsprechen- 1
de Seiten sind parallel, d.h. durch einen 51
Vektor wird eine Parallelverschiebung be-
schrieben.
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Lésung:

Losung:

8. Vektoren

. Wie viele Pfeile kann man in einen Wiirfel zeichnen, die jeweils zwei Ecken mitein-

ander verbinden? Wie viele Vektoren werden dadurch festgelegt?

Von jeder der acht Ecken kann man zu den restlichen sieben Ecken je einen Pfeil zeichnen,
d.h. es kénnen 7 - 8 = 56 Pfeile gezeichnet werden.

Vektoren | Vielfachheit | Pfeile
Kanten 6 4 24
Flachendiag. 12 2 24
Raumdiag. 8 1
26 56

Die Komponenten der Geschwindigkeit ¢ eines Flugzeugs sind 40 % nach Norden,
30 %+ nach Westen und 20 =+ nach oben. Berechne den Betrag v der Geschwindigkeit
und den Steigungswinkel .

N 2 2
[FW| = \/402m—2+302m—2 — 50 =
S S S

2 2
7] = \/502 4202 2 = V2900 & ~ 53,9 =
S S S S

Der allseits bekannte Abenteurer Happysearch ist auf der Jagd nach dem sagenhaften
Schatz des Piraten Blackmath. Blackmaths Beschreibung zur Auffindung des Schat-
zes, die Happysearch auf wunderbare Weise in die Hénde fiel, lautet folgendermaflen:

, Vom Totenkopf aus sind n Schritte in die richtige Richtung zuriickzulegen, drehe
dich um den richtigen Winkel und lege dann m Schritte zuriick. Die folgenden vier
Wege ergeben sich jeweils aus der vektoriellen Differenz des letzten und des vorletzten
Weges.“

Happysearch steht breitbeinig und ziemlich ratlos {iber dem gewissen Totenkopf und
sieht seine Felle schon davonschwimmen, da er weder n, m, die Richtung noch den
Drehwinkel kennt. Da kritzelt sein Schiffsjunge, ein gescheiterter Gymnasiast, der
wenigstens die Vektorrechnung noch einigermafien im Kopf hat, mit einem ausge-
bleichten Knochen geheimnisvolle Zeichen in den Sand. Nach einer kleinen Weile
grinst er Happysearch ins Gesicht, handelt sich eine saftige Beteiligung am zu erwar-
tenden Gewinn heraus und findet in kurzer Zeit den Schatz. Da sage noch einer, dass
die Mathematik eine brotlose Kunst sei!
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8. Vektoren

Losung: n  Wegdifferenz neuer Ort
1 W=7 51=7
2 W=y So=51+wWy=T+Y
3 Wy=we—w =y—T S3=8SH+uz=F+y+y-T=2y
4 Wy =Wz — Wy =—7 Sy =83+ Wy =2 — 7
5 1175:1174—1173:—37 §5:§4+u75—25—f—g:g—f
6 156:w5—w4:—17+f §6:§5+w6:g—f—g+f:5

Der Schatz liegt also genau unter dem Totenkopf!

6. Der Betrag der von der Masse M auf die Masse m ausgeiibten Kraft ist
_ GMm

r2

F (Gravitationsgesetz),

wobei r die Entfernung der beiden Massen ist.

(a) Formuliere das Gravitationsgesetz vektoriell, wobei sich M am Ort P und m am

Ort Q befindet. Verwende die Bezeichnungen 7 = (ﬁ und 75 = (ﬁ

(b) M =2,0-10*kg ist die Masse der Sonne am Ort P(—3,0 - 10'°m|6,0 - 10'° m|0),
m = 80 kg die Masse eines Satelliten am Ort Q(9,0 - 10 m| — 3,0 - 10'°m|0).

F ist die Kraft von der Sonne auf den Satelliten. Berechne F und F = |F| mit
G=6,67-10"" 1\1%2 (Gravitationskonstante).

Lésung: (a) Mit 7= 7 — 7 ist r = || und damit

L . 7 GMm 7 GM
F=|F|. & =220 220
|7 r2 r 73
- GMm
F= : 7
|71 — 73 (71 = 72)
—3-9 —12
(b) 7= {6—(=3)|-10%m = 9]-10%m = r=[7=15-10""m
0 0
= [—08
Der Einheitsvektor in Richtung von 7 ist 7y = — = 0,6
" 0
—0,38
M . )
F:GQm:OA?N — F=Fiy=| 028|N
T
0

7. Gegeben sind die Punkte A(5] — 2| — 1), B(1]0|1) und C(—6/4/5).
(a) Zeige, dass die drei Punkte nicht auf einer Geraden liegen (C ¢ AB).
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8. Vektoren

(b) Welche Punkte kénnen ABC zu einem Parallelogramm ergénzen?

4 11
11 6
Losung: (a) AB = ( 2), AC = ( 6) #o = AB nicht parallel AC —s die Beh.

2 6) 4
R ~10
b) OD; =0C+AB=| 6| = Di(-10/6/7) 10 & B b,
7
12 AB
ODj = OB—AC = (6) —  Dy(12|—6|—5) A i
-5 -
2 o
OD; = OC — AB = ( 2) —  Dy(—2]23)
3
(1)
8. Der Ort eines Korpers wird durch 7(¢) = | y(¢) | beschrieben. Die Geschwindigkeit
2(t)
des Korpers ist definiert durch
Lo e T AL) = 7(2)
A== A
Analog definiert man @(t) = 9(t).
ve (1) (1) 0z (1) (1)
(a) Beweise: it)=1v,@) | =(y®) | und a@)= (o) | =19
v,(t) Z(t) 0, (%) Z(t)

(b) Ein Punkt P bewegt sich mit konstanter v A
Winkelgeschwindigkeit w auf einem Kreis mit P
Mittelpunkt O und Radius r. Zur Zeit to = 0
befindet sich P am Ort (r|0). Der Winkel v
zwischen 7 und der x-Achse ist (sieche Abb.) ;\

(t) = wt. Driicke 5 -
. :c(t))
r(t) =
©) <y(t)

durch r und w aus und berechne dann v(t),
v =|U(t)|, d(t) und a = |a(t)|.
z(t+At)—x(t)

lim =————=
z(t + At) z(t) A0 A (1)
i - . 1 . (t+At)—y(t) .
Lésung: (a) 0(t) = lim | — || y(t)+ At ]| — | y(¥) = | lim £=2 = ()
A (At [(z(t + At)) (z(t))]) o i (z@))

At—0 At

Analog beweist man die Aussage iiber @(t).
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8. Vektoren
T cos wt cos wt
. =7r| .
T sin wt sin wt

(
0= (500) = (i) = ()

v = [T(t)] = rwy/(—sinwt)? + (coswt)? = rw
. 0, (1) —rw? cos wt o [coswt 2.
t = = = — — t
at) %(t)) (—rw2 sin wt " sinwt wr(t)
2,2 2
a:\(i(t)\—uﬂr:wr -
r r

9. Beweise: Die Mittelpunkte der Seiten eines beliebigen Vierecks bilden ein

Parallelogramm.
Losung: Viereck ABCD mit @ = ﬁ b = @ ¢ = Cﬁ und d = —A> Die Mittelpunkte der Seiten
sde,F,Gundeltﬁ ﬁ—a—i— bﬁ a+b+ %cundA —G+b+c+i d
1 1 1-
Ef:Kf Kﬁ_a+2b =i+ 5b

i+b+c+ d
-1 - 1 > 1
ﬁ:ﬁ—ﬁ:a+b+§a—a—b—a—§(-a—b—a):§a+

10. (a) Beweise, dass fiir @ # 07, b # & und al b gilt:

N+ pub=0 <« A=p=

(b) Beweise: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich in einem
Punkt. Dieser Punkt (Schwerpunkt des Dreiecks) teilt die Seiten-
halbierenden im Verhéltnis 2:1.

(c) Im R? sind die Punkte A und B durch die Ortsvektoren_g_A> —Gund OB = &
gegeben, M ist der Mittelpunkt von [AB]. Driicke 71 = OM durch @ und b aus.

(d) Im R? sind die Punkte A, B und C durch die Ortsvektoren OX = a, OB =
und (ﬁ = ¢ gegeben, S ist der Schwerpunkt von AABC.

Driicke §' = (ﬁ durch da, b und ¢ aus.
Lésung: (a) Fiir A # 0 und p # 0 folgt aus Ad + ug: 0
b,

a=—

>|=

d.h. d’HE im Widerspruch zur Annahme. Die Gleichung A\a + ug = 0 kann also nur fiir
A = pu = 0 erfiillt werden.
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8. Vektoren

(b) Bezeichnungen im AABC: b= E, c= E, Seitenmittelpunkte: Mg, My, M,
Schnittpunkte: {S,} = AM, N BMy, {Sac} = AM, N CM,, {Sp.} = BM;, N CM,,

=

AM, =b+-(G—b) = +g, BM, =< b

DO | —

c
2

Geschlossene Vektorkette: ASg +SupMp+MyA =0 —
~—~—  ——

MM,  uBM, -£

- A Aop 13 1
D cfolgt: = —pu= == =A==
a b} ¢ folgt nw=0 = pu 5 und 2+2 5 4)\ 5 0
2 1 - 2 — - 2
== )\:5 und uzg — ASyp =--AM, und BS, = - -BM,
. —_ 2 — - 2
Genauso zeigt man AS,. = 3 -AM, und BS,. = 3 -BMy, d.h. Sgp, Sae und Sy, fallen
AS 2
in einem Punkt S zusammen und 5 =1
a
. - 1 - 1 ., =
(C)m:b—|—§(b—a):§(a+b)
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8. Vektoren

1 N i b
(@) =5 @+8), CM=m-c=Z+5-¢

2— a b 2
_‘:_‘ —CM:_‘ — - —
FTety ct3t373

o 1(_,+g+_,>

S=—=1a C

3

11. Der Quader ABCDEFGH ist gegeben durch A (5|6]3) und die Vektoren

AB_P (4], mB-c-{ 0| wa AB-ad-
0

0

OO

(a) Wie lauten die Koordinaten aller Ecken des Quaders?

(b) Durch Spiegelung an der x1xo-Ebene geht der Quader ABCDEFGH in den Qua-
der A1B,C,D,E;F,;G{H; iiber. Wie lauten die Koordinaten aller Ecken des neu-
en Quaders?

(c) Formuliere eine Regel, wie man die Koordinaten des Bildpunktes P’ von P (py |ps|ps3)
bei der Spiegelung an einer der Koordinatenebenen erhélt.

(d) Durch Spiegelung an der z5-Achse geht der Quader ABCDEFGH in den Quader
AyBoCoDoEoFoGoH,y iiber. Wie lauten die Koordinaten aller Ecken des neuen
Quaders?

(e) Formuliere eine Regel, wie man die Koordinaten des Bildpunktes P’ von P (p;|p2|p3)
bei der Spiegelung an einer der Koordinatenachsen erhélt.

(f) Durch Spiegelung am Ursprung geht der Quader ABCDEFGH in den Quader
A3B3C3D3E3F3GsH;y iiber. Wie lauten die Koordinaten aller Ecken des neuen
Quaders?

(g) Formuliere eine Regel, wie man die Koordinaten des Bildpunktes P’ von P (p; |p2|ps)
bei der Spiegelung am Koordinatenursprung erhélt.

(h) Durch Spiegelung am Punkt S(6]6]2) geht der Quader ABCDEFGH in den
Quader A4B,C,D,E F,G4H, iiber. Wie lauten die Koordinaten aller Ecken des
neuen Quaders?

(i) Formuliere eine Regel, wie man die Koordinaten des Bildpunktes P’ von P (p;|p2|p3)
bei der Spielung am Punkt S (s;]s2|s3) erhilt.

(j) Zeichne die fiinf Quader in ein Schragbild.
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Lésung:

8. Vektoren

(k) Zeichne die Projektionen der finf Quader in die drei Koordinatenebenen (drei
Zeichnungen, kein Schrigbild).

(a) A(5]6]3), B(5[10[3), C(2[10[3), D (2(6]3), E(5/6]5), F (5]10]5), G (2]10]5), H (2[6]5)

(b) A1 (5|6] —3), B1(5]10[—3), C1 (2]10] — 3), D1 (2[6] — 3), E1 (5]6] — 5), F1 (5[10] —5),
G1(2]10] —5), Hy (2]6] —5)

(c) Spiegeln an der z1xo-Ebene : P (p1|p2|p3) — P’ (p1lp2| — p3)

Spiegeln an der zyz3-Ebene : P (p1]|p2|ps) — P’ (p1] — p2|ps)
Spiegeln an der xoxs-Ebene : P (p1|p2|ps) — P/ (—p1|p2|ps)

(d) A (—=5[6] —3), B2 (=5|10[-3), Ca (=2[10] — 3), D2 (26| — 3), E2 (=5|6| — 5),
Fy (—5|10] — 5), Ga (—2|10] — 5), Hy (—2[6| — 5)
(e) Spiegeln an der z1-Achse : P (pi1|p2|ps) — P’/ (p1] — p2| — p3)

Spiegeln an der zy-Achse P (p1|p2|ps) — P (=p1|p2| — p3)
Spiegeln an der xg-Achse : P (p1|p2|p3) — P’ (—p1| — p2|p3)

(f) Az (=5] = 6] —3),Bs (5] — 10[-3), C3(-2| — 10| — 3), D3 (=2] — 6] — 3), E3 (5] — 6] — 5),
F3 (=5 —10] —5), G5 (—2| — 10| — 5), H3 (—2| — 6] — 5)

(g) P(p1lp2lps) — P’ (=p1| — p2| — p3)

(h) A4 (7]6]1), B4 (7]2[1), C4(10]2]1), D4 (10]6]1), E4 (7]6] — 1), F4 (7]2] — 1), G4 (10[2] — 1),
H, (10]6] — 1)

(i) P (p1lp2lp3) — P’ (251 — p1]2s2 — p2|2s3 — p3)

§)
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8. Vektoren

Ba
Ao o
B2
] )
] o o
Ho ! |
] : 1 .
‘ |
1 : B §
14 D' D = o
| o, [H
] |
| AL F1B1
A1 Eq
A E
T B, \A4
6 N By A
%
] o
Cy D
101---- L
x1
3 A )
5 1 G
A B
c 4
- ---3 s o
iiiiiiiiiiiiii : \\ Ay o
2 A : B >
A , : : o
. . . - .
1 b
_s 1
Ay
Cq o
A Cs Co o
3
32 B D3 D2 i
2 g i :
F Hj3 H, . m
F2 [F3 S
Eo Es
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8. Vektoren

xr3
] E F
H G
D C
] A B
o .S
1 B4 Ay
Cy Dy
1 Gy Hy 10 T2
] Fy Eq4
| A1 Ao C1 By
D1|D2 Cs|B2
_5] Eq|E2 G1|Ge
Hi He Fi1Fg
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9. Skalar- und Vektorprodukt

1. Gegeben ist der Punkt 7" und die Vektoren 7 und U. Wo liegen die Punkte X fiir
die gilt (7 x V) - (? — ?) = 0. Begriinden Sie ihre Antwort.

Lisung: Die Punkte X liegen in der von @ und ¥ aufgespannten Ebene, da ? — ? senkrecht zu
U X

2. Die Punkte A(—1[3| —2), B(—1| — 3|4) und D(7| — 5/2) bilden ein Dreieck.

(a) Zeige, dass das Dreieck AABD gleichschenklig ist. Berechne den Winkel < BAD
und den Flécheninhalt des Dreiecks.

(b) Um den Mittelpunkt M der Strecke [AD] liegt eine Kugel mit Radius M D.
Welche Lage haben die Punkte B und E(1|7|2) beziiglich der Kugel?

Lésung: (a) AB = BC = /72, also gleichschenklig; < BAD = 45°; A=36FE
(b) B liegt auf der Kugel und E(1|7|2) auflerhalb

(a) Beweise: Fiir <Z) # 0 gilt: (_2) und <_2> stehen senkrecht auf (Z)

3) orthogonal?

@

(b) Welche Einheitsvektoren sind zu (_ 4

(c) (_;) 1 (;) Bestimme fiinf geeignete Wertepaare (z,y) und zeichne die dazu

gehorenden Vektoren.

Losung: (a) (Z) - (_2) — ab—ba =0, <‘b‘> - <‘2) — —ab+ba=0

0 () = e (L) e

3
-<3>:0 — Br-2=0 = y="—
1
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9. Skalar- und Vektorprodukt

4. Beweise mit Hilfe nebenstehender Abbildung den
Hohensatz.

Lésung: c_i:<p>, 52(_2) == &'-g:pq—hQZO — hl=ypq
5. Gegeben sind die Punkte A (7|5]1), B (1|8]7) und C (5|15).
(a) Zeichne das Dreieck ABC in ein Schrigbild.

(b) Berechne den Winkel @« =4« BAC und den Inhalt A der Dreiecksfliche. Versuche,
A exakt zu berechnen (Wurzeln).

(c) Der Punkt D hat die Koordinaten D (0|d|0). Bestimme d so, dass AD auf AC
senkrecht steht.

Lésung: (a)
C
o
6 A
1
-
M) b=AB=| 3|, b=ltl=vVE+32+62=131=9
6
9
F=AC=|-4|, c=j@d=vV21212=V36=6
4
b-@ 12-12+4+24 24 4 . 63.61°
cosq = — = = — = o —
c 9.6 69 0 ’
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9. Skalar- und Vektorprodukt

1 b 9
Azibcsinoz:gvl—cos2 :62—9- 223\/65%24,19
-7 9 s
() AD-AC=|d—5| | 4| =14-4d+20-4=30-4d=0 — d=5 =15

-1 4

6. Bestimme y so, dass @ = <6\2/§) und b = (G\y/g) einen 30°-Winkel miteinander

einschlieflen.
@b 108 + 2y 1 ,
Lisung: Aus cos30° = - = = =/3 folgt durch Quadrieren
@l -|b] V108 +4-./108 +y2 2

3
(108 + 2y)? = S 12 (108 + y?)

80y? — 432y = 2592

2 5. 2T (2T 2_162+729_3969
Y 10 "\10) ~ 5 T100 100
27
yz—i@
10~ 10

Y1 = 9 Y2 = —3,6

7. Berechne die Innenwinkel und den Flicheninhalt des Dreiecks ABC mit A (1]5] — 3),
B(7|0|1) und C (—4| — 2|2).

6 -5
Lisung: AB= [ -5 ,R: =71, cosa = AB. AC :25\/7 = «a=173,361°
4 5 AB|-[AC| 281
—6 11 —s
BA=| 5],BC=| —2]|,cosp= E}A'@ _ 20V a = 58,135°
4 1 BA|-[BC] 231

N =180° — a — B = 48,504°

A= 1AB -ACsina = 41,83
2 ~——
he

8. (a) Beweise: Dreht man den Vektor @ = (Zl) im Gegenuhrzeigersinn um den Win-
2

kel ¢, dann erhélt man den Vektor b= (a1 COSP = Gz 510 90).
a1 SN © + ag COS Y

(b) Drehe den Vektor a = (;1) im Gegenuhrzeigersinn um den Winkel ¢ = 60°.
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9. Skalar- und Vektorprodukt

Lésung: (a) Zunichst zeigen wir, dass |b| = |d|:

16]? = (a1 cos ¢ — agsin )% + (a1 sin @ + ag cos ¢)? =
= a% cos? p — 2a1a28in @ cos p + a% sin? p+
+ a% sin? ¢ 4 2a; a9 sin ¢ cos p + a% cos? p =
= a3 (sin® ¢ + cos? @) + a3 (sin? p + cos? p) = a? + a3 = |d|?
Wegen |Z| > 0 folgt daraus |b| = |d.

Aus
b= a% COS p — a1az Sin ¢ + agaq sinp + a% cosp = (a% + a%)cosgo

ST

folgt mit ¢’ =¥ (&, b):

_’-l_)) _’-l_)) 2 2
cos | = — ﬁzaﬂ:(alt%)?wzww = ¢ =+p
@l - 6] lal ai + a3

b entsteht also tatsiichlich durch eine Drehung um ¢ aus d@. Wir miissen noch zeigen,
dass es eine Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn ist. Dazu wéhlen wir @ parallel zur

x1-Achse:
-(5) —~ 5 ()
0 ap sin @
Da fiir 0 < ¢ < 90° beide Koordinaten vob b positiv sind, handelt es sich tatséchlich
um eine Drehung entgegen dem Uhrzeigersinn.

p_ (4cos60° —3sin60%) _ (4.5 —3-3v3\ _ (2-3V3) _ (0,60
~ \4sin60° +3cos60°) ~ \4-3v3+3-1) T \2v3+3) T\ 4,96

9. Wird ein Korper K unter dem Einfluss der Kraft Fum 7 verschoben, dann wird an
K die Arbeit W = F'- & verrichtet (Definition der Arbeit).

(a) Ein Korper K bewegt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit auf einer Kreis-
bahn. Welche Arbeit W wird wéhrend eines Umlaufs von der Zentripetalkraft
an K verrichtet?

(b) Ein FuBiball bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¥. Auf ihn wirkt die Gewichts-
kraft G und eine der Geschwindigkeit entgegengesetzte Reibungskraft mit dem

Betrag R = kv? (v = |0]). Leite eine moglichst einfache Formel fiir die Leistung
P = % her, die am Ball verrichtet wird. Berechne P dann fiir

4 m - 0 k
=22 G=| o|N k=5.10328
—5) ° —4 m

Was bedeutet das Vorzeichen von P? Wie dndert sich dieses Vorzeichen wahrend
des Ballflugs?
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9. Skalar- und Vektorprodukt

Lésung: (a) In einer kleinen Zeitspanne dt ist die Ortsénderung von K durch d§ = ¢'dt gegeben.
In dieser Zeitspanne verrichtet die Zentripetalkraft F, an K die Arbeit

dW = F,d5 = F,idt

Wegen F’;Lﬁ ist aber _‘ZU =0, d.h. dW = 0 und damit auch W = 0.

(b) Aus dW = Fd& folgt
AW - dF . =
P=—=F - =F§=Fv
at a o

Die Reibungskraft zeigt in die Richtung von —¢ und hat den Betrag R:

Mit . .
v=1v42 4202 +52 — =21 —
S S
folgt
0 4 m k m?
P=( o|N-{20] Z—5.10°=2.2130 — 263W
4 _5 S m S

10. Beweise die LAGRANGEsche Identitat:

— - - -

(axb)?=a%?—(a-b)>

Lésung: Mit a? = |af?, b2 = |b]?, o =X (a,b) und |a x b| = |a| - |b] - sin ¢ folgt
(axb)?=laxb]?=lal?|b]?*sin®p = |a|?|b]*(1 — cos® ) =

—

= la]* - [B]* = (la] - [B]cos ¢)* = a®b* — (a - b)?

11. Ein rechteckiges Solarpaneel ist durch die Eckpunkte A, B, C und D mit A(3|24),
B(6]8|4) und D(1]3]6,5) gegeben. Alle Zahlenangaben verstehen sich in Metern, wir
rechnen aber, wenn nicht anders angegeben, ohne Einheiten. Die x1-Achse zeigt nach
Stiden.

(a) Berechne die Koordinaten von C und zeige, dass es sich bei dem Parallelogramm
ABCD tatsédchlich um ein Rechteck handelt. M sei der Diagonalenschnittpunkt
des Rechtecks; berechne die Koordinaten von M.

(b) Zeichne ein Schrigbild des Rechtecks ABCD (Einheit: 1cm). Zeichne auch die
senkrechte Projektion des Rechtecks in die zyx5-Ebene ein.
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(c)

9. Skalar- und Vektorprodukt

E ist die Ebene, die A, B, C und D enthélt. @ ist ein Normalenvektor von F
mit dem Betrag n = || = 6, der nach oben und Siiden zeigt. Berechne die
Koordinaten von 7 und die Koordinaten des Punktes N mit m = 1. Zeichne
7 mit dem Anfangspunkt M in das schon vorhandene Koordinatensystem.
2
Der Vektor = | 3 | zeigt von M in Richtung Sonne. Zeichne §'in das Schriaghbild
6
ein und berechne den Winkel ¢ zwischen s und 7.
Die elektrische Leistung unseres Solarpaneels bei unbedecktem Himmel ist

kW
m

Dabei sind 7y und sy die Einheitsvektoren von 77 und s und A, ist die Fliache
des Solarpaneels. Berechne P (jetzt mit Einheiten rechnen).

-2 3 4

Losung: (a) BC=AD=| 1|, AB=[6], C=B+BC= (9 —  C(4]9]6,5)

(b)

2,5 0 6,5

AB-AD=3-(-2)4+6-140-25=0 — ¥BAD = 90°, also Rechteck.

o 3, (1 3,5
M=2+ 5 AG= (2] + s 7 =55 ] = MGsbsb2)
4 2,5 5,25
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9. Skalar- und Vektorprodukt

7| =75 VE+ 2+ 2 =75-3=225, fig=—==-|—
7’| 3

2
1
2
4 3,5 4 75
F—6ig=|-2|, N=M+i=[55|+[-2]=]35
4 5,25 4 9,25
3,5 2 5,5
@ S=M+5=(55|+[3]=| 85| = 555851125
5,25 6 11,25

51 C) ¥ . 2.24(-1)-3+2.6 13
—==-(3], cosoc= = =

S 21 T
o = 51,75°

@)ﬁ}:mﬁ-mﬂ=ﬂ¢72¢5=m5 —

kW

m?2

13 429
.225m? - — = — kW = 1,53kW

P =011 2=
21 280

12. Ein parallelogrammférmiges Hanggrundstiick ist durch die Eckpunkte A, B, C und D
mit A(60]50|20), B(70/110|7,5) und D(0]10|55) gegeben. Alle Zahlenangaben verste-
hen sich in Metern, wir rechnen aber, wenn nicht anders angegeben, ohne Einheiten.
Die x1-Achse zeigt nach Siiden.

(a) Berechne die Koordinaten von C und zeige, dass es sich bei dem Parallelogramm
ABCD nicht um ein Rechteck handelt. M sei der Diagonalenschnittpunkt des
Parallelogramms; berechne die Koordinaten von M.

(b) Zeichne ein Schréigbild des Parallelogramms ABCD (Einheit: 0,1 cm). Zeichne
auch die senkrechte Projektion des Rechtecks in die zyx5-Ebene ein.

(c) E ist die Ebene, die A, B, C und D enthélt. 7 ist ein Normalenvektor von F
mit dem Betrag n = || = 90, der nach oben und Siiden zeigt. Berechne die
Koordinaten von 77 und die Koordinaten des Punktes N mit m = 1. Zeichne
7 mit dem Anfangspunkt M in das schon vorhandene Koordinatensystem.

(d) Welchen Neigungswinkel ¢ hat E gegen die z1z5-Ebene?

(e) Berechne den Flécheninhalt F' des Grundstiicks.

(f) Das Grundstiick soll in ein flichengleiches, quadratisches Grundstiick umgewan-
delt werden (AB'C'D’), wobei die linke untere Ecke A erhalten bleiben soll und
die untere Seite [AB'] horizontal verlduft, also parallel zur xyz9-Ebene ist. Be-

—
rechne zuerst die Vektoren p = AB’ und § = AD’ und dann die Koordinaten
von B, C' und D’. Zeichne das neue Grundstiick in das Schrigbild ein.
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9. Skalar- und Vektorprodukt

60 10 10
Losung: (a) BC=AD=| 40|, AB=| 60 |, C=B+BC=| 70 | = cC(1070/42,5)
35 ~12,5 42,5
AB-AD = —600+2400—437,5 = 13625 £0 —> ¥BAD # 90°, also kein Rechteck.
o 60\ , (50 35
M=%+ 5 AC={50] + sl 2= 60 | — MEs6031,25)
20 22,5 31,25

(b)

€1 € €3 60 -35 — 12,5 - 40
() #=ABxAD=| 10 60 —12,5 = [125-60—10-35
—-60 —40 35 —10-40 + 60 - 60
1600 4
i'=( 400 ) =400- |1
3200 8
~ 4
n 1
7| = 400 - 42 + 12+ 82 = 400 - 9 = 3600, g = — = - [ 1
I
40 35 40 75
A=90-fg= (10|, N=M+a={60 |+[10]=[ 70
80 31,25 80 111,25
(d) ¢ ist der Winkel, um den 7 von der Vertikalen abweicht, also der Winkel zwischen 7
und €3:
8

cosg0:ﬁ0-€3:§ = @ =27.27°

(¢) F = |AB|-|AD| -sina = |AB x AD| = || = 3600

153



9. Skalar- und Vektorprodukt
(f) Aus F = 3600 folgt |p] = |5] = 60. Aus pL7i und p3 = 0 folgt

D1
p-n=40p1 +10p2 =0 = p2=—-4p1 = D= (4191)
0

60
p1? = pi +16p] = 3600 = p1=+—=

V17

Aus den Zusatzbedingungen folgt:

.60 _41

Wegen der Forderung ,,Quadrat® muss § auf p senkrecht stehen und wegen § parallel
zur Ebene E muss § auf 77 senkrecht stehen:

4 -1 —32 —51,74
60 20 )
§=60-fgxpo=—co 1] x| 4] == 8] ~|-12,94

I 45,45 . 620\ 8,26
B = A+j=[10821), T =B +5=|9527|, D=4 +5= {3706

20,00 47,49 47,49

13. Fiir eine Weltausstellung wird ein gigantischer Globus aufgebaut. Die folgenden Zah-
lenangaben verstehen sich in Metern, rechne aber ohne Einheiten. Der kugelférmige
Globus hat den Mittelpunkt M(—12|10|9) und den Radius r» = 17, mit k& bezeichnen
wir die Menge aller Punkte der Kugeloberfliache. Der Boden liegt in der x;x5-Ebene.

(a) Stelle die Gleichung fiir £ in der Koordinatenform auf und berechne die Koor-
dinaten der Schnittpunkte A und B von k mit der z3-Achse (A liegt ndher am
Ursprung O als B).

[Zur Kontrolle: A(0[2|0), B(0/18]0)]

(b) Der Aquator der Kugel verliuft durch die Punkte A und B, Der Nordpol N
liegt oben (also nicht unter dem Boden). Verwende die Vektoren @ = MA und
b=M , um die Koordinaten von N zu berechnen.

(c) Wie lang ist der kiirzeste Weg auf der Kugel, der von A nach B fiihrt?

(d) Die Platzmiete fiir den Globus richtet sich nach seiner Standfliche. Berechne
diese Schnittfliche der Kugel mit der zixo-Ebene.

(e) Der Standort des Globusses auf der Erde ist als Punkt C auf dem Globus mar-
kiert. C liegt auf dem Meridian von N nach B und hat die nérdliche Breite

[ = 60°. Berechne die Koordinaten von C.

Hinweis: Stelle die vor, dein Blatt Papier liegt in der durch B, N und C
gegebenen Ebene. Zeichne die Vektoren b = 1@), n = W und
¢ = MC ein (wibhle fiir diese Uberlegungsfigur r =5 cm) und stelle
¢ durch b und 7 dar.
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9. Skalar- und Vektorprodukt

(f) Stelle alle gegebenen und berechneten Punkte und Vektoren in einem Schréagbild
mit der Einheit 0,5cm dar.

Lisung: (a) Kugelgleichung: k:  (z1 +12)% + (25 — 10)2 + (23 — 9)? = 172
kNazg-Achse: 11 =23 =0 = 122+ (29 — 10)? + 9% = 172

29 =104+8 = A(0/2/0) und B(0]18]0)

12 12
—
(b) MA =] -8 undl\ﬁ: 8 =
-9 -9
. 8:9+8-9 144 3
A —=MAxMB=|-9.1249-12| = 0o | =480
8-12+8-12 192 4
NG 0,6 L (51 10,2
7] 4 0,8 68 13,6
1,8
N=»M+i=1| 100
22,6
i-b 161
(c) cosa = ——— —  a=09799 =56,14° = s=ra=16,66

(d) M/(~12/10[0) => #'2=MB =122+82 =208 = A=1'27=06535

-

; .
(e) E’zl\ﬁ:rcosﬁoo-—+7’sin6’0°-E N
T T C
6 51 14,8
= 3 ’
= =b+Er=| 4 |+ 1£ 0]~ 4
—45 68 7.3 &

2.8 B M

C=M+c~|14,0

16,3
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9. Skalar- und Vektorprodukt

z3 A

1

14. k ist die Menge aller Punkte der Kugelflache um M(—9|6|6) mit dem Radius r = 11.
Die Schnittpunkte von k mit der x;-Achse sind A; und A,, mit der zo-Achse By und
Bs und mit der z3-Achse C; und C,, wobei die Punkte mit dem Index 1 jeweils nidher
am Ursprung O liegen.

(a) Berechne die Koordinaten von Ay, Ag, By, By, C; und Cs.

(b) Die Ebene E ist durch die Punkte Ay, By und M festgelegt (Aquatorebene der
Kugel). N (Nordpol) und S (Stidpol) sind die Punkte auf der Kugel, die von E
den groBiten Abstand haben. Berechne die Koordinaten von N und S.

(c) Stelle M, die Kugelschnittpunkte mit den Achsen und N in einem Schriagbild
13
dar (Einheit: 1 c¢m). Platzbedarf: —2 O 12
—1

(d) Berechne den Fldcheninhalt des Schnittkreises k1o der Kugel mit der x;xo-Ebene
und gib die Gleichung von k5 an.

(e) Berechne die Lange des kiirzesten Weges auf der Kugelflache von C; nach Bs.
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9. Skalar- und Vektorprodukt

(f) Fiir welche z3 gilt P(=7| — 3|z3) € k7
(g) Liegt Q(1]6]1) innerhalb der Kugel k7
Lésung: (a) Kugelgleichung: k: (21 +9)% + (22 — 6)% + (23 — 6)? = 112
kNxi-Achse: 2o =23 =0 = (27 +9)%+ 6%+ 6% =112
r1=-9+7 = A;1(-2/0/0) und A2(—16/0]0)
kNxo-Achse: 21 =23 =0 = 92+ (22 — 6)%2 + 6% = 112
o =6+2 = B1(0]4]0) und B5(0|8|0)
kNwx3-Achse: 11 =20 =0 = 92462+ (23 —6)> = 112
x3=6+2 = C;(0/0]4) und C2(0]0|8)

-7 9 48 6
— —
) MAa= | —6|, MBo=[ 2|, i =MEsxMBy=|[-96|=8[-12
—6 —6 40 5
6 6 4,61
i’ 8 88 ’
o = HT/ =—— | -12|,i=1lng=— | —12 | = | —9,22
|| 205 5 205 5 3.84
—4,39 —13,6
N=M+ia~|-322]|, S=M-i~ 15,2
9,84 2,16
(c)
z3 A
N *=—1 N
n
‘ M
e |
C2 4 A2 :
6 - |
9 y
Ci4 //
1 Ay
O -
1 B1 6 Bs 9

1
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9. Skalar- und Vektorprodukt

(d) M;i2(—9/6]0) ist der FuBpunkt des Lotes von M auf die 21 z9-Ebene und der Mittelpunkt
von kis.

Ne)

M12 gg = (2) , T12 = MlQBQ =V 85, A12 = 7“%27'(' = 851

(@)

ky: (z1+9)2%+ (20 —-6)2 =85

9
MGy -MB, 81
(e) MGy = (6), cosp = —L 02 S0 0,8374 = 47,98°

-2 IMCy|- [MBy| 121
s=rp=297211

(f) P(—=7|=3lzg) ek = 22+92+ (23-6)2 =112 = a3€ {0; 12}

10
(g)M@(o) — MQ=5V5~11,18>r = nein
-5

15. Ein Gewichshaus besteht aus einer durchsichtigen Halbkugel aus Kunststoff mit dem
Radius » = 5. Der Ursprung des Koordinatensystems ist der Mittelpunkt der Halbku-
gel, der Boden ist die x1z5-Ebene. Aus Griinden des Vogelschutzes sind Umrissbilder
von Vogeln auf die Kuppel geklebt worden. Eines befindet sich bei A(4,8|0|as), ein
anderes bei B(0]b2|4). Alle Koordinaten verstehen sich in Metern. Rechne aber, aufler
in Teilaufgabe (b), ohne Einheiten.

(a) Stelle die Gleichung der Halbkugel k& auf und berechne die fehlenden Koordina-
ten von A und B. Ein weiteres Umrissbild befindet sich am Ort C, wobei C'" auf
A und auf B senkrecht steht. Berechne die Koordinaten von C'.

(b) Eine Schnecke kriecht auf der Kuppel auf dem kiirzesten Weg von A nach B.
Wie lange braucht sie dazu, wenn sie in einer Minute 15 cm zuriicklegt?

(c) Die Richtung der parallel einfallenden Sonnenstrahlen ist durch den Vektor §'=
3
—2 | gegeben. Berechne die Koordinaten des Schattens von Punkt B auf dem
—6
Boden.

(d) Ein kugelférmiger Ballon mit dem Radius 7" = 4 beriihrt die Gewéchshauskup-
pel im Punkt D(—1,8|4|d3). Mit k" bezeichnen wir die Menge aller Punkte der
Ballonhiille. Stelle die Gleichung fiir &" auf.

(e) Zeichne alle gegebenen und berechneten Punkte und Vektoren in ein Schragbild.
Léosung: (a) k: 23423+ 23=5%und 23 20
Ack = 482+0%+a2=20 = a3=+196=14

Bek = 0°+0b03+4°=25 = by=3
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9. Skalar- und Vektorprodukt

—1,4-3 —4,2 5 [ 7
C'"=AxB=|-48-4| =|-19,2 = —32
4,8-3 14,4 24
~ 3 3
|IC'| = g\/72 + 322 + 242 = 3\/1649
.5 3 F 5 -7 51619 [ ' —0,862
C=—=- H = — = 610 32|~ | -394
C7] 94) V1649 \ o4 24 2,96
A-B 2
(b) cosa = M,‘ ]é\ = % =0,224 = «o=1,3449="77,056° —
672
s=ra=672m=672cm — t= 157:_;111 = 44,8min
0+ 3\ v} 9 _ 2
(c) b+ A= |3=2)\]| = [ V) = )\:g — = g
4 — 6\ 0 0
(d) Dek = 18+4+42+d3=25 = d3=24
-9 —-3,24
. = 4 o )
M =D+ 3D = 2% 41 = 7,2
12 4,32

Koo (x4 3,24)% 4 (22 — 7,2)* + (23 — 4,32)? = 42
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9. Skalar- und Vektorprodukt

3

M/

2
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10. Berechnungen an Korpern, u. a.
Flacheninhalte und Volumina
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11. Raumvorstellung

Von welcher Insel sicht man das Schiff gerade so?
Schreibe die richtige Zahl darunter!

.

1, N7

Lésung: 4,1, 2

2. Handelt es sich jeweils um einen richtigen Bastelbogen?

(a) .
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11. Raumvorstellung

JaO Nein QO JaO Nein O Ja O Nein O
(b) .
Ja(Q Nein O
NS
1aQ Nein O
JaO Nein O

Lésung: (a) ja, nein, ja

(b) ja, ja, nein
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11. Raumvorstellung

Ist oben dieselbe Schachtel wie unten abgebildet?

h B

4

Ja) Nein(Q)
3.

Lésung: ja, ja, nein

Hier siehst du gleich
groBe Schachteln von

oben!

&

4.
Losung: A, D, C, B

1a() Nein Q) Ja() Nein()

Von welcher Seite (A,B,C oder D)
siehst du die Schachteln gerade so?

Antwort:
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11. Raumvorstellung

Hier siehst du gleich Von welcher Seite (A,B,C oder D)
groBe Schachteln von siehst du die Schachteln gerade so?
oben!

Antwort:

D.
Losung: C, A, B, D

6. Wiirfel kippen

Bei jedem Spielwiifel haben die gegeniiberliegenden Flichen die Augensumme 7. Wel-
che Zahl liegt oben, wenn du den Spielwiirfel auf diesem Plan nach dieser vorschrift
kippst?

Quelle: Studeny, G., Brenninger A., Kartei zur Kopfgeometrie, Westermann

Losung: Augenzahl 3
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11. Raumvorstellung

7. Welcher Wiirfel kann nicht der gleiche sein, wie der oben dargestellte?

(auf keinem Wiirfel tragen zwei Seiten identische Symbole)

Quelle: Klaus-Jiirgen Gebert, Berlin

Losung: Wiirfel F

8. Der Quader wurde aus vier Bausteinen, von denen jeder aus vier Wiirfeln besteht,
gebaut. Welcher der abgebildeten Bausteine ist der schwarze?

L
“ :{ 5

e e
o D
() I (c) A
Quelle: Vortrag von Christoph Hammer (Didaktik der Mathematik, LMU Miinchen),

22.11.2007

Losung: Baustein C
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11. Raumvorstellung

9. Wiirfelgebiaude

Aus einzelnen Wiirfeln wird ein Wiirfelgebdude aufgebaut. Ein Gebédude ist in der
Abbildung von vorne und von der Seite abgebildet.

Wie viele Wiirfel sind fiir das Gebaude minimal und maximal verwendet worden?

Quelle: nach de Lange, J., Utrecht in: SINUS Bayern, Beitrige zur Weiterentwicklung
des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts, Bayerisches Staatsministeri-
um fiir Unterricht und Kultus (StMUK) und Staatsinstitut fiir Schulqualitdt und
Bildungsforschung (ISB), 2007

Lésung: Das Gebédude lidsst sich mit maximal 20 und minimal 6 Wiirfeln (vgl. Abb.) aufbauen.

10. Welches der Bruchstiicke ergidnzt die Figur am besten?

¥
Y, &
. 14

Quelle: Klaus-Jiirgen Gebert, Berlin

(g

& &

m

Losung: Bruchstiick C
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Teil V.

Stochastik - Wahrscheinlichkeitsbegriff
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12. axiomatische Definition von
Wahrscheinlichkeit

1. (a) Berechnen Sie das kartesische Produkt der Mengen A = {1, 2, 3} und
B=1{3,4,5,6).
(b) C={1,2}, D={3,4}, E={5, 6}. Berechnen Sie C' x (D x E).
(c) F={z|z€Nund1 =2 <80}, G={z|z € Nound 0 < = < 180}. Wie
viele Elemente besitzten die Mengen H = F' x (G x F)und K =G x (G x F')?
Lisung: (a) A x B ={(1]3),(1]4), (1]5), (1]6), (2I3), (2/4), (2[5), (2|6), (3[3), (3[4), (3]5), (3]6)}

(b) € x (D x E) = {(1|(3]5)), (1/(3[6)), (1[(45)), (1|(416)), (2[(3]5)),
(2((3[6)), (2[(4]5)), (2[(4[6))}

(c) |H| = 1158400, |K| = 2620880

2. Ein griiner und ein roter Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wir betrachten die
Ereignisse

A = ,Augensumme gerade“ und B =  griiner Wiirfel zeigt ungerade Zahl“.

(a) Welcher Ergebnisraum 2 ist sinnvoll?
(b) Schreibe die Elemente von A und B hin.

(c) Gib eine umgangssprachliche Beschreibung der Ereignisse C'= AN B und D =
AU B. Wie grof} ist die Méchtigkeit von C', D und P(Q2)?

(d) Gib die Mengenschreibweise folgender Ereignisse an und zeichne jeweils ein Men-
gendiagramm:

= ,Weder A noch B treten ein“
= A oder B treten ein (oder beide)“
= ,Nur A oder nur B tritt ein (nicht beide)*
H = ,Genau eines der beiden Ereignisse A oder B tritt ein®
=, Hochstens eines der beiden Ereignisse A oder B tritt ein®
= ,Mindestens eines der beiden Ereignisse A oder B tritt ein*

Liosung: (a) Q= {1,2,3,4,5,6}2 = {11,12,13,...,66} mit || = 6% = 36

(b) A= {11,13,15,22,24,26,31,33, 35,42, 44, 46, 51, 53, 55, 62, 64, 66 }
B = {11,13,15,21,23,25,31,33,35,41, 43, 45,51, 53,55, 61, 63, 65}
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12. axiomatische Definition von Wahrscheinlichkeit

C=AnB=1{11,13,15,31,33,35,51,53,55}: ,beide Wiirfel ungerade* C = AU B =
{11,13, 15,31, 33, 35,51, 53,55}: ,,beide Wiirfel ungerade*

3. A und B seien Mengen mit |A| = a und |B| = b.
(a) Wie viele Funktionen f von A in B gibt es (D = A, Wy & B)?
(b) Wie viele umkehrbare Funktionen von A in B gibt es? Welcher Bedingung

Lésung:

(c) B={1,2}, CC A fc:A—DB: folr)=

(a)

miissen a und b in diesem Fall geniigen?

1 firzed
0 firz¢C

Verwende das Ergebnis von (a), um die Méchtigkeit der Potenzmenge P(A) zu
berechnen (P(A) ist die Menge aller Teilmengen von A).

Da A und B endlich sind, kann man schreiben:
A ={ay,a2,...,a,} und B ={by,bo,... by}
Jede Funktion f: A — B mit Dy = A ist eine Menge von Wertepaaren der Form

f = {(allml), (ag‘xz), ce (aa]xa)} mit z; € B

f ist also durch das a-Tupel (z1,x2,...,2,) mit z; € B eindeutig charakterisiert. Die
gesuchte Zahl von Funktionen ist also gleich der Zahl der verschiedenen a-Tupel. Da
es fiir jedes z; genau b Moglichkeiten gibt, ist die gesuchte Zahl

GZ(a,b) = b
GZ(a,b) steht fiir ,Zahl der geordneten Stichproben der Lénge b mit Zuriicklegen aus
einer a-Menge“.

Die Umbkehrrelation f~! von f ist

= A1la), (22]a2),. .., (zalaa)}

f~!ist nur dann eine Funktion, wenn alle z; verschieden sind. Die gesuchte Zahl von
umkehrbaren Funktionen ist also gleich der Zahl der verschiedenen a-Tupel mit lauter
verschiedenen x; € B, d.h. es muss b 2 a sein:

b!
(b—a)!

GZ(a,b)=b-(b—1)-(b—2)...-(b—a+1) =

GZ(a,b) steht fiir ,,Zahl der geordneten Stichproben der Linge b ohne Zuriicklegen aus
einer a-Menge“.

Zu jeder Teilmenge C von A gibt es eine Funktion fo und umgekehrt. Die Zahl der
verschiedenen Funktionen fc ist also gleich der Méchtigkeit von P(A). Wegen b =
|B| = 2 folgt aus (a):

[P(A)] =2 =214
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13. verkniipfte Ereignisse und ihr
Wahrscheinlichkeiten

1. Ein kleines Gebirgsdorf am Rande der Alpen bewirbt sich fiir Olympia. Im Dorf
leben 4000 Einheimische (E) und es gibt auch Zugereiste (E). Das Dorf spaltet
sich in Olympiabefiirworter (B) und Olympiagegner (B). 631% der Befiirworter sind
Einheimische, 38% der Einheimischen sind Befiirworter. Weiter gibt es 120 zugereiste
Gegner.

(a) Berechne die fehlenden absoluten Haufigkeiten und trage sie in eine Vierfelder-
tafel ein.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Zugereister ein Gegner?
(¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Gegner ein Zugereister?

(d) Ein Dorfbewohner wird zufillig ausgewéhlt. Untersuche die Ereignisse F: ,Der
Ausgewéhlte ist Einheimischer® und B: ,Der Ausgewihlte ist Befiirworter” auf
stochastische Unabhéngigkeit.

Lésung: (a) |[BNE|=0,38|E|=0,38-4000 = 1520 E E
IBNE| = |E| — |BN E| = 4000 — 1520 = 2480 B | 1520 | 880 | 2400
B | 2480 | 120 | 2600
1oy .1B| =
635%-|B|=|BNEl = 4000 | 1000 | 5000

IBNE| 1520 -30

1B = 25 o = 2400 %l E| B
30
_ B 304|176 | 48
IBAE| =|B| - |BNE| = |B| - 1520 = 880 AVTIEYAR
[E| = |BNE|+ [BNE| =880 + 120 = 1000 50.0 [ 20.0 [ 100
—. |BnEl 120
b) Po(B) = 2L 22 oy
o) Py(B) = EEE - S 1
. [BnE| 120 3
p(E)= BE0E_ 2 P g4
(© PelE) = =5~ = 3600 ~ 65~ 1%

(d) P(E)-P(B)=08-0,48 =0,384 £ 0,304 = P(ENB) = abhingig

2. In dieser Aufgabe bedeutet das Wort Schiiler Buben und Médchen.
Die Befragung der Schiiler eines Kurses erbrachte folgendes Ergebnis:

e 14 Schiiler sind zwar vom Sport, nicht aber von der Mathematik begeistert
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13. verkniipfte Ereignisse und ihr Wahrscheinlichkeiten

Ein Médchen liebt Mathe und Sport
Drei Buben lieben Mathe und Sport

Sechs Méadchen sind sportbegeistert

Zwei Méadchen hassen Mathe und Sport

18 Schiiler mogen keine Mathematik

Vier Buben moégen keinen Sport

Sieben Schiiler mégen Mathe

Verwende folgende Mengensymbole:

B: Buben M: Mathematiker S: Sportler

(a) Wie viele Buben und Méadchen sind in dem Kurs?

(b) Beschreibe folgende Mengen in Worten und berechne ihre Méchtigkeit:
i. BNMnS
ii. (BNMNS)U(BNMNS)

(c) Beschreibe folgende Ereignisse mit Mengensymbolen und berechne ihre Méchtig-
keit:

i. Alle sportlichen Buben, die Mathe nicht mégen.
ii. Alle Médchen, die nur eins mogen, entweder Mathe oder Sport.

iii. Alle Schiiler die Mathe mogen oder alle Schiiler, die den Sport lieben.

Lésung: (a) _ _ _
B S S B |S S
M 3 by | 34+ by M1 mo 1+ mo
M b3 by | bg+ by M| 5 2 7
3+b3| 4 |B| 6 | me+2| |B

Addition der entsprechenden Elemente der beiden Vierfeldertafeln ergibt die Tafel fiir
alle Schiiler, da BN B = {):

QS S QS |S
M| 4 82 7 M| 4|37
— oder |—
M | 14 Sq 18 M |14 | 4|18
18 | s2+s4 | |9 18| 7125
b4:34—m4:2,b2:4—b4:2,m2:32—b2:1 —
B S |8 B|S|S B|S|S
% 3 2 ) % 11112 by = 14-5 — % 3125
M| by |2 |bgr2| [M|5]2]7 M| o211
3+bs| 4| |B 6|39 12416

—> 16 Buben, 9 M#dchen
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13. verkniipfte Ereignisse und ihr Wahrscheinlichkeiten

(b)

Sport mégen. [M N S| =3

(c) i. E=BNMNS, |E|=9
ii. E=(BNMnNS)U(BNSnNM),
iii. E=MUS,

E|=5+1=6

i. Buben, die weder Mathe noch Sport mégen, |[BN M N S| = 2
(BNMNS)YU(BNMNS)=MnS, also Schiiler, die zwar Mathe aber keinen

|E|=|M|+|S|-|IMNS|=7+18 -4 =21

3. In einem Dorf gibt es zwei Vereine, den Trachtenverein (T) und den Sportverein (S).
Fiir die Wahrscheinlichkeiten der Vereinszugehorigkeit eines beliebig ausgesuchten
Dorfbewohners gilt: P(T) = 40 %, P(S) =32%, P(TNS) = 8 %. 180 Dorfbewohner

Lisung:

4.

Losung:

gehoren zu keinem Verein. Wie viele Dorfbewohner gibt es?

Q| T | T
S| 8% | 24% | 32% 36%-2=180 — =z=
S 132% [ 36% | 68%

40% | 60% | 100 % Es gibt 500 Dorfbewohner.

(a) Aund B sind Teilmengen eines Ergebnisraumes 2 mit nichtleerem Durchschnitt
(AN B # (). Stelle M = (AU B)N (AU B) in einem Mengendiagramm dar. Gib
noch mindestens zwei andere Schreibweisen von M an.

(b) Driicke die getont dargestellte Menge D
durch A, B und C aus.

(a)

(b) D=(AUBUC)\ (ANB)
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Lésung:

Lésung:

13. verkniipfte Ereignisse und ihr Wahrscheinlichkeiten

. Eine Urne enthélt n Kugeln, z davon sind weif}, der Rest ist schwarz. Es werden

hintereinander zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen. Wir betrachten die Ereignisse
A = Die erste gezogene Kugel ist weifl* und B :=,Die zweite gezogene Kugel ist
weifl“. Untersuche A und B auf stochastische Unabhéngigkeit.

A:{ww,ws},P(A):E.Z—l z n—z zlz—l+n-2 zn-1) =z

n n—-1 n n-1 n(n —1) n(n —1)
B:{ww,sw}7P(B):3'Z_l—i-n_z- 2 _Hz-linzz) -l z
n n-—1 n n-—1 n(n —1) nn—1) n

z z-—1 22
:_.n_lyé?:P(A)-P(B)

d.h. A und B stochastisch abhingig.

ANB = {ww}, P(ANB)

. Von einer Bergstation fithren zwei Abfahrten ins Tal, eine einfache , blaue* und eine

anspruchsvolle ., schwarze®. Im Auftrag der ortsanséssigen Skischule wird untersucht,
ob die Wahl der Abfahrt geschlechtsabhéingig ist. Eine iiber mehrere Wochen erstellte
Statistik {iber die von der Bergstation abfahrenden Personen zeigt, dass 45 % unter
ihnen weiblich sind; 22 % unter ihnen sind ménnlich und entscheiden sich fiir die
schwarze Abfahrt, 27 % unter ihnen sind weiblich und wéhlen die blaue Abfahrt.

(a) Eine in der Statistik erfasste Person wird zufillig ausgewahlt. Untersuche die
beiden Ereignisse M =, Die ausgewihlte Person ist ménnlich® und B =, Die
ausgewahlte Person entscheidet sich fiir die blaue Abfahrt“ auf stochastische
Unabhéngigkeit. [Grundkursabitur Bayern, 2010]

(b) Unter den von der Statistik erfassten Mannern wird einer beliebig ausgewihlt;
mit welcher Wahrscheinlichkeit war er auf der schwarzen Abfahrt unterwegs?

(c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist eine beliebige auf der blauen Abfahrt befragte
Person weiblich?

(a) M w P(M)-P(B)=0,55-0,6=0,33=P(MNB) —
S 18% | 40% M und B sind stochastisch unabhéngig.
B | 33% 60 %
55 % 100 %
P(MNS) 022 2
P = = =_-=4
(b) Pae(S) P(M) 055 5 0%
PWNB 0,27 9
(c) Pg(W) = ( ) =—"—=—=45%

P(B) 0,6 20

Die Ereignisse A und B eines Zufallsexperiments sind stochastisch unabhéngig. Ver-
wende die Bezeichnungen der beiden Baumdiagramme und untersuche A und B auf
stochastische Unabhéngigkeit. Jeder Schritt ist stichwortartig zu begriinden.
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13. verkniipfte Ereignisse und ihr Wahrscheinlichkeiten

P(4) P(A) P(B) P(B)

A A B B
p1 P2 P3 P4
B B B B A A A A
P(ANB) P(ANB) P5 P6

Losung: Definition der Unabhéngigkeit und 1. Pfadregel:
P(ANB) = P(4)- P(B) = P(A)-pi = p1 = P(B)
1. Pfadregel:
pp=1-p=1-P(B)=P(B) = P(ANDB)=P(A)-py=P(A)-P(B)
1. Pfadregel:
ps=P(ANB) = P(A)-P(B)=P(B) -ps — ps=P(4)
pa=1-p3=1-P(A) = P(A)

1. Pfadregel: o B B B
pe = P(ANB) = P(B) -ps = P(B) - P(A)

— A und B sind stochastisch unabhingig.

8. Fiir das Folgende darf der Satz

Fiir paarweise disjunkte Mengen A;, A, ..., A,
(d.h. A; A, =0 fiir ¢ £ k) gilt

|Aj U Ao U .. UA,| = A1+ A2 + ... + A,

als bekannt vorausgesetzt werden. Zeige zunéchst

(XA\Y[=[X]|-[XNnY[] (2)

und beweise dann den auch fiir AN B # () giiltigen Satz

[AUB| = [A[+[B| - |AN B[] (3)

Veranschauliche dir zunéchst die Aussagen von (2) und (3) in Mengendiagrammen.
Gilt die neue Formel (3) auch fiir AN B = (7
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13. verkniipfte Ereignisse und ihr Wahrscheinlichkeiten

Lisung: Aus (X NY)N(X\Y)=0 X Y
und X = (X \Y)U (X NY) folgt mit (1)
X| = X\ Y]+ XNV
und damit (2).

Aus (ANB)N(A\ B)=10 A B
und (ANB)N(B\ A) =10
und (A\ B)N(B\ A) =10
und (AUB)=(A\ B)U(ANB)U(B\ 4)
)

folgt mit (1
|JAUB|=|A\ B|+|ANB|+|B\ 4|
und daraus mit (2)

JAUB| = |A|— |ANB|+|ANB|+|B| — |[ANB| = |A| + |B| — |ANn B|
—r—r S—

|A\B] |B\A

Fiir AN B = () ist (3) mit (1) identisch, also ja.

9. Aufgaben zur Anwendung

Beim Roulette ist in den vergangenen zehn Spielen jedesmal eine rote Zahl gezogen
worden. Auf welche Farbe wiirdest du im elften Spiel setzen? Begriinde!

Lésung: Die Ergebnisse sind unabhéngig, d. h. es ist egal auf welche Farbe man setzt.
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