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Mange elever i videregaende skole er gode til at Igse matematikkoppgaver som likner,mfedem
allerede er lgst i boken eller pa tavlen, mens de ikke er vant til at kaste seg ut i nye problemstillinger.
Ofteer elevene ikke trent i at mobilisere hele deres egen matematiske viten, men bruker bare
enkeltdeler i forskjellige situasjoner. Selv flinke elever med evner for matematikk opplever ofte faget

som kun regler og rutiner. Og den brede elevgruppen vil sjeddlen aldri ta matematikken til seg
som et redskapde kan anvende utenfor matematikktimenes oppgavelgsning.

&1 OOET ET COPOI OEAEOAO 06wl AOOOOAOACEAOOG
Erfaringer og inntrykk som de ovenstdende |a bak opprettelsen av et forskningsprosjekt

¢ 9 f S @& INEIR kod FlAt dreie seg om at utvikle aktiv, undersgkende og autonom
undervisning i matematikk, med tilhgrende malstyret lzering. Prosjektgruppen startet var 2013 og
bestod avatte matematikkleerere(heriblant Trine Brunjra fem videregdende skoleBiergen samt

en matematikkdidaktisk forsk€Mette Andresenjra Universitetet i BergerMalet med
forskningsprosjektet var at undersglkam vi kunne oppmuntre elevene til mere selvstendig
matematisk tenkning i undervisningen ved at la dem arbeide meblenodlgsning. Kort etter at vi
startet, kom prosjektet 9 f S @& (&l i(ESpBAjekisitiKeyCoMath.

Denne boken er blitt til som en del av KeyCoMath. Boken er tenkt som en kombinert dguks
inspirasjonsbokpg den er skrevet pa bakgrunn av forskningsprosjektet. Den inneholder opplegg til
undervisningsforlgp, som kan brukes direkte eller etter litt tilpasning pa et gitt niv@ogitt
sammenheng. Dessuten inneholder den en kort beskrivelse av forskningqedsteoretiske
matematikkdidaktiske overveielser samt analyse og diskusjon av utvalgte utklipp fra
forskningsprosjektets data.

KeyCoMath prosjektet

EUprosjektet KeyCoMath (navnet star for Developing Key Competencies by Mathematics Education)
har enbevilling fra Lifelong Learning Prognam®of the European UniorMalet med KeyCoMath er at
medvirke til at styrke en rekke ngkkelkompetanser hos elevene i hele skolesystemet.
Ngkkelkompetansene er: Matematisk kompetanse, skriftlig og muntlig kommunikpgjo

morsmalet, digital kompetanse, selvregulert og autonom leering, samarbeid og kommunikasjon og
initiativ hos elevene til at undersgke, veere kreative, proaktive, planlegge, organisere og fare egne
ideer ut i livet. Man kan lese mye mere om KeyCoMatbgektet pa hjemmesiden:
http://www.keycomath.eu/



http://www.keycomath.eu/

Det Norske bidrag til KeyCoMath bestod hovedsakelig i gjennomfgrelsen av det nevnte
forskningsprosjekt. Det skjedde vieat de otte laerere hver iseer utviklede og utpde
undervisningsforlgp av omkring 10 timers varighet med fokus pa selvstendig problemlgsning i deres
egne klasser. Undervisningen i problemlgsning var i starre eller mindre grad tilrettelagt
scenariebasert, altsd som en form for undersgkelseslandskam&basert undervisning betad her

et forlgp, hvor elevene blev presentert for et emne eller tephaor det pa den ene side var

avgrenset visse innholdsmessige rammer og given sammenheng og pa den anden side stadig var
mulighet for, at elevene pa egen hardinne oppstille modeller og lgse apne problemer og oppgaver.

Data fra prosjektet

Underveis i forskningsprosjektet blev der innsamlet data i form av notater og

undervisningsmateriale, samt lydilmopptakelser og bilder av undervisning og interviews albdev
analysert for at se naermere plvilke redskaper og strategier elevene tog i bruk ved

problemlgsningen. Vi var spesielt interessert i at fremprovosere og studere eksempler pa matematisk
kreativitet hos elevene, som den er beskrevet nedenfor. F@lerlgpene varat elevene fgrst blev
introdusert for emnet matematisk problemlgsning og etterpa kastet ut i at lgse et prolsiem var

yeid FT2NJ RSYI dziSy G t nNBNBYy Qi 2 Hfoklara.deéhdel I §Q LINE
tilfelle vistedet seg, at der oppstod gode lgsninger som i et plutselig glimt, hvor analysen av data ikke
gav noen fingerpek om hvordan. Ofte skjede dette ved andre elevers mellomkomst, men uten at man
kunne observere noen forutgdende stegvise lgsninger. Na ved fogsprosjektets avslutning

inngar utvalgte episoder, som inneholder eksempler pa sadanne glimt, i det videre arbeid. Malet blir
a undersgke, hvordan man kan legge til rette undervisnieg fremprovoserer lignende situasjoner,

og hvilke potensialer de romen for laering og utvikling av selvstendig matematisk elevarbeid.

Teoretisk grunnlag

I NDSARSG A F2NRlYyAyIaLINRaa2S{1GSG SFNIokaSNI L t 2
(2011) teoriforK @2 NRF Yy Y Iy |y 3NX LIS NI LINB) arfalgsyt badfeyitangsa > 2 3 |
strategier for lgsning av matematiske oppgaver. Den valgte forskningsmetode for prosjektet var i
overensstemmelse med et sosiokulturelt perspektiv. Metoden innebaer et samarbeid med leererne

sentrert omkring undervisningseksperimer som i (Cobb, 1999), mens tolkningen og analysen av

data blant annet var basert pa Yackel og Rasmussens (2002) arbeid med normer og forestillinger

(beliefs) i klasseveerelset. Arbeidsformen kombinerte lserernes utarbeidelse og utprgvning av
undervisningforigpene med felles diskusjoner og materialeutveksling pa en rekke planlegoings
evalueringsmgter. Innsamlingen av data i form av notater og filmopptagelser foregikk i skolearet
20132014, under avviklingen av de enkelte forlap.

Lifelong
Learning
Programme
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2.1 Matematisk problemlgsning (Schoenfeld 2011)

| planleggingen av forlgpene tok gruppen utgangspunkt i elevenes forutsetninger pa fire omrader.
Ifelge Schoenfeld (2011) er det ngdvendig og tilstrekkelig at vite falgende om elevene for af foruts
om deres problemlgsning vil lykkes eller ikke:

A VitensbaseHvilken matematikk kjenner de til?

A Problemlgsningsstrategier (heuristikkeilke redskaper eller teknikker har de til r&dighet
til at angripe problemerde ikke vedhvordan de skal lgse?

A Owrblikk og selvregulering: Aspekter metakognisjon som har at gjgre mgu/or godt den
enkelte har styr pa de problemlgsningsressurser, herunder tid, som er til radighet.

A Beliefs: Den enkeltes bilde av seg selv og oppfattelsgivavmatematikk er, hvatan deres
egen rolle, konteksten eter.

Oppstillingen av elevenes forutsetninger i de fire punkter ble brukt til at finne frem til, hvordan
elevene kunne utrustes til at arbeddkreativt. Det resulterte i planlegning av introforlgpet, som skulle
legge o til selve problemlgsningen, med fglgende mal:

a) at elevenes matematiske forutsetninger for at kunne gjennomfare problemlgsningsforlgpet
skulle veere i orden

b) at elevene skulle kjenne til de viktigste av spgrsmalene og forslagene i Polyas,skjema

c) atderikhssen skulle etableres en passende fagforstaelse og arbeidsmoral i
overensstemmelse med den mate gjerne ville ha elevene til at gjennomfgre
problemlgsningsforlgpet pa.

Ad a). Det matematiske innhold i problemlgsningsforlgpene og deres introforlawéilsakelig
innenfor omradene trigonometri, rekker og statistikk. Nar elevene skulle arbeid mere fritt med apne
oppgavervar det slet ikke entydidiva de ngdvendige forutsetninger kunne omfatte, likesom det
ville blive vanskeligere at styre det matematishnhold i laeringsutbyttet.

Ad b). Der var tale om, at elevene skulle blive kjent med de fire trin i Polyas skjema under
introforlgpet.

Ad c). Fagforstaelse, arbeidsmoral og rammsem kunne passe til problemlgsningsforlapmdskilte

seg fra den dagje undervisning pa flere viktige punkter. For eksempel var det menjagetevene
skulle ta al deres matematiske viden og erfaringer med i betraktning, i motsetning til den sedvanlige
oppgavelgsninghvor de alltid, eller som oftest, skulle bruke de fgéende sider i boken. Leererne
matte pa forhand ggre det klart for eleverat de ikke ville blive bedt om at Igse ferdigformulerte
oppgaver med nettopp et riktig svar, og at de kanskje ville komme til at bruke lang tid til at oyerveie
om deres svar overtdet var riktige.
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Spesielt valgte vi at la alle forlgpene starte med en introduksjon av konknetediske grep fra
fagomradet matematisk problemlgsning for at sikaeelevene hadde innsikt i passende
problemlgsningseuristikkerL y i NB Rdz] (G A 2 y & T 2 NdvDAIRNe/itSNew asfeatSdR S LA
mathematicalmetho® | @ D® t #olgal98FH NI mdpnp @

Bokens omdreiningspunkt er en liste eligrskjema inndelt i fire trin over spgrsmal og forslagm
man kan bruke forbindelse med problemlgsning, enten for seg selv eller som hjelp til elever. | resten
av boken refereres til dette som «skjemaet».

Trin 1 er at forsta problemet. Dette er ikke banaien kan tvert imot utgjgre en ny utfordring for
eleven. | mange tradispelle oppgaver kan eleven umiddelbart forsta eller gjenkjenne problemet
fordi den ubekjente alltid heddebog skal bestemmes ut fra alle de gvrige opplysninger; fordi
forutsetningene er enkle eller enda underforstod; eller i det hele tatt fordi der er tale om
typeoppgaveysom fglger samme skjema som de viste eksempler i halerstar umiddelbart for.
Hviseleven selv helt eller delvis formulerer problemeér skal arbeids med, kan man oppfatte dette
trin som den del av en modelleringsprosgsgor matematiseringerforegar.

Trin 2 er at finne forbindelsen mellom den ubekjente starretsen skal finnesogde opplysninger

der er til radighet. Her kommer de forskjellige forslag og teknikker i boukoke at kjenne igjen
problemet fra tidligere, komme i tanke om et beslektet problem, sammenligne med et allerede lgst
problem, huske andre problemer med samuoigekjente, omformulere problemet etc. Dette er tett
forbundet med oppstillingen av en matematisk modhilis eleven arbeider med sin egen
problemstilling.

Trin 3 er at gjennomfare planen for lgsning av problemet. Hvert trin skal overveies og keoesrolle
Dette er i motsetning til de fremgangsmatsom er beskrevet hos Lithner, som kjennetegner de
forskjellige typer av IR (imitative reasoning).

Trin 4 er at kontrollere den oppnadde lgsning pa forskjellige mater i stedet for at se i en fasitliste,
spare leereren eller blot stille sig tilfreds med at have funnet et svar. Utvikling av elevens
intellektuelle autonomi har som forutsetningt han eller hun selv er i stand til at gjennomfare
kontrollen.

Skjemaet ser sadan ut i min oversettelse:

SADAN L@SBRAN DET

Farste trin FORSTA PROBLEMET

Man maforsta problemet | Hva er den ubekjente? Hva er data? Hva er forutdatt@et mulig at
oppfylle forutsetningen? Er forutsetningen tilstrekkelig til at kunne
bestemme den ubekjente? Eller er den utilstrekkeliier©®verfladig?
Eller selvmotsigende?




Tegn en skisse. Innfgr passende notasjon.

Adskill de forskjellige deler av forutsetningen. Kan man skrive dem n

Andet trin

LAGGE EN PLAN

Finn forbindelsen mellom dat
og den ubekjentg

Man kan veere ngdt til a
betrakte et underproblem son
hjelp, hvis der ikke finnes e
umiddelbar forbindelse

Man skal forsgke at finne frer
til en planfor lgsning av
problemet

Har man sett problemet fg2ller har man sett det samme problem péa
en litt annen mate?

Kjenner man etéslektet problemKjenner man en setningom kan
vaere nyttig?

Se pa den ubekjentEorsgk at komme i tanke om et beslektet problen
som har den samme eller en lignende ubekjent.

Her er et problensom er beslektet med det aktuelle, og som allerede
lgst Kan det brukesRan man bruke dets resultat? Kan man bruke def
metode? Skulle man kanskje innfare en hjelpestarrelse for at kunne
benytte det beslektede problems lgsning?

Kan man omformulere problemet? Kan man omformulere det pa enn
flere mater?

Ga tibake til definisjonene.

Hvis man ikke kan lgse det stilte problem, sa lgs farst et beslektet
problem. Kan man forestille sig et mere tilgengelig, beslektet problen
Et mere generelt problem? Et mere spesifikt problem? Et analogt
problem? Kan man Igse enldes problemet? Behold blot en del av
forutsetningen og wlad resten av forutsetningen; hvor godt kan den
ubekjente sa bestemmes, hvordan kan den variere? Kan man utlede
brukbart av data? Kunne man tenke sig andre dstan ville veere egnet
til at besemme den ubekjente? Kunne man endre pa den ubekjente ¢
pa data, eller om ngdvendig pa begge, sann at den ny ubekjente og
nye data var tettere pa hinannen? Er alle data brukt? Er hele
forutsetningen brukt? Er der tatt hgyde for alle essensielle ygphger i
problemet?

Tredje trin

GENNEMFJRE PLANEN

Gjennomfaiplanen

Ved gjennomfgrelsen av planen skakrt trin kontrolleresEr det klart
at hvert trin er korrekt? Kan man bevjs# det er korrekt?

Fjerde trin

SE TILBAGE




Kontrollerden oppnadde| Kan markontrollere resultate? Kan man kontrollere argumentet? Kan
lgsning| resultatet fAs pa en annen mate? Kan man se lgsningen ved fgrste
gyekast? Kan resultatet, eller metoden, brukes pa et andet problem?

Resten av boken er inndelt i fire avsnitt;

l.  IklasseveerelsetBestar av tjue avsnitii{20) med innholdet fordelt sadan:
a. 1-5 diskuterer formalet med skjemaet.
b. 6-17 forklarer grunnoppdeling og hovedspgrsmal i skiemaet og gir et praktisk
eksempel.
c. 18,19 og 20 inneholder ytterligere eksempler.
Il.  Sadandser man detEn dialoghvor en idealisert leerer besvarer en idealisert elevs sparsmal.
lll.  Kort heuristisk ordbok Ordboken inneholder 67 oppslag i alfabetisk orden i form av kortere og
lengere artikler, nogen av mere teknisk art og andre med historiskditlaktisk innhold.
Meningen erat ordboken kan brukes til at sla opp i for at finne informasjon og isder
forventes at veere nyttighvis der sgkes informasjon om emneran selv er stgdd pa i
forbindelse med problemlgsning.
IV.  Problemer, hints og lgsningeHer stilles den ambisigse leser fem problemer. Der gis,hints
som kan fare til et resultat, hvilket er forklaret i Igsningen.

I boken tales det gjiennomgaende om leereren og eleven, disse benevnelser skal forstas bredt.

2.3 Elevers problemlgsningsstrategi er og tenkning (Lithner 2008)

For at gjgre malet med forskningsprosjektet mere tydelig og velfunétafulgte vi tankegangen hos
Lithner (2008). Her benevnes en oppgave>problemsituasjonghvis det ikke pa forhand er klart
hvordan man skal komme vide og elevens lgsning foregar i tre trin:

a. Der foregar et strategival@pvor strategi kan betyde alt fra en lokal prosedyre til en
overordnet tilgangog hvor valg ses i en bred betydning (velge, komme i tanke om,
konstruere, gjette, oppdage etc.). Evenliuieilgt av predikativ argumentasjoiivorfor vil
denne strategi kunne brukes til at lgse oppgaven?

b. Strategien implementeres, eventuelt understgttes mestifikativargumentasjonHvorfor
kunne strategien benyttes til at lgse oppgaven?

c. Eleven nar frem tién konklusjon.

Ifelge Lithner (2008) kan man identifisere visse karakteristiske fremgangsmater for lgsning av
matematikkoppgaversom er utbredte hos farstearsstudenter pa universitetet i Sverige. Blant de
mye utbredte fremgangsmater er husketenkning agpaitmisk tenkning, som er beskrevet
nedenfor.Poenget er, ifglge Lithner, at fremgangsmatene med held kan benyttes av de studerende
fordi alt, som er forstaelsesmessigt vansketigtatt ut av den oppgavele skal lgse, sa kun det aller
letteste er tibake. Dette kan enten ligge allerede i den matgppgaven er oppdelt og strukturert

pa, eller det kan skjaar lzereren stiller hjelpesparsmal og guider den studerende igjennom
oppgavelgsningen. Leererne i forskningsprosjektet gjenkjente dette, de hdmdewvert tilsvarende
strategier i videregaende skole, og de hadde oppleaetlevene gijennomgaende var best til at lgse
oppgavetyperde allerede kjente.



Om kreativ matematisk tenkning
Helt overordnet skjelner Lithner (2008) mellomiterende tenknindIR, for Imitative Reasoning) og
kreativ, matematisk fundert tenknin@MR, for creative mathematically founded reasoning).

Kreativ matematisk fundert tenkning (CMéppfyller falgende kriterier:

I.  Innovasjon: En ny (for den tenkende) tankerekke skapes, efl glemt tankerekke gjenkalles

II.  Plausibilitet: Der er argumentesom begrunnerat strategivalget og/eller implementeringen
er riktig eller plausibel.

lll.  Matematisk fundering: Argumentene er forankret i interne matematiske egenskaper ved de
komponenter som er involvert i tenkningen.

Det fremgar, at CMR er karakterisert ved at veere innoyadived de underliggende argumenter.
Utfordringen bestar na i at ikke CMR, men IR, er fremherskende i videregaende skole og pa
universitetet. Det malgruppen hadde satig kan beskrives ved, at elevene skulle bringes til at
mestre CMR. Kreativ matematisk tenkning behgver ikke, som problemlgsning, at forega i
problemsituasjoer, men omfatter ogsa elementeer tenkning. Det betydgrman kan forestille seg
en elev tenke keativt matematiskselv om eleven ikke er i en problemsituasjon, altsd har et problem
som skal lgses pa en maten eller hun ikke kjenner pa forhand. En sadan kreativ tenkning kunne
for eksempel best at eleven sa en ny sammenheng mellom kjente bpgreller kjedet forskjellige
representasjoner av et begrep eller en starrelse sammen pa en ny hititeer identifiserer en

rekke tenkemater under IR, som man kan se elever ga frem efter i problemlgsningssituasjoner.
Tenkematene adskiller sig fra hvache med hensyn tihvordan strategivalget foregang/eller
implementeringen av den valgte strategi.

Underinndeling av IR:
1. Husketenkning (MR, for Memorized reasoning) oppfyller:

a. Strategivalget er basert pa, at eleven kan gjenkalle seg et kompiet sva
b. Implementeringen bestar utelukkende i at nedskrive svaret.

Al problemlgsning bygger jo delvis,p&man gjenkaller seg noe, men som overordnet strategi er
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beviser. MR kan ogsé ha effekt gjiennom veletablerte erfaringer fra undervisningen, ogsa i form av
ideer om hvordan fasit vanligvis er (helt tal, positiv stigning etc.).

2. Algoritmisk tenkning (ARhvor algoritmer inkluderer alle ferdiglaget prosedy(som for
eksempel bestemmelse av nullpunkt ved at zoome inn pa aksen med en graffregner). Det
avgjarende er, at algoritmen kan bestemmes pa forhand. Betegnelsen «algoritme» benyttes
her bredt. Poenget er, at alsom er forstaelsesmessigt vanskedigtatt ut, sa kun det aller
letteste er tilbake til eleven. AR oppfyller:

a. Strategivalget bestar i at gjenkalle en Igsningsalgoritme. Den prediktive
argumentasjon kan veere av forskjellig art, men der vil ikke veere nogen grund til at
finne pa en ny lgsning.



b. Resten av tenkningen under implementeringen av strategien er triviell for den
tenkende, kun slurvefeil kan forhindrat det riktige svar finnes.

Typen av argumentesom omtales i punkene Il og Il ovenfer knyttet til de forskjellige faser i
problemgsningen. Lithner tar utgangspunkt i de samme fasem Polya ogsa (senere Schoenfeld)
arbeidet med. Analyse, undersgkelse og planlegging skal sa understgttes av prediktive argumenter
mens implementering og verifikasjon skal understgttesenfikativeargumenter. Det vil sigat

analyse gir argumenter fohvorfor egenskaper ved oppgavens komponenter har bestemte
konsekvenser. Undersgkelse skal viserfor noen av resultatene kan veere brukbare. Planleggingen
dreier seg omhvorfor visse angrepsvirgd vil have bedre sjanse for at fare til en Igsning.
Implementeringen gir mere overordnet en begrunnelse forfor det gar den riktige vei, og

kanskje hvorfor strategien ma overveies pa nytt. Verifikasjon er forklaringemvpéor det faktisk er
funnet en lgsning. Hvis oppgaven kan forstads umiddelbart ved lesairgt ikke bruk for

argumenter, men ellers ma man forsgke at oppna forstaelse ved analyse eller ved undersgkelse.

Underinndeling av AR:
Det vanskelige ved AR bestar i at velge algoritmienéithar identifisert tre undertyper av AR:
Familizer AR, Utelukkelsesmetode AR og Guidet AR
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overbeviser eleverer, at oppgaver med bestemte kjennetegn hgrer til esstemt
algoritme. Validiteten av den overfladiske familizere AR er ikke basert pa forankring i interne
matematiske egenskaper &g derfor ikke palitelig i problemlgsningssituasjoner. Kjennetegn:

a. Strategivalget begrunnes meat oppgaven ligner émer kanlgses med velkjent
algoritme.

b. Algoritmen implementeres.
ii. Utelukkelsesmetode AR defineres sadan:

a. Algoritmen er utvalgt ved utelukkelsesmetoden ut fra overfladisk likhet med
oppgaven. Resultatet forutsies ikke.

b. Den \erifikativeargumentasjon er basert pa ovkadiske overveielsesom kun
vedrgrer den tenkende sine forventninger om at fa et resultat. Hvis der ikke oppnas
et (for brukeren) rimelig resultaforkastes algoritmen umiddelbart, uten evaluering,
og en annen fra det begrensede utvalg utprgves.

Utelukkelsesmetode AR er en hovedmetode innenfor AR i problemlgsningssitug$jeaefamiliser
AR ikke virkerog det ikke er ekstern hjelp til radighet. Det skjer ofte i farste forsgk, nar eleven kun
kjenner en algoritmesom har med sagen at gjare, eller hdes giver et akseptabelt resultat. Dette
ma ses i lyset av, at det i praksis oftest er en akseptesiomatematiskiorm at rettferdiggjere eller
begrunne en anvendt Igsningsmetode ved simpelthen at beskrive den.

iii.  Guidet AR med tilkalt ekstern hjelp.

| tekst-guidet AR er fglgende oppfylt:



a. Strategivalget dreier seg om at identifisere overfladisk likhet mellom oppgaven og et
eksempel, definisjon, setning, regel eller en annen situasjon i en tekstkilde.

b. Algoritmen implementeres utewerifikativargumentasjo.
Personguidet AR:

a. Alle strategivalgsom er problematiske for den tenkenderetages av en guidesom
ikke giver nogen prediktiv argumentasjon.

b. Strategiimplementeringen fglgguiden og gjennomfarer de tilbakeveerende
rutineoperasjoner uterverifikativargumentasjon.

2.4 Undervisningseksperimenter i samarbeid med leerere (Cobb 1999)

{ARSY afdziyAyaSy I @ wmopy n QS NW&ileSeNdatBndatikdidaRtie@ii Sy Sy
vars vestlige kultur forsker pa. Fremfor tidligere, hvor man iszer interesseg for den enkelte elevs
mentale behandling av informasjon og kognitive prosesser, er det na et stigende foku®mfan

eleven oppbygger en matematisk virkelighet preget av den sosiale og kulturelle sammgnéeng

eller hun inngar i. Synet pBvordan teori og praksis henger samméar endret seqg fra tanken om

leerere som avtagere eller brukere av didaktisk teori utviklet i separate institusjoner adskilt fra skolen

(i et elfenbenstarn eller lignende sted) til en alternativ oppfattelssor man Igger vekt paat

didaktisk teori utvikles pa basis av praksis, som den ogsa virker tilbake pa og pavirker. Den alternative
oppfattelse legger opp til en forskningsbasert utvikling av den konkrete undervisning, samtidig med

at hele den endrede mate at driveatematikdidaktisk forskningahar gitt anledning til at utvikle en

rekke nye forskningsmetoder.

De undervisningseksperimenteti har gjennomfart i forskningsprosjekiefser et eksempel pa en

ANRIY y& YSG2RS® aSi2RSy oftypesafkiane @S YakNdE Sy LIS NA
Q2 NB | y A égdenskbrigstainke gat lsering kan anskues som en avbalansert inndragelse av

bade individets aktive konstruksjon og matematiske oppdragelsesprosesser.

Undervisningseksperimentene i samarbeid med lasgzarar dessuten karakterisert ved at

i. leererne som deltagere i forskningsgruppen underviste i deres egne klasser
ii.  malet var teoriutvikling sammen med utvikling av undervisningen
iii. leererne og forskeren var Igpende inndraget i analyse og diskusjon, i alle fhesdr:
planlegning, gjennomfarelse, og dataanalyse.

Den retrospektive analyse av data fra undervisningseksperimentene resulterte blant annet i ny viden
om elevenes tidligere omtalte glimtasnnsikt, som kunne identifiseres i en rekke episoder som
paradgmatiske tilfelle. Da man ifglge Cobb (1999) ikke kan forvemterskjellige forskere vil na

frem til ngyaktig samme resultater av dataanalysen fra et undervisningseksperienent
reproduserbarheten et ikkeelevant vitenskapelig kriterie i denne samnieng. Muligheten for at
generalisere og troverdighet av analysen star tilbake som relevante kriterier. Episoder fra
undervisningen far vekhar de kan ses som paradigmatiske i den retrospektive analyse, og kunsten
blir at lage en generaliserbar fortolkig, som respekterer den enkelte episodes spesifikke
karakteristika. Det er presist denmgeneraliserbarhetsom gjar forskjellen pa analyseom sikter
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mot at evaluere konkrete undervisningsforlgp, og analysem sikter mod teoriutviklingler kan gi
retningslinjer for nye, forbedrede undervisningseksperimenter.

2.5 Normer og forestillinger i klasseveerelset (Yackel og Rasmussen 2002)

9f SPSySa ¢0StASTaé 2 IJomRSremyherdkdndeNklasger abgdoteRda farA £ £ Ay 3 S
om det lykkesat gjennomfgre undervisnindpvor elevene er aktive, selvstendige, undersgkende og

kreative. | (Yackel og Rasmussen 2002) kan man finne en beskswetseygger pa Paul Cobbs

sammenkjeding av sosiale og psykologiske perspektiver (Figur 1)

Det sosiale prspektiv omfatter klassens matematiske praksis med vekt pa utviklingen av felles
forstaelse (takerasshared meanings) og ikke bare sosialt aksepterte mater at agere pa. Den
normative praksis finnes i form av en lokal klasseromspraksis. Denne praksigikoss og
videreutvikles av laereren og eleventellesskap i lgpet askoletiden. | det psykologiske perspektiv
betraktes elevennar han eller hun er engasjert i matematisk aktivitet. Der er ikke en riutsg
mellom sofale og psykologiske perspektivezering involverer badeat eleven agerer i verdeng at
eleven omorganiserer sine forestillinger og tankéer de inrtrykk, verden gar pa ham eller hende.

Sosiale perspektiver Psykologiske perspektiver

Klassens sosiale normer
Skal markere det fedbskapgeleven deltager | | overensstemmelse med utviklingen de

i. Etableres aleereren og elevenetterhvert | sosiale norrer far den enkelte elev etilole
og omfatter foreksempel at forklare og av sin egen rolle og av de andres og av, h
begrunne lgsninger, forsekat forstd andre§ matematisk aktivitet er.

forklaringer etc.

Sosomatematiske normer
Spetfikke for matematik, for eksempel Gjennom détagelse i utiklingen awde
vedrgrende argmenter: Hva teller som et | sosiomatematiske normer uikler den
anrerledessvar, nar er en lgsning smart, h] enkelte elev sidelggne sine egne ideer og
er en ordentlig matematisk dgrunrelse? forestillinger om hvamatematikk er, og om
matematiske verdier og inngik

Klassens matematiske praksis
Betraktes, forddet er umulig at fglge og Klassens utvikling awatematisk praksis
undersgle den enkelte elevmatematiske | avspeles for den enkelte elev i matematisk
viden, nar klassen betraktes som helhet [tolkninger, aktiviteter og dermed leering

Figurl

I denne ramme er undersgkende aktiviteter i matematikk ifglge (Yackel & Rasmussen 2002)
kjennetegnet ved:
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Sogale normer hvor elevene forventes at
A utvikle lgsningersom giver mening for dem selv
A forklare og rettfediggere deres tanker
A Iytte til og forsgle at forstd andres tanker
A sparre og utfordre, nér der er node ikke forstér

Sosomatematiske normerhvor forklaringer skal anvise handlinger med matematiske objekter som, i
en fdles forstaelse i klassen, pleves som virkelige.

Belids oppfattes som det enkelte individs kaigie basis for fortolkninger agte situaspner, som
oppstar under soisl interakspn. Beliefs uvikles over tid i ewekselvirkning med nornme. Det
betyder, at elevenes forestillinger om, hestematikk er, og hviken rolle de selv kan spille i forhold
til matematikken, kan formes over tidar det lykkes at gpbygge de sosiaJenatematiske og
sosomatematiske normersom stemmer overens med undersgkende undervisning.
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Kompetansemal

Mat S2- Algebra
- Finne mgnstre i tallfalger og bruke dem til & summere endelige aritmetiske og geometriske rekker
og andre rekker, med og uten digitale hjelpemidler.

Mat R2- Algebra

- Finne og analysere rekursive og eksplisitte fomler for tallmgnstre med og utéseligelpemidler,

0g gjennomfgre og presentere enkle bevis knyttet til disse formlene.

- Summere endelige rekker med og uten digitale hjelpemidler, utlede og bruke formlene for summen
av de¢ farste leddene i aritmetiske og geometriske rekker og bruke dette til & lgse praktiske
problemer.

Leeringsmal
- Finne formelen for en rekke
- Vise en matematisk formel ved hjelp av tegninger
- Jobbe sammen i grupper og ha ansvaret for a forkla

.

en tenkematefor sine medelever ~epgh
- Jobbe selvstendig med en type oppgasevene aldri X :

hadde sett far can
. . g
- Diskutere og formulere matematikk .

Tidsforbruk og valg av tidspunkt
Sele opplegget tar 4 timer. Passende for en blokkdag.

Arbeidsform
Elevene arbeider i grupper i timganger. Denne gruppeinndeling kan ogsa tenkes pa som en matrix,
fordi elevene blir delt farst i den ene retning, dernest den andre.

La oss sat vi har 20 elever og deler dem 5 grupper med 4 personer i hver grappizLILIS mMX XX p
Hver av de 5 gruppenarbeider med egen sin unike oppgave. Gruppen ma sgrgatfalle gruppens
medlemmer forstar oppgaven og lgsningen og er i stand til & forklare lgsningen for andre.

Dernest deles klassen pa en annen mégdedes at der dannes nye grupper med medlemfrer

hver av de 5 farste gruppeneebdannes séledes 4 nye grupparNXzLILIS , sorll bedtér av érb
LISNERE2Y FNI KGBSNI I @ INVzZLIISYS wmSomKaIjpbbetrmnedRSY y &S 3N
forskjellige oppgaver, og som na har ansvar for a forklameihgen for de andre i gruppen.

Til farste del er det en fordel at sette sammen gruppes@eelevene har samme niva. Sa vidt mulig
like mange i hver gruppe.
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Forutsetning
Forutsetter kjiennskap til ledd, falger, rekker, sum, formel fée tedd, formel fo neste ledd.

Dette kan gjeres pa to dobbeltimer ved a la elevene arbeide med de farste to avsnitt (felger, rekker)
fra Aschehoug Mat S2, kapittelet om rekker. Annet materiale eller leerebgker kan selvsagt brukes,
men fordelen med ovenstadende materialg at det arbeides mer undersgkende ut fra forskjellige
typer falger og rekker. Har man farst introdusert aritmetiske og geometriske rekker, har elevene en
tendens til kun & se etter disse mgnstrene og falgelig bli mer 1ast i deres sgken. Alternativt kan
engelskspraklig materiale brukes, for eksempel fra IB Math studies.

Forlgp

1) Gjennomga felles introduksjon (Completing the Square, Algebraic Ar&esvine jobber
med oppgave {Sums of Integers |, Sums of Odd IntegerSdlles oppsamling pa tavlen.
Tiddorbruk omkring en time.

2) Inndeling i Matrix grupper. Arbeide med oppgave 2 (Sums of Integers Il, Sums of Odd
Integers Il, Squares and Sums of Integers, Sums of Cubes IV, Geometric SEriesdih).
grupper tidlig ferdig, sa kan de fa ekstraoppgaver.

Tidsforbruk omkring en time.

3) Ny inndeling av gruppene pa tvers. Elevene far alle oppgavene. Elevene ma forklare
hverandre hvordan deres gruppe lgste oppgaven. Tidsforbruk omkring en time.

4) Felles gjennomgang pa tavlen av elever. Tidsforbruk omkring en time.

Utfordring til elevene

Ekstra oppgaver. Differensiering av oppgavene til gruppene.

Den siste oppgaven (Geometric Seriestlanskelig. Erfaringen visat de flinke elever ikke far det
hele til, men en del av oppgaven. De gar pa med krum hals dgtarutfordringen. Lasningen kan
lzereren gjennomga felles.

Felles oppsummering og diskusjon

Underveis i arbeidet i de siste gruppene kan det veere en fordel & snakke med elevene ogosparre
de er villige til & gjennomgéa oppgaven pa tavlen foran reskasskn. Fordelen er at eleven gver seg i
a presentere matematikk pa en forstaelig mate. De er nok litt mere trygge pa a gjare det foran
klassennar de allerede har gvet seg i den trygge gruppe.

Den felles gjennomgang sikrat eventuelle feil, ungyaktigeter og forskjellige oppfatninger
kommer frem, og kan gi utgangspunkt for ytterlige diskusjoner.

Introduksjon

Forklar hvordan figurene tolkes og brukes til & komme frem til sammenhengen.
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Completing the Square
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a-b a
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Oppgave 1

Sums of Integers |
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Oppgave 2, Matrix -oppgaver

Sums of Integers I
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Sums of Odd Integers II
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Squares and Sums of Integers
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16341 = 2"

1+2+3+2+1 = 37

1+2+3+4+3+2+1 = 42
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Sums of Cubes IV
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