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ρ )ÎÎÌÅÄÎÉÎÇ 
Mange elever i videregående skole er gode til at løse matematikkoppgaver som likner på dem, der 

allerede er løst i boken eller på tavlen, mens de ikke er vant til at kaste seg ut i nye problemstillinger. 

Ofte er elevene ikke trent i at mobilisere hele deres egen matematiske viten, men bruker bare 

enkeltdeler i forskjellige situasjoner. Selv flinke elever med evner for matematikk opplever ofte faget 

som kun regler og rutiner. Og den brede elevgruppen vil sjeldent eller aldri ta matematikken til seg 

som et redskap, de kan anvende utenfor matematikktimenes oppgaveløsning.   

&ÏÒÓËÎÉÎÇÓÐÒÏÓÊÅËÔÅÔ ȱ%ÌÅÖÓÔÒÁÔÅÇÉÅÒȱ 
Erfaringer og inntrykk som de ovenstående lå bak opprettelsen av et forskningsprosjekt, 

έ9ƭŜǾǎǘǊŀǘŜƎƛŜǊέΣ som kom til at dreie seg om at utvikle aktiv, undersøkende og autonom 

undervisning i matematikk, med tilhørende målstyret læring. Prosjektgruppen startet vår 2013 og 

bestod av åtte matematikklærere (heriblant Trine Brun) fra fem videregående skoler i Bergen samt 

en matematikkdidaktisk forsker (Mette Andresen) fra Universitetet i Bergen. Målet med 

forskningsprosjektet var at undersøke, om vi kunne oppmuntre elevene til mere selvstendig 

matematisk tenkning i undervisningen ved at la dem arbeide med problemløsning. Kort etter at vi 

startet, kom prosjektet έ9ƭŜǾǎǘǊŀǘŜƎƛŜǊέ med i EU-prosjektet KeyCoMath.  

Denne boken er blitt til som en del av KeyCoMath. Boken er tenkt som en kombinert bruks- og 

inspirasjonsbok, og den er skrevet på bakgrunn av forskningsprosjektet. Den inneholder opplegg til 

undervisningsforløp, som kan brukes direkte eller etter litt tilpasning på et gitt nivå og i en gitt 

sammenheng. Dessuten inneholder den en kort beskrivelse av forskningsprosjektet, teoretiske 

matematikkdidaktiske overveielser samt analyse og diskusjon av utvalgte utklipp fra 

forskningsprosjektets data.  

KeyCoMath prosjektet  
EU-prosjektet KeyCoMath (navnet står for Developing Key Competencies by Mathematics Education) 

har en bevilling fra Lifelong Learning Programme of the European Union. Målet med KeyCoMath er at 

medvirke til at styrke en rekke nøkkelkompetanser hos elevene i hele skolesystemet. 

Nøkkelkompetansene er: Matematisk kompetanse, skriftlig og muntlig kommunikasjon på 

morsmålet, digital kompetanse, selvregulert og autonom læring, samarbeid og kommunikasjon og 

initiativ hos elevene til at undersøke, være kreative, proaktive, planlegge, organisere og føre egne 

ideer ut i livet. Man kan lese mye mere om KeyCoMath-prosjektet på hjemmesiden: 

http://www.keycomath.eu/ 

http://www.keycomath.eu/
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Det Norske bidrag til KeyCoMath bestod hovedsakelig i gjennomførelsen av det nevnte 

forskningsprosjekt. Det skjedde ved, at de otte lærere hver især utviklede og utprøvde 

undervisningsforløp av omkring 10 timers varighet med fokus på selvstendig problemløsning i deres 

egne klasser. Undervisningen i problemløsning var i større eller mindre grad tilrettelagt 

scenariebasert, altså som en form for undersøkelseslandskap. Scenariebasert undervisning betød her 

et forløp, hvor elevene blev presentert for et emne eller tema, hvor det på den ene side var 

avgrenset visse innholdsmessige rammer og given sammenheng og på den anden side stadig var 

mulighet for, at elevene på egen hånd kunne oppstille modeller og løse åpne problemer og oppgaver.  

Data fra prosjektet  
Underveis i forskningsprosjektet blev der innsamlet data i form av notater og 

undervisningsmateriale, samt lyd-, filmopptakelser og bilder av undervisning og interviews. Data blev 

analysert for at se nærmere på, hvilke redskaper og strategier elevene tog i bruk ved 

problemløsningen. Vi var spesielt interessert i at fremprovosere og studere eksempler på matematisk 

kreativitet hos elevene, som den er beskrevet nedenfor. Felles for forløpene var, at elevene først blev 

introdusert for emnet matematisk problemløsning og etterpå kastet ut i at løse et problem, som var 

ƴȅǘ ŦƻǊ ŘŜƳΣ ǳǘŜƴ ŀǘ ƭŋǊŜǊŜƴ ΩǘƻƎ ƎŀǎǎŜƴ ŀǾΩ ǇǊƻōƭŜƳŜǘ ǾŜŘ ŀǘ ǎǘƛƭƭŜ ŘŜƭǎǇǄǊǎƳňƭ å forklare. I en del 

tilfelle viste det seg, at der oppstod gode løsninger som i et plutselig glimt, hvor analysen av data ikke 

gav noen fingerpek om hvordan. Ofte skjede dette ved andre elevers mellomkomst, men uten at man 

kunne observere noen forutgående stegvise løsninger. Nå ved forskningsprosjektets avslutning 

inngår utvalgte episoder, som inneholder eksempler på sådanne glimt, i det videre arbeid. Målet blir 

å undersøke, hvordan man kan legge til rette undervisning, der fremprovoserer lignende situasjoner, 

og hvilke potensialer de rommer for læring og utvikling av selvstendig matematisk elevarbeid. 

Teoretisk grunnlag  
!ǊōŜƛŘŜǘ ƛ ŦƻǊǎƪƴƛƴƎǎǇǊƻǎƧŜƪǘŜǘ ǾŀǊ ōŀǎŜǊǘ Ǉň tƻƭȅŀΩǎ όмфурύ ǇǊƻōƭŜƳƭǄǎƴƛƴƎǎƘŜǳǊƛǎǘƛƪƪΣ {ŎƘƻŜƴŦŜƭŘΩǎ 

(2011) teori for, ƘǾƻǊŘŀƴ Ƴŀƴ ŀƴƎǊƛǇŜǊ ǇǊƻōƭŜƳƭǄǎƴƛƴƎΣ ƻƎ [ƛǘƘƴŜǊΩǎ όнл08) analyser av studentenes 

strategier for løsning av matematiske oppgaver. Den valgte forskningsmetode for prosjektet var i 

overensstemmelse med et sosiokulturelt perspektiv. Metoden innebær et samarbeid med lærerne 

sentrert omkring undervisningseksperimenter som i (Cobb, 1999), mens tolkningen og analysen av 

data blant annet var basert på Yackel og Rasmussens (2002) arbeid med normer og forestillinger 

(beliefs) i klasseværelset. Arbeidsformen kombinerte lærernes utarbeidelse og utprøvning av 

undervisningsforløpene med felles diskusjoner og materialeutveksling på en rekke planleggings- og 

evalueringsmøter. Innsamlingen av data i form av notater og filmopptagelser foregikk i skoleåret 

2013-2014, under avviklingen av de enkelte forløp.  
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ς -ÁÔÅÍÁÔÉËËÄÉÄÁËÔÉÓË ÔÅÏÒÉ  

2.1 Matematisk problemløsning (Schoenfeld 2011)  
I planleggingen av forløpene tok gruppen utgangspunkt i elevenes forutsetninger på fire områder. 

Ifølge Schoenfeld (2011) er det nødvendig og tilstrekkelig at vite følgende om elevene for at forutsi, 

om deres problemløsning vil lykkes eller ikke:  

Å Vitensbase: Hvilken matematikk kjenner de til? 

Å Problemløsningsstrategier (heuristikker): Hvilke redskaper eller teknikker har de til rådighet 

til at angripe problemer, de ikke ved, hvordan de skal løse? 

Å Overblikk og selvregulering: Aspekter av metakognisjon som har at gjøre med, hvor godt den 

enkelte har styr på de problemløsningsressurser, herunder tid, som er til rådighet. 

Å Beliefs: Den enkeltes bilde av seg selv og oppfattelsen av, hva matematikk er, hvordan deres 

egen rolle, konteksten etc. er. 

Oppstillingen av elevenes forutsetninger i de fire punkter ble brukt til at finne frem til, hvordan 

elevene kunne utrustes til at arbeide kreativt. Det resulterte i planlegning av introforløpet, som skulle 

legge opp til selve problemløsningen, med følgende mål: 

a) at elevenes matematiske forutsetninger for at kunne gjennomføre problemløsningsforløpet 

skulle være i orden, 

b) at elevene skulle kjenne til de viktigste av spørsmålene og forslagene i Polyas skjema, 

c) at der i klassen skulle etableres en passende fagforståelse og arbeidsmoral i 

overensstemmelse med den måte, vi gjerne ville ha elevene til at gjennomføre 

problemløsningsforløpet på. 

Ad a). Det matematiske innhold i problemløsningsforløpene og deres introforløp lå hovedsakelig 

innenfor områdene trigonometri, rekker og statistikk. Når elevene skulle arbeid mere fritt med åpne 

oppgaver, var det slet ikke entydig, hva de nødvendige forutsetninger kunne omfatte, likesom det 

ville blive vanskeligere at styre det matematiske innhold i læringsutbyttet.  

Ad b). Der var tale om, at elevene skulle blive kjent med de fire trin i Polyas skjema under 

introforløpet.  

Ad c). Fagforståelse, arbeidsmoral og rammer, som kunne passe til problemløsningsforløpet, adskilte 

seg fra den daglige undervisning på flere viktige punkter. For eksempel var det meningen, at elevene 

skulle ta al deres matematiske viden og erfaringer med i betraktning, i motsetning til den sedvanlige 

oppgaveløsning, hvor de alltid, eller som oftest, skulle bruke de foregående sider i boken. Lærerne 

måtte på forhånd gøre det klart for elevene, at de ikke ville blive bedt om at løse ferdigformulerte 

oppgaver med nettopp et riktig svar, og at de kanskje ville komme til at bruke lang tid til at overveie, 

om deres svar overhodet var riktige.  
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2.2 ȱ(Ï× ÔÏ ÓÏÌÖÅ ÉÔȱ ɉ0ÏÌÙÁ ρωψυɊ 
Spesielt valgte vi at la alle forløpene starte med en introduksjon av konkrete, metodiske grep fra 

fagområdet matematisk problemløsning for at sikre, at elevene hadde innsikt i passende 

problemløsningsheuristikker. LƴǘǊƻŘǳƪǘƛƻƴǎŦƻǊƭǄǇŜƴŜ ōȅƎƎŜŘŜ Ǉň ΨHow to solve it. New aspects of 

mathematical methodΩ ŀǾ DΦ tƻƭȅŀ ŦǊŀ мфпрΦ (Polya 1985) 

Bokens omdreiningspunkt er en liste eller et skjema inndelt i fire trin over spørsmål og forslag, som 

man kan bruke i forbindelse med problemløsning, enten for seg selv eller som hjelp til elever. I resten 

av boken refereres til dette som «skjemaet». 

Trin 1 er at forstå problemet. Dette er ikke banalt, men kan tvert imot utgjøre en ny utfordring for 

eleven. I mange tradisjonelle oppgaver kan eleven umiddelbart forstå eller gjenkjenne problemet, 

fordi den ubekjente alltid hedder ὼ og skal bestemmes ut fra alle de øvrige opplysninger; fordi 

forutsetningene er enkle eller enda underforstod; eller i det hele tatt fordi der er tale om 

typeoppgaver, som følger samme skjema som de viste eksempler i boken, der står umiddelbart før. 

Hvis eleven selv helt eller delvis formulerer problemet, der skal arbeids med, kan man oppfatte dette 

trin som den del av en modelleringsprosess, hvor matematiseringen foregår. 

Trin 2 er at finne forbindelsen mellom den ubekjente størrelse, som skal finnes, og de opplysninger, 

der er til rådighet. Her kommer de forskjellige forslag og teknikker i bruk: forsøke at kjenne igjen 

problemet fra tidligere, komme i tanke om et beslektet problem, sammenligne med et allerede løst 

problem, huske andre problemer med samme ubekjente, omformulere problemet etc. Dette er tett 

forbundet med oppstillingen av en matematisk modell, hvis eleven arbeider med sin egen 

problemstilling.  

Trin 3 er at gjennomføre planen for løsning av problemet. Hvert trin skal overveies og kontrolleres. 

Dette er i motsetning til de fremgangsmåter, som er beskrevet hos Lithner, som kjennetegner de 

forskjellige typer av IR (imitative reasoning).  

Trin 4 er at kontrollere den oppnådde løsning på forskjellige måter i stedet for at se i en fasitliste, 

spørre læreren eller blot stille sig tilfreds med at have funnet et svar. Utvikling av elevens 

intellektuelle autonomi har som forutsetning, at han eller hun selv er i stand til at gjennomføre 

kontrollen. 

Skjemaet ser sådan ut i min oversettelse: 

SÅDAN LØSER MAN DET 

Første trin FORSTÅ PROBLEMET 

Man må forstå problemet Hva er den ubekjente? Hva er data? Hva er forutsatt? Er det mulig at 

oppfylle forutsetningen? Er forutsetningen tilstrekkelig til at kunne 

bestemme den ubekjente? Eller er den utilstrekkelig? Eller overflødig? 

Eller selvmotsigende?  
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Tegn en skisse. Innfør passende notasjon.  

Adskill de forskjellige deler av forutsetningen. Kan man skrive dem ned? 

Andet trin LÆGGE EN PLAN 

Finn forbindelsen mellom data 

og den ubekjente 

Man kan være nødt til at 

betrakte et underproblem som 

hjelp, hvis der ikke finnes en 

umiddelbar forbindelse 

Man skal forsøke at finne frem 

til en plan for løsning av 

problemet 

Har man sett problemet før? Eller har man sett det samme problem på 

en litt annen måte? 

Kjenner man et beslektet problem? Kjenner man en setning, som kan 

være nyttig? 

Se på den ubekjente! Forsøk at komme i tanke om et beslektet problem, 

som har den samme eller en lignende ubekjent. 

Her er et problem, som er beslektet med det aktuelle, og som allerede er 

løst. Kan det brukes? Kan man bruke dets resultat? Kan man bruke dets 

metode? Skulle man kanskje innføre en hjelpestørrelse for at kunne 

benytte det beslektede problems løsning? 

Kan man omformulere problemet? Kan man omformulere det på ennå 

flere måter? 

Gå tilbake til definisjonene. 

Hvis man ikke kan løse det stilte problem, så løs først et beslektet 

problem. Kan man forestille sig et mere tilgengelig, beslektet problem? 

Et mere generelt problem? Et mere spesifikt problem? Et analogt 

problem? Kan man løse en del av problemet? Behold blot en del av 

forutsetningen og utelad resten av forutsetningen; hvor godt kan den 

ubekjente så bestemmes, hvordan kan den variere? Kan man utlede noe 

brukbart av data? Kunne man tenke sig andre data, som ville være egnet 

til at bestemme den ubekjente? Kunne man endre på den ubekjente eller 

på data, eller om nødvendig på begge, sånn at den ny ubekjente og de 

nye data var tettere på hinannen? Er alle data brukt? Er hele 

forutsetningen brukt? Er der tatt høyde for alle essensielle opplysninger i 

problemet? 

Tredje trin GENNEMFØRE PLANEN 

Gjennomfør planen Ved gjennomførelsen av planen skal hvert trin kontrolleres. Er det klart, 

at hvert trin er korrekt? Kan man bevise, at det er korrekt? 

Fjerde trin SE TILBAGE 
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Kontroller den oppnådde 

løsning 

Kan man kontrollere resultatet? Kan man kontrollere argumentet? Kan 

resultatet fås på en annen måte? Kan man se løsningen ved første 

øyekast? Kan resultatet, eller metoden, brukes på et andet problem? 

 

Resten av boken er inndelt i fire avsnitt:  

I. I klasseværelset. Består av tjue avsnitt (1-20) med innholdet fordelt sådan:  

a. 1-5 diskuterer formålet med skjemaet. 

b. 6-17 forklarer grunnoppdeling og hovedspørsmål i skjemaet og gir et praktisk 

eksempel. 

c. 18, 19 og 20 inneholder ytterligere eksempler. 

II. Sådan løser man det. En dialog, hvor en idealisert lærer besvarer en idealisert elevs spørsmål. 

III. Kort heuristisk ordbok. Ordboken inneholder 67 oppslag i alfabetisk orden i form av kortere og 

lengere artikler, nogen av mere teknisk art og andre med historisk eller didaktisk innhold. 

Meningen er, at ordboken kan brukes til at slå opp i for at finne informasjon og især må 

forventes at være nyttig, hvis der søkes informasjon om emner, man selv er stødd på i 

forbindelse med problemløsning. 

IV. Problemer, hints og løsninger. Her stilles den ambisiøse leser fem problemer. Der gis hints, 

som kan føre til et resultat, hvilket er forklaret i løsningen.  

I boken tales det gjennomgående om læreren og eleven, disse benevnelser skal forstås bredt. 

2.3 Elevers problemløsningsstrategi er og tenkning (Lithner 2008)  
For at gjøre målet med forskningsprosjektet mere tydelig og velfundert, forfulgte vi tankegangen hos 

Lithner (2008). Her benevnes en oppgave en »problemsituasjon«, hvis det ikke på forhånd er klart, 

hvordan man skal komme videre, og elevens løsning foregår i tre trin: 

a. Der foregår et strategivalg, hvor strategi kan betyde alt fra en lokal prosedyre til en 

overordnet tilgang, og hvor valg ses i en bred betydning (velge, komme i tanke om, 

konstruere, gjette, oppdage etc.). Eventuelt fulgt av predikativ argumentasjon: Hvorfor vil 

denne strategi kunne brukes til at løse oppgaven? 

b. Strategien implementeres, eventuelt understøttes med verifikativ argumentasjon: Hvorfor 

kunne strategien benyttes til at løse oppgaven? 

c. Eleven når frem til en konklusjon. 

Ifølge Lithner (2008) kan man identifisere visse karakteristiske fremgangsmåter for løsning av 

matematikkoppgaver, som er utbredte hos førsteårsstudenter på universitetet i Sverige. Blant de 

mye utbredte fremgangsmåter er husketenkning og algoritmisk tenkning, som er beskrevet 

nedenfor. Poenget er, ifølge Lithner, at fremgangsmåtene med held kan benyttes av de studerende, 

fordi alt, som er forståelsesmessigt vanskelig, er tatt ut av den oppgave, de skal løse, så kun det aller 

letteste er tilbake. Dette kan enten ligge allerede i den måten, oppgaven er oppdelt og strukturert 

på, eller det kan skje, når læreren stiller hjelpespørsmål og guider den studerende igjennom 

oppgaveløsningen. Lærerne i forskningsprosjektet gjenkjente dette, de hadde observert tilsvarende 

strategier i videregående skole, og de hadde opplevet, at elevene gjennomgående var best til at løse 

oppgavetyper, de allerede kjente.  
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Om kreativ matematisk tenkning  

Helt overordnet skjelner Lithner (2008) mellom imiterende tenkning (IR, for Imitative Reasoning) og 

kreativ, matematisk fundert tenkning (CMR, for creative mathematically founded reasoning). 

Kreativ matematisk fundert tenkning (CMR) oppfyller følgende kriterier: 

I. Innovasjon: En ny (for den tenkende) tankerekke skapes, eller en glemt tankerekke gjenkalles 

II. Plausibilitet: Der er argumenter, som begrunner, at strategivalget og/eller implementeringen 

er riktig eller plausibel. 

III. Matematisk fundering: Argumentene er forankret i interne matematiske egenskaper ved de 

komponenter, som er involvert i tenkningen. 

Det fremgår, at CMR er karakterisert ved at være innovativ,og ved de underliggende argumenter. 

Utfordringen består nå i at ikke CMR, men IR, er fremherskende i videregående skole og på 

universitetet. Det mål, gruppen hadde satt sig, kan beskrives ved, at elevene skulle bringes til at 

mestre CMR. Kreativ matematisk tenkning behøver ikke, som problemløsning, at foregå i 

problemsituasjoner, men omfatter også elementær tenkning. Det betyder, at man kan forestille seg 

en elev tenke kreativt matematisk, selv om eleven ikke er i en problemsituasjon, altså har et problem 

som skal løses på en måte, han eller hun ikke kjenner på forhånd. En sådan kreativ tenkning kunne 

for eksempel bestå i, at eleven så en ny sammenheng mellom kjente begreper eller kjedet forskjellige 

representasjoner av et begrep eller en størrelse sammen på en ny måte. Lithner identifiserer en 

rekke tenkemåter under IR, som man kan se elever gå frem efter i problemløsningssituasjoner. 

Tenkemåtene adskiller sig fra hverandre med hensyn til, hvordan strategivalget foregår, og/eller 

implementeringen av den valgte strategi.  

Underinndeling av IR:  

1. Husketenkning (MR, for Memorized reasoning) oppfyller: 

 a. Strategivalget er basert på, at eleven kan gjenkalle seg et komplet svar. 

 b. Implementeringen består utelukkende i at nedskrive svaret. 

Al problemløsning bygger jo delvis på, at man gjenkaller seg noe, men som overordnet strategi er 

ŘŜƴ ƪǳƴ ǾŜƭŜƎƴŜǘ ǘƛƭ Ŧň ƻǇǇƎŀǾŜǘȅǇŜǊ ǎƻƳ ŦƻǊ ŜƪǎŜƳǇŜƭ ΩIǾƻǊ ƳŀƴƎŜ ŎƳ3 ŜǊ Ŝƴ [ƛǘŜǊΩ ŜǘŎΦ ƻƎ Ǿƛsse 

beviser. MR kan også ha effekt gjennom veletablerte erfaringer fra undervisningen, også i form av 

ideer om, hvordan fasit vanligvis er (helt tal, positiv stigning etc.).  

2. Algoritmisk tenkning (AR), hvor algoritmer inkluderer alle ferdiglaget prosedyrer (som for 

eksempel bestemmelse av nullpunkt ved at zoome inn på aksen med en graffregner). Det 

avgjørende er, at algoritmen kan bestemmes på forhånd. Betegnelsen «algoritme» benyttes 

her bredt. Poenget er, at alt, som er forståelsesmessigt vanskelig, er tatt ut, så kun det aller 

letteste er tilbake til eleven. AR oppfyller: 

a. Strategivalget består i at gjenkalle en løsningsalgoritme. Den prediktive 

argumentasjon kan være av forskjellig art, men der vil ikke være nogen grund til at 

finne på en ny løsning. 



9 
 

b. Resten av tenkningen under implementeringen av strategien er triviell for den 

tenkende, kun slurvefeil kan forhindre, at det riktige svar finnes. 

Typen av argumenter, som omtales i punkene II og III ovenfor, er knyttet til de forskjellige faser i 

problemløsningen. Lithner tar utgangspunkt i de samme faser, som Polya også (senere Schoenfeld) 

arbeidet med. Analyse, undersøkelse og planlegging skal så understøttes av prediktive argumenter, 

mens implementering og verifikasjon skal understøttes av verifikative argumenter. Det vil sige, at 

analyse gir argumenter for, hvorfor egenskaper ved oppgavens komponenter har bestemte 

konsekvenser. Undersøkelse skal vise, hvorfor noen av resultatene kan være brukbare. Planleggingen 

dreier seg om, hvorfor visse angrepsvinkler vil have bedre sjanse for at føre til en løsning. 

Implementeringen gir mere overordnet en begrunnelse for, hvorfor det går den riktige vei, og 

kanskje hvorfor strategien må overveies på nytt. Verifikasjon er forklaringen på, hvorfor det faktisk er 

funnet en løsning. Hvis oppgaven kan forstås umiddelbart ved lesning, er det ikke bruk for 

argumenter, men ellers må man forsøke at oppnå forståelse ved analyse eller ved undersøkelse. 

Underinndeling av AR:  

Det vanskelige ved AR består i at velge algoritme. Lithner har identifisert tre undertyper av AR: 

Familiær AR, Utelukkelsesmetode AR og Guidet AR: 

i. CŀƳƛƭƛŋǊ !wΣ ƘǾƻǊ ƴǄƪƪŜƭƻǊŘ όǎǘǄǊǊŜΣ ƳƛƴŘǊŜΣ ƳƛƴƛƳǳƳΧύ ƎƛǾŜǊ ŀƭƎƻǊƛǘƳŜƴΦ !ǊƎǳƳŜƴǘŜǘ, som 

overbeviser eleven, er, at oppgaver med bestemte kjennetegn hører til en bestemt 

algoritme. Validiteten av den overfladiske familiære AR er ikke basert på forankring i interne 

matematiske egenskaper og er derfor ikke pålitelig i problemløsningssituasjoner. Kjennetegn: 

a. Strategivalget begrunnes med, at oppgaven ligner én, der kan løses med velkjent 

algoritme. 

b. Algoritmen implementeres. 

ii. Utelukkelsesmetode AR defineres sådan: 

a. Algoritmen er utvalgt ved utelukkelsesmetoden ut fra overfladisk likhet med 

oppgaven. Resultatet forutsies ikke. 

b. Den verifikative argumentasjon er basert på overfladiske overveielser, som kun 

vedrører den tenkende sine forventninger om at få et resultat. Hvis der ikke oppnås 

et (for brukeren) rimelig resultat, forkastes algoritmen umiddelbart, uten evaluering, 

og en annen fra det begrensede utvalg utprøves. 

Utelukkelsesmetode AR er en hovedmetode innenfor AR i problemløsningssituasjoner, hvor familiær 

AR ikke virker, og det ikke er ekstern hjelp til rådighet. Det skjer ofte i første forsøk, når eleven kun 

kjenner en algoritme, som har med sagen at gjøre, eller hvis det giver et akseptabelt resultat. Dette 

må ses i lyset av, at det i praksis oftest er en akseptert sosiomatematisk norm at rettferdiggjøre eller 

begrunne en anvendt løsningsmetode ved simpelthen at beskrive den.  

iii. Guidet AR med tilkalt ekstern hjelp.  

 I tekst-guidet AR er følgende oppfylt: 
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a. Strategivalget dreier seg om at identifisere overfladisk likhet mellom oppgaven og et 

eksempel, definisjon, setning, regel eller en annen situasjon i en tekstkilde. 

b. Algoritmen implementeres uten verifikativ argumentasjon. 

 Personguidet AR: 

a. Alle strategivalg, som er problematiske for den tenkende, foretages av en guide, som 

ikke giver nogen prediktiv argumentasjon. 

b. Strategiimplementeringen følger guiden og gjennomfører de tilbakeværende 

rutineoperasjoner uten verifikativ argumentasjon. 

 

2.4 Undervisningseksperimenter i samarbeid med lærere (Cobb 1999)  
{ƛŘŜƴ ǎƭǳǘƴƛƴƎŜƴ ŀǾ мфулΩŜǊƴŜ ŜǊ ŘŜǘ ǎƪƧŜǘ Ŝƴ ŜƴŘǊƛƴƎ ŀǾ ŘŜƴ ƳňǘŜ, de fleste matematikdidaktikere i 

vårs vestlige kultur forsker på. Fremfor tidligere, hvor man især interesserte seg for den enkelte elevs 

mentale behandling av informasjon og kognitive prosesser, er det nå et stigende fokus på, hvordan 

eleven oppbygger en matematisk virkelighet preget av den sosiale og kulturelle sammenheng, han 

eller hun inngår i. Synet på, hvordan teori og praksis henger sammen, har endret seg fra tanken om 

lærere som avtagere eller brukere av didaktisk teori utviklet i separate institusjoner adskilt fra skolen 

(i et elfenbenstårn eller lignende sted) til en alternativ oppfattelse, hvor man legger vekt på, at 

didaktisk teori utvikles på basis av praksis, som den også virker tilbake på og påvirker. Den alternative 

oppfattelse legger opp til en forskningsbasert utvikling av den konkrete undervisning, samtidig med 

at hele den endrede måte at drive matematikdidaktisk forskning på har gitt anledning til at utvikle en 

rekke nye forskningsmetoder.  

De undervisningseksperimenter, vi har gjennomført i forskningsprosjektet, viser et eksempel på en 

ǎňŘŀƴ ƴȅ ƳŜǘƻŘŜΦ aŜǘƻŘŜƴ ōŜƴŜǾƴŜǎ ΩŜƳŜǊƎŜƴǘ ǇŜǊǎǇŜŎǘƛǾŜΩ όfritt oversatt kunne man tale om 

ΩƻǊƎŀƴƛǎƪ ǾŜƪǎǘύ, og dens kongstanke er, at læring kan anskues som en avbalansert inndragelse av 

både individets aktive konstruksjon og matematiske oppdragelsesprosesser. 

Undervisningseksperimentene i samarbeid med lærerne var dessuten karakterisert ved at  

i. lærerne som deltagere i forskningsgruppen underviste i deres egne klasser, 

ii. målet var teoriutvikling sammen med utvikling av undervisningen, 

iii. lærerne og forskeren var løpende inndraget i analyse og diskusjon, i alle de tre faser: 

planlegning, gjennomførelse, og dataanalyse. 

Den retrospektive analyse av data fra undervisningseksperimentene resulterte blant annet i ny viden 

om elevenes tidligere omtalte glimtvise innsikt, som kunne identifiseres i en rekke episoder som 

paradigmatiske tilfelle. Da man ifølge Cobb (1999) ikke kan forvente, at forskjellige forskere vil nå 

frem til nøyaktig samme resultater av dataanalysen fra et undervisningseksperiment, er 

reproduserbarheten et ikke-relevant vitenskapelig kriterie i denne sammenheng. Muligheten for at 

generalisere og troverdighet av analysen står tilbake som relevante kriterier. Episoder fra 

undervisningen får vekt, når de kan ses som paradigmatiske i den retrospektive analyse, og kunsten 

blir at lage en generaliserbar fortolkning, som respekterer den enkelte episodes spesifikke 

karakteristika. Det er presist denne generaliserbarhet, som gjør forskjellen på analyser, som sikter 
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mot at evaluere konkrete undervisningsforløp, og analyser, som sikter mod teoriutvikling, der kan gi 

retningslinjer for nye, forbedrede undervisningseksperimenter.   

 

2.5 Normer og forestillinger i klasseværelset (Yackel og Rasmussen  2002)  
9ƭŜǾŜƴŜǎ έōŜƭƛŜŦǎέ ƻƎ ŘŜ ƴƻǊƳŜǊ ƻƎ ŦƻǊŜǎǘƛƭƭƛƴƎŜǊ, som er fremherskende i klassen, er avgjørende for, 

om det lykkes at gjennomføre undervisning, hvor elevene er aktive, selvstendige, undersøkende og 

kreative. I (Yackel og Rasmussen 2002) kan man finne en beskrivelse, som bygger på Paul Cobbs 

sammenkjeding av sosiale og psykologiske perspektiver (Figur 1). 

Det sosiale perspektiv omfatter klassens matematiske praksis med vekt på utviklingen av felles 

forståelse (taken-as-shared meanings) og ikke bare sosialt aksepterte måter at agere på. Den 

normative praksis finnes i form av en lokal klasseromspraksis. Denne praksis konstitueres og 

videreutvikles av læreren og elevene i fellesskap i løpet av skoletiden. I det psykologiske perspektiv 

betraktes eleven, når han eller hun er engasjert i matematisk aktivitet. Der er ikke en motsetning 

mellom sosiale og psykologiske perspektiver: Læring involverer både, at eleven agerer i verden, og at 

eleven omorganiserer sine forestillinger og tanker efter de inntrykk, verden gjør på ham eller hende. 

Sosiale perspektiver  Psykologiske perspektiver  

Klassens sosiale normer 

Skal markere det fellesskap, eleven deltager 

i. Etableres av læreren og elevene etterhvert 

og omfatter for eksempel at forklare og 

begrunne løsninger, forsøke at forstå andres 

forklaringer etc. 

 

 I overensstemmelse med utviklingen av de 

sosiale normer får den enkelte elev et bilde 

av sin egen rolle og av de andres og av, hva 

matematisk aktivitet er.  

Sosiomatematiske normer 

Spesifikke for matematikk, for eksempel 

vedrørende argumenter: Hva teller som et 

annerledes svar, når er en løsning smart, hva 

er en ordentlig matematisk begrunnelse?  

 

Gjennom deltagelse i utviklingen av de 

sosiomatematiske normer utvikler den 

enkelte elev sideløpene sine egne ideer og 

forestillinger om, hva matematikk er, og om 

matematiske verdier og innsikt  

Klassens matematiske praksis 

Betraktes, fordi det er umulig at følge og 

undersøke den enkelte elevs matematiske 

viden, når klassen betraktes som helhet  

 

Klassens utvikling av matematisk praksis 

avspeiles for den enkelte elev i matematiske 

tolkninger, aktiviteter og dermed læring  

Figur 1 

I denne ramme er undersøkende aktiviteter i matematikk ifølge (Yackel & Rasmussen 2002) 

kjennetegnet ved: 
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Sosiale normer, hvor elevene forventes at  

Å utvikle løsninger, som giver mening for dem selv, 

Å forklare og rettferdiggjøre deres tanker, 

Å lytte til og forsøke at forstå andres tanker, 

Å spørre og utfordre, når der er noe, de ikke forstår. 

Sosiomatematiske normer, hvor forklaringer skal anvise handlinger med matematiske objekter som, i 

en felles forståelse i klassen, oppleves som virkelige. 

Beliefs oppfattes som det enkelte individs kognitive basis for fortolkninger av de situasjoner, som 

oppstår under sosial interaksjon. Beliefs utvikles over tid i en vekselvirkning med normene. Det 

betyder, at elevenes forestillinger om, hva matematikk er, og hvilken rolle de selv kan spille i forhold 

til matematikken, kan formes over tid, når det lykkes at oppbygge de sosiale, matematiske og 

sosiomatematiske normer, som stemmer overens med undersøkende undervisning. 
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σȢρ 2ÅËËÅÒ 

Kompetansemål  

Mat S2 - Algebra 

- Finne mønstre i tallfølger og bruke dem til å summere endelige aritmetiske og geometriske rekker 

og andre rekker, med og uten digitale hjelpemidler. 

Mat R2 - Algebra 

- Finne og analysere rekursive og eksplisitte fomler for tallmønstre med og uten digitale hjelpemidler, 

og gjennomføre og presentere enkle bevis knyttet til disse formlene. 

- Summere endelige rekker med og uten digitale hjelpemidler, utlede og bruke formlene for summen 

av de ὲ første leddene i aritmetiske og geometriske rekker og bruke dette til å løse praktiske 

problemer. 

 

Læringsmål  
- Finne formelen for en rekke 

- Vise en matematisk formel ved hjelp av tegninger 

- Jobbe sammen i grupper og ha ansvaret for å forklare 

en tenkemåte for sine medelever 

- Jobbe selvstendig med en type oppgave, elevene aldri 

hadde sett før 

- Diskutere og formulere matematikk. 

 

Tidsforbruk og valg av tidspunkt  
Selve opplegget tar 4 timer. Passende for en blokkdag. 

 

Arbeidsform  
Elevene arbeider i grupper i to omganger. Denne gruppeinndeling kan også tenkes på som en matrix, 

fordi elevene blir delt først i den ene retning, dernest den andre. 

La oss si, at vi har 20 elever og deler dem 5 grupper med 4 personer i hver gruppe, ƎǊǳǇǇŜ мΣ ΧΣ рΦ 

Hver av de 5 gruppene arbeider med egen sin unike oppgave. Gruppen må sørge for, at alle gruppens 

medlemmer forstår oppgaven og løsningen og er i stand til å forklare løsningen for andre. 

Dernest deles klassen på en annen måte, således at der dannes nye grupper med medlemmer fra 

hver av de 5 første gruppene. Det dannes således 4 nye grupper, ƎǊǳǇǇŜ !Σ Χ Σ 5, som består av én 

ǇŜǊǎƻƴ ŦǊŀ ƘǾŜǊ ŀǾ ƎǊǳǇǇŜƴŜ мΣ ΧΣрΦ L ŘŜƴ ƴȅŜ ƎǊǳǇǇŜ ǎƛǘǘŜǊ р ǇŜǊǎƻƴŜǊ, som har jobbet med 5 

forskjellige oppgaver, og som nå har ansvar for å forklare løsningen for de andre i gruppen. 

Til første del er det en fordel at sette sammen gruppene, så elevene har samme nivå. Så vidt mulig 

like mange i hver gruppe.  
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Forutsetning  
Forutsetter kjennskap til ledd, følger, rekker, sum, formel for n-te ledd, formel for neste ledd.  

Dette kan gjøres på to dobbeltimer ved å la elevene arbeide med de første to avsnitt (følger, rekker) 

fra Aschehoug Mat S2, kapittelet om rekker. Annet materiale eller lærebøker kan selvsagt brukes, 

men fordelen med ovenstående materiale er, at det arbeides mer undersøkende ut fra forskjellige 

typer følger og rekker. Har man først introdusert aritmetiske og geometriske rekker, har elevene en 

tendens til kun å se etter disse mønstrene og følgelig bli mer låst i deres søken. Alternativt kan 

engelskspråklig materiale brukes, for eksempel fra IB Math studies. 

 

Forløp  
1) Gjennomgå felles introduksjon (Completing the Square, Algebraic Areas I). Elevene jobber 

med oppgave 1 (Sums of Integers I, Sums of Odd Integers I). Felles oppsamling på tavlen.  

Tidsforbruk omkring en time. 

2) Inndeling i Matrix grupper. Arbeide med oppgave 2 (Sums of Integers II, Sums of Odd 

Integers II, Squares and Sums of Integers, Sums of Cubes IV, Geometric Series III). Er noen 

grupper tidlig ferdig, så kan de få ekstraoppgaver. 

Tidsforbruk omkring en time. 

3) Ny inndeling av gruppene på tvers. Elevene får alle oppgavene. Elevene må forklare 

hverandre, hvordan deres gruppe løste oppgaven. Tidsforbruk omkring en time. 

4) Felles gjennomgang på tavlen av elever. Tidsforbruk omkring en time. 

 

Utfordring til elevene  
Ekstra oppgaver. Differensiering av oppgavene til gruppene. 

Den siste oppgaven (Geometric Series III) er vanskelig. Erfaringen viser, at de flinke elever ikke får det 

hele til, men en del av oppgaven. De går på med krum hals og tar imot utfordringen. Løsningen kan 

læreren gjennomgå felles. 

 

Felles oppsummering og diskusjon  
Underveis i arbeidet i de siste gruppene kan det være en fordel å snakke med elevene og spørre, om 

de er villige til å gjennomgå oppgaven på tavlen foran resten klassen. Fordelen er at eleven øver seg i 

å presentere matematikk på en forståelig måte. De er nok litt mere trygge på å gjøre det foran 

klassen, når de allerede har øvet seg i den trygge gruppe.  

Den felles gjennomgang sikrer, at eventuelle feil, unøyaktigheter og forskjellige oppfatninger 

kommer frem, og kan gi utgangspunkt for ytterlige diskusjoner. 

 

Introduksjon  
 

Forklar, hvordan figurene tolkes og brukes til å komme frem til sammenhengen. 
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Completing the Square  

 

ὼ ὥὼ ὼ
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ς
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ς
 

 

 

Algebraic areas I  

ὥ ὦ ὥ ὦ ςὥ ὦ  
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Oppgave 1 

Sums of Integers I 

 

ρ ς Ễ ὲ
ρ

ς
ὲ ὲ ρ 

 

Sums of Odd Integers I 

 

ρ σ υ Ễ ςὲ ρ ὲ 

 



17 
 

 Oppgave 2, Matrix -oppgaver  

Sums of Integers II  

ρ ς Ễ ὲ
ὲ

ς

ὲ

ς
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Sums of Odd Integers II 

ρ σ Ễ ςὲ ρ
ρ

τ
ςὲ ὲ 
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Squares and Sums of Integers 

 

ρ ς Ễ ὲ ρ ὲ ὲ ρ Ễ ς ρ ὲ 
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Sums of Cubes IV 

ρ ς σ Ễ ὲ
ρ

τ
ὲὲ ρ  

 

  


