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Das Grundwissen ist zweispaltig dargestellt,
links die Definitionen, Sitze und Beweise,
rechts Abbildungen und Beispiele.

Es handelt sich nicht nur um einen Grundwis-
senskatalog, sondern um eine kompakte Dar-
stellung des Stoffes mit den notwendigen Her-
leitungen und Beweisen. Daher eignet sich der
Text zur Wiederholung und zum Selbsstudium
des Stoffes.

Die Auswahl des Stoffes beruht auf meinem
Unterricht und den von mir gesetzten Schwer-
pukten, ist also nicht unbedingt eine 1:1-
Umsetzung des Lehrplans. Es wird auch kein
Anspruch auf Vollstandigkeit erhoben.

Die von mir gesetzten Schwerpunktkapitel sind
mit einem * gekennzeichnet.
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Zahlen

Definitionen und Regeln

Beispiele

Zahlenmengen*

Eine Zusammenfassung von Zahlen nennt man
eine Zahlenmenge. Die Elemente einer Menge
miissen verschieden sein.

x ist ein Element von A: z€ A

x ist kein Element von A: x ¢ A
Die Menge @ = { }, die kein Element enthélt,
heifit leere Menge.

Die Anzahl der Elemente einer Menge nennt man
ihre Mdchtigkeit.
|A| = Zahl der Elemente von A

Ist jedes Element von A auch ein Element von B,
dann ist A in B enthalten oder A ist eine Teil-
menge von B:

ACB

Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst:
ACA

Mengen kann man durch bestimmte Eigenschaf-
ten der Elemente angeben:

{ « | Eigenschaft} = Menge aller Zahlen x
mit der Eigenschaft

Alle Elemente, die gleichzeitig in zwei Mengen
vorkommen, bilden ihre Durchnittsmenge:

ANB={z|z € Aund x € B}

Eine Zahl gehort zur Vereinigungsmenge von A
und B, wenn sie entweder Element von A oder
Element von B oder Element von beiden Mengen
ist:

AUB={z|z € Aoder xz € B}

A ohne B:

A\B={z|x € Aund = ¢ B}

IN = Menge der natiirlichen Zahlen

Ny =NuU{0}
7, = Menge der ganzen Zahlen
7~ = Menge der negativen ganzen Zahlen

A=1{2578,9}
{2,2,2,3,4,4} = {2,3,4}

5¢A

1¢ A

{ } oder 0§
{2,4,5,6} =4
{}=0, [0} =1

{5,8,9} € {2,5,7,8,9}

Die leere Menge ist Teilmenge von jeder Menge:

{}C Abzw. § C A (A beliebige Menge)

{x|z gerade und 3 < z < 10} = {4,6,8}
{z|x durch 3 teilbar und 3 < x < 18} =

{3,6,9,12,15}
{z |2z € N, z durch 3 und durch 5 teilbar} =
{15,30,45, ...}

{1,2,5,6,8,9} N {2,4,6,7,9} = {2,6,9}
{1,3,5,7} N {2,4,6,8} = { }
An{}={}bzw. AND=10

{1727 5}U{3,476} = {1’27 3747 5’ 6}
{1,2,5,6}U{2,4,6} = {1,2,4,5,6}
AU{}=Abzw. AUD=A

{1,2,3,4,5,6,7}\ {2,4,6} = {1,3,5,7}
{2,3,4,5,6,7}\{2,4,6,8,10} = {3,5,7}
A{}=Abzw. A\l =A

N=1{1,2,3,4,5, ...}

No = {0,1,2,3,4,5, ...}
Z=1{.,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
7~ =7\N,
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Definitionen und Regeln Beispiele

Grundrechenarten

Addition, addieren: 3+5 = 8
Summe Wert der Summe

1. Summand + 2. Summand = Wert der Summe 3 plus 5 gleich 8

Subtraktion, subtrahieren: 8§—3 = 5

Minuend — Subtrahend = Wert der Differenz

Differenz Wert der Differenz

8 minus 3 gleich 5

Multiplikation, multiplizieren: 3:5 = 15

Produkt Wert des Produkts
1. Faktor - 2. Faktor = Wert des Produkts 3mal 5 gleich 15
a-b=b+b+ ... +0 3:5=54+5+5
—_———
a Summanden
. .. o ) 15:3 —
Division, dividieren: 5:3 5

Dividend : Divisor = Wert des Quotienten

Quotient Wert des Quotienten

15 dividiert durch 3 gleich 5

Teilung:  Aufteilen in gleiche Teile 24m: 3 = 8m
Messung: Wie oft enthalten 24m:3m = 8
Potenz, potenzieren:
3P = 243
BELSiSEXponcnt = Wert der Potenz Potenz Wert der Potenz
3 hoch 5 gleich 243

a*=a-a-a-..-qa
~—

n Faktoren

Definition: ¢° =1 fiir a > 0

=1, at=qa, 0"=0 1"=1

a® = a - a heiBt auch ,,a Quadrat®.
Quadratzahlen von 02 bis 202, zusitzlich 252 aus-
wendig!

210

Zweierpotenzen von 2° bis auswendig!

Zehnerpotenzen:

10" = 1 mit n Nullen

10% = Million
10° = Milliarde
10'? = Billion
10"® = Billiarde
Jede Zahl des Dezimalsystems (Zehnersystems)

kann als Summe von Zehnerpotenzen geschrieben
werden.

3%=3.3.3.3.3

20 =1, 79 =1, 0° nicht definiert
=1, 6'=6, 0'=0 1¥=1

02=0,12=1,22=4,32=09, 42 =16, 5% = 25,
62 = 36, 7> = 49, 82 = 64, 9% = 81, 102 = 100,
112 = 121, 122 = 144, 132 = 169, 142 = 196,
152 = 225, 162 = 256, 172 = 289, 182 = 324,
192 = 361, 20% = 400, 252 = 625

20 =1,21 =222 =423 =8, 24 =16, 2° = 32,
26 = 64, 27 =128, 28 = 256, 2° = 512,210 = 1024

10°=1, 10' =10, 102 =100

103 = 1000, 7-10° = 700000
10'® = Trillion
10** = Quadrillion
10%° = Quintillion

1036 = Sextillion

68047 =6-10*4+8-103 +0-10%2+4-10' +7-10°



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 5

Definitionen und Regeln

Beispiele

Rechenregeln

Reihenfolge einer Rechnung:

’ Klammer — Potenz — Punkt — Strich

Klammern von innen nach auf3en!

a+0=a a—0=a a-1=a a:1=a
a—a=0 a:a=1 a-0=0 0:a=0

’a : 0 und O : 0 sind nicht definiert!! ‘

’a—i—b:b—i-a a~b:b~a‘

(Kommutativgesetze, KG)

a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)
a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c)

(Assoziativgesetze, AG)

a-(b+c)=a-b+a-c
a-(b—c)=a-b—a-c

(Distributivgesetze, DG)

r+a=b=>2=b—-a

z-a=b=x=b:a
r—a=b=x=b+a b-a

rz:a=b= =

Der kleine Gauf}:

14243+ .. +n=n-(n+1):2

28 —3-(7—5)3=28-3.2%=
=28-3-8=28-24=4

(15-8)-2—2-4°=[7-2-2-4 =
=[14 -8 = 6° = 216

T+0=7-0=7 T7-1=T7:
T—7=0-7=0:7=0, 7:

3+7=7+3=10, 3-7=7-3=21

2454+7=02+5)+7=2+(5+7)=14
N—— S——
7 12
8- (7+3)=8-10 =80 oder
8- (7T+3)=8-7+8-3=56+24=280

7998 =7-(1000 —2) = 7-1000 —7-2 =
= 7000 — 14 = 6986
r+8=15=a2=15-8=7
t—8=15= r=15+8=23

r-8=T72=2x=72:8=9
r:8=7=x=7-8=56

14+2+3+4+ ..100 =100 - 101 : 2 = 5050

Teilbarkeit

Die Vielfachenmenge einer Zahl a ist die Menge
aller Vielfachen von a.

V(a) ={z|x=n-amit n € N}
a ist Teiler von b, wenn b ein Vielfaches von a ist.

b=n-a mit nelN
al(b+c¢) und al(b—c)
alb und ble = alc

alb <~
alb und alc =

Fiir jede natiirliche Zahl a gilt 1]a und a|a.

Die Teilermenge einer Zahl a ist die Menge aller
Teiler von a.

T(a) ={x|z|a} = {x |z Teiler von a}

Fiir a 2 2 ist |[T(a)| = 2

|T(a)| ist ungerade <= a ist Quadratzahl

Teilung mit Rest:

’d:SZeRr <— d=s-e+rmitr<s

V(6) = {6,12,18,24, ...}

V(2) = Menge der geraden Zahlen

7135 weil 35=5-7
9199 und 9(27 = 9](99+27) =126
12160 und 60|180 = 12]180

T(6) ={1,2,3,6}

1, 2, 3, 4, 6
T(48)_{ 48, 24, 16, 12, 8}

1, 2, 3, 4, 6
T(36)_{36, 18, 12, 9 }

IT(6)| = 4, |T(48)] = 10, |T(36)| = 9

30: 7=4R2, weil 30=7-4+2
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Teilbarkeitsregeln

x ist durch 2 teilbar, wenn die letzte Ziffer von x
durch 2 teilbar oder 0 ist.

x ist durch 4 teilbar, wenn die aus den letzten
beiden Ziffern von = gebildete Zahl durch 4 teilbar
oder 00 ist.

x ist durch 5 teilbar, wenn die letzte Ziffer von x
5 oder 0 ist.

z ist durch 25 teilbar, wenn die letzten beiden
Ziffer von x 00, 25, 50 oder 75 sind.

Die Quersumme (QS) einer Zahl ist die Summe
ihrer Ziffern.

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn ihre Quersum-
me durch 3 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersum-
me durch 9 teilbar ist.

2(1378, da 2|8, 214441, da 2t 1
2(13330

411324, da 4|24, 4 4442, da 4 1 42
4113300

51375, 5]9970, 5 1 5058
2511375, 25[9900, 25 { 5055
QS(73024) =T+3+0+2+4=16
311377 weil QS(1377) = 18 und 3|18
3 1 505 weil QS(505) =10 und 3 { 10
(
(

9| 5877 weil QS(5877) = 27 und 9|27
9 1 987 weil QS(987) =24 und 9 1 24

Primzahlen

Eine natiirliche Zahl heif3t Primzahl oder kurz
prim, wenn ihre Teilermenge genau zwei Elemen-
te enthélt, d.h. wenn sie nur durch eins und sich
selbst ohne Rest teilbar ist.

’:E prim < |T(z)| = 2‘

| Es gibt unendlich viele Primzahlen. |

Jede natiirliche Zahl grofler als eins lédsst sich
eindeutig als Produkt von Primzahlen schreiben
(Primfaktorenzerlegunyg).

Menge der gemeinsamen Teiler von a und b:
T(a,b) = T(a) NT(d)

Das grofite Element von T(a,b) ist der grifite
gemeinsame Teiler (ggT) von a und b.

Praktisch findet man den ggT(a,b) mit Hilfe der
Primfaktorenzerlegung von a und b oder mit der
Kettendivision:

Man teilt die groBere durch die kleinere Zahl. Man
teilt immer wieder den Divisor durch den Rest,
bis der Rest null herauskommt. Der letzte Divisor
ist der gesuchte ggT.

Menge der gemeinsamen Vielfachen von a und b:
V(a,b) = V(a) N V(d)

Das kleinste Element von V(a,b) ist das kleinste
gemeinsame Vielfache (kgV) von a und b.

T(7)={1,7} = 7 ist prim
T(87) ={1,3,29,87} == 87 ist nicht prim

Menge der Primzahlen:
P=1{2,3,5"711,13,17,19,23,29, 31, 37,41, 43,47,

53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103, ...}

12=2-2-3=22.3, 51=3-17
81 =23*% 1001 =7-11-13
2102100 =22-3-5%2-72.11-13

1, 2 3 1,2, 3
T(12’18)_{12, 6, 4}“{18, 9, 6}_

={1,2,3,[6]} = eT(12,18)=6

36:-2- 3.
54=|2]-3-[3-
126 : 70 = 1R 56
70:56 = 1R 14

56:[14]=4R[0] = ggT(126,70) = 14

wlw

} geT(36,54) = 2-3-3 = 18

V(6,8) = {6,12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, ...}N
N {8,16,24, 32,40, 48,56, ...} = {24,48, ..}
= kgV(6,8) =24
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Praktisch findet man das kgV(a, b) mit Hilfe der
Primfaktorenzerlegung von a und b oder mit fol-
gendem Zusammenhang, wobei man den ggT'(a,b)
mit der Kettendivision ermittelt:

geT(a,b) - kgV(a,b) =a-b

86=[2:2]-3-3 }kg\/(36,54):2~2-3-3-3
~——

54=2-[3-33]

kgV(36,54) = 36 - 54 : ggT(36,54) = 108
——
1944 18

108

Ganze Zahlen
Die Spiegelzahl von a ist —a, die Spiegelzahl von

—aist a: —(—a) =a.

a>0 = —a<0 a<0 = —a>0

b < a, wenn b auf der Zahlengeraden links von a.
Der Betrag einer Zahl ist ihr Abstand vom Null-
punkt auf der Zahlengeraden:

4+a wenna =0
la| =

—a wenn a <0

al=|-al ldZ0

Rechenregeln fiir ganze Zahlen:

Kommutativgesetze
Assoziativgesetze
Distributivgesetz

(1) = 1 fiir gerades n
] =1 fiir ungerades n

b —a a —b
6

—-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

~(+3)=-3  —(-6)=+6=6
(—=7) < (=3) (=3)<2 2<3
6| =6 [—6]=—(-6)=6

54 (-12)=5—-12=—(12—5) =7
54 (—12)=-5-12=—(5+12) = —17
3.(=5)=(-3)-5=—15
(=3)-(=5) = +15=15
30: (=5) = (—30): 5= —6
(=30): (—=5) =+6 =6
3+(=5)=(=5)+3  (=9)+(=7) = (-7)+(-9)
(=) +[(=7)+3]=[(-4) + (-7)]+3
N AN S A

(—4) —(4+7)=—11

—(4+4)=-8 —(11-3)=-8
(=4)- (=) +3] = (—4) - (=7)+(-4) -3
N—— ———— N——

(—4) +28 (-12)

4-4=16 28—-12=16
()M =1, ()T =-1, (-1)1%°=1
(—2)2=4, (-2)3=-8, (-2)?=-512

Abzihlen von Méglichkeiten

Platz 1 kann mit 21, Platz 2 mit z5, ... und Platz n
mit z, verschiedenen Gegenstinden besetzt wer-
den. Dann konnen alle n Pliatze auf

Z1+22°23° ... " Zn

verschiedene Arten belegt werden.

n verschiedene Gegenstédnde kann man auf
nl=1-2-3-4-...-n

verschiedene Arten auf n Plitze verteilen.

3 Hiite, 7 T-Shirts und 4 Hosen kann man auf
3.-7-4=84

verschiedene Arten miteinander kombinieren.

5 Personen kann man auf
5'=1-2-3-4-5=120

verschiedene Arten in einer Reihe aufstellen.
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Definitionen und Regeln
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Zahlensysteme*

Die Basis des Zehnersystems (Dezimalsystems)
ist 10, die Stufenzahlen sind die Zehnerpotenzen,
es gibt zehn Ziffern.

Stufenzahlen: 10° = 1,10 = 10,102 = 100, ...
Ziffern: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Jede natiirliche Zahl b = 2 kann als Basis eines
Zahlensystems verwendet werden. Die Stufenzah-
len sind dann die Potenzen von b, es gibt b Ziffern
von 0 bis b — 1.
Stufenzahlen: 8° = 1,b' = b, b2, b3, b* ...
Ziffern: 0,1,2, ...b—1

Die Basis des Zweiersystems (Dualsystems) ist 2,
die Stufenzahlen sind die Zweierpotenzen, es gibt
nur zwei Ziffern (0, 1).
Stufenzahlen: 20 =1,2! =222 =4, ...
Ziffern: 0,1 oder O, L

Die Basis des Sechzehnersystems (Hexadezimal-
systems) ist 16, die Stufenzahlen sind die Poten-
zen von 16, es gibt 16 Ziffern.

Stufenzahlen: 16° = 1,16! = 16,162 = 256, ...

Zifferm: 0bis9 A B C D E F
10 11 12 13 14 15

_2.103 102 10l 100
3784 =3-10° +7-10° +8- 10" +4- 10

1000 100 10 1
3007004 =3 - 10° +7-10% +4- 10°
~— ~— ~—~
1000000 1000 1

(2005), =2- 0% +9-b24+0-b' +5-8°

_ _ 1. 92 L9l 90 _
LOL = (101); =1- 22 40- 2! +1. 2° =5

4 2 1
dual L |LO | LL | LOO | LOL | LLO | LLL
dezimal [ 1] 2 | 3] 4 | 5 [ 6 | 7
dual LOOO | LOOL | LOLO | LOLL | LLOO
dezimal 8 [ 9 | 10 | 11 | 12

LOLL=8+0+2+1=11
LOLLOLL=644+0+4+164+8+4+0+2+1=091

In der Computerliteratur werden Hexzahlen oft
mit einem Dollarzeichen geschrieben:

(AOB)y6 = SAOB

$FF = 15- 16" +15- 16° = 255

16 1
$100 =1- 16> +0- 16" +0- 16° = 256
~— ~— ~—
256 16 1
SAFF =10- 16> +15- 16" +15- 16° = 2815
~— ~— ~—
256 16 1

Grofien

Vorsilben

Name Abk. Wert

Hekto h -100
Kilo k -1000
Mega M 108
Giga G -10°
Tera T 1012
Dezi d : 10
Zenti c : 100
Milli m : 1000
Mikro i : 108
Nano n : 107
Piko p : 1012
Femto f 1010
Benennungen
m g € Ct 1

Meter Gramm FEuro Cent Liter

S min h d a
Sekunde Minute Stunde Tag Jahr

Linge 1km = 1000 m
Im = 10dm = 100 cm = 1000 mm
1 mm = 1000 pum = 10° nm
lpum = 1p=1000nm = 10° pm
1nm = 1000 pm

Zeit 1h = 60 min = 3600s
1min = 60s
1s=1000ms = 10° us
1ms = 1000 us = 10° ns
1 us = 1000ns = 10° ps
1ns = 1000 ps
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Definitionen und Regeln Beispiele
Bei der Kommaschreibweise von Groflen bezieht 6
M 1t=1T = 1000kg = 10
sich die Einheit (Benennung) auf die Stelle vor asse OHne & &
dem Komma: 17Ztr = 1Zentner = 50kg
_ _ 106
Kommaschreibweise gemischte Schreibweise 1kg = 1000 g= 10 mg
_ _ 106
123456789 m = 1 km 234 m 567 mm 890 1 lg=1000mg = 10" g
1 mg = 1000 ug = 10 ng
Kommaschreibweise gemischte Schreibweise 6
1pg =1000ng = 10° pg
1234,56789kg = 1t234kg567 2890 mg
1ng = 1000 pg
Geometrie
Definitionen und Regeln Beispiele

Elemente der Geometrie

Die Geometrie handelt von Punkten (keine Aus-
dehnung, nulldimensional), Linien (eindimensio-
nal), Flichen (zweidimensional) und riumlichen
Korpern (dreidimensional). Eine Gerade ist eine
nach beiden Seiten unendlich lange, gerade Linie.

Durch zwei Punkte A und B 148t sich
genau eine Gerade g = AB zeichnen.

Sind C und D zwei Punkte, dann ist die Strecke
[CD] der Teil der Geraden CD zwischen den
Punkten C und D. Die Randpunkte C und D
gehoren zur Strecke [CD].

CD = Liinge der Strecke [CD]

Geraden und Strecken sind Punktmengen.

Zwei Geraden heiflen parallel, wenn sie
keinen Schnittpunkt haben (¢ und h
sind parallel).

Geometrische Figuren

Drei Punkte A, B und C, die nicht auf einer Ge-
raden liegen, bilden das Dreieck ABC (A ABC).
A, B und C sind die Ecken, [AB], [BC] und [CA]
die Seiten des Dreiecks. Ein Dreieck hat also drei
Ecken und drei Seiten. Fin Viereck hat vier Ecken
und vier Seiten usw.

Ein Rechteck ist ein Viereck, in dem je zwei
benachbarte Seiten einen rechten Winkel bilden
(senkrecht aufeinander stehen).

Zwei gegeniiberliegende Seiten im
Rechteck sind gleich lang.

Ein Rechteck mit vier gleich langen Seiten heifit
Quadrat.
Ist Mq die Menge aller Quadrate, Mg die Menge
aller Rechtecke und M~ die Menge aller Vierecke,
dann gilt

Mq € Mg C My

oder in Worten: Jedes Quadrat ist ein Rechteck
und jedes Rechteck ist ein Viereck.

L

Dreieck Viereck
D C
DA
AB = CD
BC = DA
o Ay
Rechteck Quadrat
Parallelogramm: Raute: Trapez:

Je zwei gegen-
iiberliegende
Seiten sind
parallel

Alle vier Seiten Ein gegeniiberlie-
sind gleich lang gendes Seitenpaar
ist parallel
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Koordinaten

Das (kartesische) Koordinatensystem besteht aus Das folgende Koordinatensystem hat gleiche Ein-
zwei zueinander senkrechten Achsen. Die waag- heiten auf beiden Achsen.
rechte Achse heifit Abszissenachse oder kurz Ab-

szisse (wird oft auch als z-Achse bezeichnet), die y7 ATIS)
senkrechte Achse ist die Ordinatenachse, kurz Or- N "
dinate (oder oft y-Achse). Der Schnittpunkt der B(_64) 51

beiden Achsen ist der Ursprung des Koordinaten- .. 4l

systems. Ein Punkt wird durch seinen Namen und i 31
die beiden Koordinaten, die Abszisse und die Or- ! 2
dinate, angegeben: | 1

1 0

-8 3

A (Abszisse | Ordinate) 7T6-5-4-3-2-1 ] 1 2

| _ol |

Man findet den Punkt, wenn man vom Ursprung I | _3 1

aus um den Wert der Abszisse nach rechts und |c(-8| -3) _al 3

um den Wert der Ordinate nach oben geht. Die 51 |

FEinheiten des Koordinatensystems geben an, wie Y .
weit die Eins auf den Achsen vom Ursprung ent- —71  D@|-06)

fernt ist. Die Einheiten auf der Abszisse und der

Ordinaten kénnen verschieden sein. ) ) )
Der Punkt A(6]7) hat die Abszisse 7 und die Or-

dinate 6.
Flachenmafle
Ein Quadrat mit der Seitenlinge 1m hat den la=1Ar=100m?
Flicheninhalt (kurz: ,,die Fliche®) 1 m?2. 1ha = 1 Hektar = 100 a = 10 000 m2

1km? = 100 ha = 10000 a = 10% m?
1m? = 100dm? = 10000 cm? = 10° mm?

1m? 1m 1dm?2 = 100 cm? = 10 000 mm?>
1cem? = 100 mm?
Imm? = (1000 w)? = 10° u?
1m

1u? = (1000nm)? = 10° nm?

2 _ 2 _ 106 2
Ein Rechteck mit den Seitenldngen a und b hat Inm® = (1000 pm)~ = 10° pm

die Flache
A=a-b 1,23456789 km? = 1km? 23 ha 45 2,67 m> 89 dm>
FEin Quadrat mit der Seitenldnge a hat die Fliache 123,456789 m2 = 1a23m?245dm? 67 cm2 89 mm?2
A2 0,123456789 m? = 12 dm? 34 cm? 56 mm? 789000 p2

0,0123456789 cm? = 1 mm? 234567 12 890000 nm?

la 10m 1 ha 100 m ha a m? dm? cm? mm?
0, 123456 789123 456789 mm?

2 nm2 pm?2

10m 100 m
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Briiche und Bruchteile
1 5 18
Teilt man die Zahl b in a gleich grofie Teile, dann 1:3= 3 5:7= 7 5= 18:6=3
hat ein Teil die Groéfle a : b. Diesen Quotienten 0 1 2
schreibt man auch in Form eines Bruches: | [ [ [ ]
1 |
—=1:3
a 3 !
@ b 0 l 2
| | |
Zahler 2o2:3=2.
a = Wert des Bruches 3 3
Nenner
- 1 -
a 1
—=a:b=(a-1):b=a-(1:b)=a- -
b (a-1) (:b)=ay 15
1 2 5
%:E-a:fvona 14 14 14
2 9 1 5 5
1 _ Z=2. -, Z=5.=
%Vonc:a-gVonc:a-c:b:(wc):b:% 14 14" 14 14
1 2
§v01128=3~7\/01128:3-—8:3~4:12
Syone=2.c=2°¢ 7 7 7
b b b 3 3-8 24
—von 8 = — = —
Da man durch null nicht teilen darf, darf auch der 7 7 7
Nenner eines Bruches niemals null sein! 3 von 1.5m — 3-150cm 450 cm 45 cm
10 ’ 10 10
a a 0 7 8 0
—_ = 1’ - = a7 - = 0 - = - = _— =
a 1 a 7=h 178 =l
Wird das Ganze in b gleiche Teile zerlegt, dann S Das Ganze (17 Teile) - e
bilden a dieser Teile den Bruchteil % vom Ganzen | | | | | | | | | | | | | | | | | |
(das %—fache des Ganzen). - e
E vom Ganzen
17
Die Menge der rationalen Zahlen
— 1 —12
N ={1,2,3,4,...} (natiirliche Zahlen) % =0, T3 = -3, —62 = -8, — = 3

7 ={-3,-2,-1,0,1,2,3,...} (ganze Zahlen)
Mit @ bezeichnet man die Menge aller Briiche,
wobei die Zahler eine beliebige ganze Zahl und die
Nenner eine ganze Zahl aufler null sein diirfen:

Q={F|acZundbezundb+0}

Q@ heifit auch Menge der rationalen Zahlen.

10

Jede ganze Zahl z kan man als Bruch schreiben,
z.B. z = E. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist

also in der Menge @Q der rationalen Zahlen ent-
halten (Z ist eine Teilmenge von Q):

NCZCQ
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Definitionen und Regeln Beispiele
Erweitern und Vergleichen

3 3.5 15 3-(-7 —21
FEin Bruch dndert seinen Wert nicht, wenn Zahler TET s a7 E_% =1

und Nenner mit der gleichen Zahl multipliziert
werden (Erweitern):

Zwei Briiche heilen gleichnamig, wenn sie den

a

gleichen Nenner besitzen. Zwei Briiche § und

< kann man durch geschicktes Erweitern immer
gleichnamig machen:
a a-d ¢ c-b

b b-d d

T bed

b - d ist ein gemeinsamer Nenner der Briiche
und § (ein gemeinsames Vielfaches der Nenner
und d).

b
b

Der kleinste gemeinsame Nenner (Haupt-
nenner, HN) von mehreren Briichen ist das
kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) ihrer

Um den Bruch 1—52 auf den Nenner 108 zu bringen,
muss er mit 108 : 12 = 9 erweitert werden:

5 5-9 45

12 129 108
Gleichnamigmachen von % und %:

3 311 33 4 4.7 28

7 7-11 77 11 11-7 77
Gleichnamigmachen von %, ;—i und %:

36=12-2-3-3,24=[2-2-2]|-3,54=2-[3-3-3]
HN=2.2.2.3.3.3=216

Die Erweiterungsfaktoren findet man am schnell-
sten, wenn man aus der Primfaktorzerlegung des
Hauptnenners die Primfaktoren des jeweiligen
Nenners streicht.

Nennern.
191906 14 13 _13.9 117
36 36-6 2167 24 24-9 216
20204116
54  54-4 216
In di Teil iiber das Vergleich Briich 7<9 i17<9 ! >11 il117 < 19
N diesem lell uber das vergleicnen von rucnen 13 13,Wel 5 17 19,Wel

sind alle Zahler und Nenner positiv!
Fiir gleichnamige Briiche gilt:

Nichtgleichnamige Briiche vergleicht man, indem
man sie gleichnamig macht oder auf den gleichen

% < g — a<c Zzhler bringt (je nachdem, was einfacher ist):
19 29 13 .
Wenn man 5kg Zucker auf 7 Kinder verteilt 36 < 54 < 24 weil 114 <116 < 117
erhélt jedes Kind weniger als wenn man 5kg 114 116 ?1’7/
i i 5 35 - -
Zucker auf 6 Kinder verteilt, d.h. 2 < g. 516 216 216
12 8 6 .
Fiir Briiche mit gleichem Zé&hler gilt: P — < —, weil 74> 69 > 68
37 23 17
-~
a B a — b 24 24 24
22 ¢ == == it
b ¢ 74 69 68
Kiirzen
4 48 :
FEin Bruch #&ndert seinen Wert nicht, wenn man % = % = g
Zahler und Nenner durch die gleiche Zahl divi- :
diert (Kiirzen): 84 _ 2237 _3
112 2.-2-2-2.7 4
a _a:c 24 2-2-2-3-1_ 1
b b:c 72 2.2.2-3-3 3
. ) 182 2.7-13 2
Zum Kiirzen zerlegt man den Zahler und den 000 71113 11

Nenner in Primfaktoren und streicht die gemein-
samen Faktoren.

11
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Ein Bruch heifit vollstindig gekiirzt, wenn Zahler
und Nenner keinen gemeinsamen Primfaktor
mehr enthalten.

Die vollstandig gekiirzte Version eines Bruches ist
seine Grundform.

Gelingt die Primfaktorenzerlegung nicht, dann
bestimmt man den ggT aus Z&hler und Nenner
mit der Kettendivision:

a a:ggl(a,b)

b b:geT(a,b)
—_————

vollst. gekiirzt

Produkte im Zahler und im Nenner vor dem
Kiirzen auf keinen Fall ausmultiplizieren, sondern
gleich weiter zerlegen:

34-362-17-2-2-3-3 4
54-51 2.3-3.3.3.17 9

Die Primfaktoren des Zahlers und Nenners von
5063 ¢ind nicht leicht zu finden:

5893

5893 : 5063 = 1 R 830
5063 : 830 =6R 83

830:[83]=10R[0] = ggT(5893,5063) = 83

5063  5063:83 61
5893  5893:83 71

Nebenbei hat man auch die Primfaktoren von
Zahler und Nenner gefunden:

5063 = 61 - 83, 5893 = 71-83
Rechnen mit Briichen
4 4
Gleichnamige Briiche, Addition und Subtraktion: g + 3= 3% = %
a ¢ a-+c a ¢ a-—c 3_123_7_;4: i
T b b 111 1 1 11
5 11 5-5-11-2 3 1
Ungleichnamige Briiche miissen vor 6 15 30 30 10
dem Addieren bzw. Subtrahieren i1 1 3-2 1 1 1 7-8_ 1
gleichnamig gemacht werden! 2 3 6 6 8 7 56 56
W ton LN mieht et st . 11 11 13 11-6-11-9+13-4 19
enn man den nicht findet, nimmt man das — =t == o 5 o =—
Produkt der Nenner als gemeinsamen Nenner: 2416 36 2:2:2:2:3:3 144
3.2 3. 74+2-8 37
a c_adtcd 8 7 87 56
b d  b-d
28 9 2 1 4-3 1

Oft ist es vorteilhaft, vor dem Addieren bzw. Sub-
trahieren zu kiirzen. Wenn die Nenner schon fast

42 18 3 2 6 6

gleichnamig sind, ist es besser, nicht zu kiirzen. 9 2 - 49-2+24 - 122 - 61
56 112 112 112 56
Multiplikation von Briichen: 3 7= 3.7 = 3
28 28 4
a ¢ a-c a a-c
b'd b-d T Ty 3 11 _3-11 33
8 5 8.5 40
a\? a a_a-a_a2 E §_16-33_2-2-2~2-3-11_3
(5) b'b bbb 121 24 121-24 11-11-2-2-2-3 11

12

16
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Definitionen und Regeln

Beispiele

a b b a 3 8
— . — =1 —=1:= — i Keh —.
b a = P b 3 ist der Kehrwert von 3
b . a 1.
— heifit Kehrwert von 7 = ist der Kehrwert von 7.
a
1
g'g_g.(l_g)_g_g_a-d 5istd0rKchrwcrtvong.
b'd b “d) b ¢ b-c
Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit 1 : 7 = s = ﬁ, Mo = 4
N e 3 8 7 56 7 76 7
seinem Kehrwert multipliziert:
35 7 3% 7 5-7-2-3-13 15
a ¢ a d a-d a a 52778 52 77T 2-2-13.7-11 22
b'd b c boe b T he BRI S O B R
3/°9 3 1 3
Einteilung der positiven Briiche
Stammbriiche: Zahler =1 Stammbriiche: %, %, i, é,
Echte Briiche: Zahler < Nenner 1 7 13 12
echte Briiche: — =, =,
Unechte Briiche: Zihler > Nenner 2°8 444" 50
. .. . . 3 9 133 73
Scheinbriiche: Zahler = n - Nenner unechte Briiche: —, =) —, —,
. 278 44’ 50
mitn € N 3 .9 56 _ 1000
Stammbriiche sind echte Briiche. Scheinbriiche: 3= 1, 3= 3, == 8, 50 20
Echte Briiche sind kleiner als 1.
Unechte Briiche sind grofler als 1.
Scheinbriiche sind natiirliche Zahlen.
Gemischte Zahlen
3 3 5-7T+3 38
Um die Grofle eines unechten Bruches besser zu 5 - = 5+ - = 7+ =

erkennen, schreibt man ihn als gemischte Zahl.

b
Die gemischte Zahl a - ist eine Abkiirzung fiir

die Summe a + —.
c

b b a-c b a-c+bd
a-=a+ - = —— - =
c c c c c
z:n=gRr = izgi
n n

Beim Addieren und Subtrahieren gemischter
Zahlen werden die Ganzen und die Bruchteile
getrennt berechnet.

b b
Vorsicht: —a - ist nicht —a + —, sondern
c c

Zum Multiplizieren und Dividieren verwandelt
man gemischte Zahlen in unechte Briiche.

13

% soll als gemischte Zahl geschrieben werden:

68:9=7R5 — 68=7-9+5 —
5§+6§:(5+6)+(§+§):11?5:12175
8?—622(8—6)+(§—i):2162_015:2210

Beachte bei dem folgenden Beispiel den Trick

4 4 20 4 24
—_—= ]_ —_— = —_— —_— = —_—
820 s * 20 7+20*20 20

1 3 4 15 24 15 9
85 11780 17720 1073
(21780 45 3038 8 2
77928 7 28 7-45 3 "3
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Definitionen und Regeln Beispiele
Doppelbriiche
3 4
P 3-4-21-16 8
Bei Doppelbriichen schreibt man den Haupt- 58 79 =S 759 5 1,6
bruchstrich auf Hohe des Gleichheitszeichens. 5116 S
¢ 3 5 9-10 1
) » a ¢ a-d -
Hauptbruchstrlch%%:g:gzﬁ 1*6: 12 _7ﬁ:_73:_l
d T 78 8 12-8 0 32
. . . . 378 49 -3 7-3
Die Z#hler der Teilbriiche bleiben auf der glei-
chen Seite des Hauptbruchstrichs, die Nenner der
Teilbriiche springen iiber den Hauptbruchstrich.
Dezimalbriiche
1 1
Definition der Dezimalbriiche 0,1 = 1o’ 0,01 = 100" 0,001 = 1000
Das Komma in einem Dezimalbruch trennt die 0,2 = 1’ 0,5 = }’ 0,25 = 0,125 = 1
Einerstelle von der Zehntelstelle. 5 2 8
3 3 1 5 1
4 5 6 0,755=-, 1hb==-=1=, 125=-=1-
23456 =2-10+3 -1+ —+ — + —— = 4 2 2 4 4
10° 1001000 123 100001
456 23456 57 2932 0,123 = ——, 10,0001 =
=2 ——=——=23—— = — 1000 10000
1000 1000 125 125 1230000 193
0,1230000 = = =0,123

Schlussnullen nach dem Komma darf man bei ei-
nem Dezimalbruch beliebig anhéngen oder strei-
chen (Erweitern oder Kiirzen).

10000000 1000

Rechnen mit Dezimalbriichen

Zum Addieren und Subtrahieren werden Dezi-
malbriiche durch das Anhéngen von Schlussnullen
gleichnamig gemacht.

Dezimalbruch - 10™ :
Komma um n Stellen nach rechts

Dezimalbruch : 10" :
Komma um n Stellen nach links

Multiplikation zweier Dezimalbriiche mit d
und ds Dezimalen:

e Beide Kommas weglassen
e Multiplizieren

e Komma so setzen, dass das FErgebnis
d1 + do Dezimalen hat

1,2345 + 2,3 = 1,2345 + 2,3000 = 3,5345
1 —0,987 = 1,000 — 0,987 = 0,013
1,2345 - 1000 = 1234,5

1,2345 : 1000 = 0,0012345

0,000123 - 107 = 1230

123,45 : 10% = 0,00012345

0,006 - 2,23 = 6 - 223 : 100000 = 1338 : 100000 =
=0,01338

3,64-2,5=364-25: 1000 = 9100 : 1000 =
=9,100 = 9,1

0,0007-0,003=7-3:10" =21:107 =
= 0,0000021
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Zur Division zweier Dezimalbriiche verschiebt
man das Komma beim Dividenden und beim
Divisor um die gleiche Stellenzahl soweit nach
rechts, bis der Divisor ganzzahlig ist.

6,4  6,4-1000 6400
0,128  0,128-1000 128
= 6400 : 128 = 50

6,4:0,128 =

12,5 : 0,0005 = 125000 : 5 = 25000

1,001: 0,13 = 100,1 : 13 = 7,7

Endliche und periodische Dezimalbriiche

Jeder Dezimalbruch mit n Dezimalen (Stellen
nach dem Komma) lésst sich als Bruch mit dem
Nenner 10™ = 2™ - 5™ schreiben. Die Grundform

In folgender Tabelle bedeutet PFN , Primfak-
toren des Nenners“, e ,endlich“, rp ,rein peri-
odisch“, gp ,,gemischt periodisch® und p die Pe-
riodenlénge.

(vollstéindig gekiirzte Form) dieses Bruches hat Bruch PFN Typ »p
. . . 1
im Nenneli nur die Pirlmfaktoren 2 und 5. 0,004 2.5 o 0
Ein vollsténdig gekiirzter Bruch, dessen Nenner 250
andere Primfaktoren als 2 oder 5 enthélt, ist 1 03 3 1
periodisch unendlich oder kurz periodisch. Die 3 ’ P
Lénge der Periode ist kleiner als der Nenner. 1
7= 0,142857 7 p 6
Ein periodischer Dezimalbruch heifit reinpe- 1 o
riodisch, wenn die Periode direkt nach dem 33~ 0,03 3,11 rp 2
Komma beginnt. 1 B
30 = 0,03 3,2,5 gp 2
Ein periodischer Dezimalbruch heifit gemischt- 1
periodisch, wenn zwischen Komma und Periode =~ =0,16 2,3 gp 1
noch weitere Ziffern stehen. 6611
—— =0,1234 2,3,5,11 gp 2
FEinen Bruch verwandelt man in einen Dezimal- 4950
bruch durch Eijeitern auf eine .Zeh.nerpotejn.z i.m 0,12 = 0,121212...
Nenner oder einfach durch schriftliches Dividie-
ren: 17 17-4 68 0,12 = 0,122222...
—=_—=—=0,68
25 25-4 100 _
0,120034 = 0,120034034034...
. A . . _—
Reinperiodischer Dezimalbruch in Bruch: 0,7= 9
—  Period — 69 23
0,Periode = 79?91?.96 0,69 = 99 ~ 33
Léange p — [ 2439 1
mal die 9 002439 = =~ — —
- ’ 99999 41
_ = 7 4 4 17
Gemischtperiodischer Dezimalbruch in Bruch: 0,37=3,7:10=3 9 110 = % 110 = 3—0 =5
Ist z die Zahl der Ziffern zwischen Komma und 0,123456 = 123,456 : 1000 = 123 456 - 1000 =
Periode, dann multipliziert man mit 107, erhélt 123333 123333 41111 999
damit einen reinperiodischen Dezimalbruch, wan- : 1000 = =
delt diesen in einen Bruch um und dividiert an- 999 999000 333000
schlieend wieder durch 10%.
— — 12 1 12 2
Zum Rechnen verwandelt man periodische Dezi- 0,12:0,18 = —: 18 =— ==
. . . . 99 99 18 3
malbriiche zweckméfigerweise in Briiche. 7 99
07:007T==-:—="=11
9 99 9

15
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Definitionen und Regeln Beispiele
Prozentrechnung
Briiche in der Prozentschreibweise 5% S o1 0,05 200% = 200 _ 2
‘10 20 7 ‘7100
Ein Hundertstel nennt man auch ein Prozent, in 1 1 1 1
Zeichen 1%. 2% =55 Ah=g5 Sh=gp W0%=15
1 1 1 3
= ﬁ * 7 100 ‘T 100
3
: 3% von 500 = — - 500 = 15
2% von g =x2% - g =100 —% 100
12,3 =12,3-100% = 1230 %
Jede Zahl a kann man in die Prozentschreibweise . 100 )
umwandeln: 3= 100% = — 9% — 333 %
a=a-1=a-100% = (a - 100) % _ _ _ 7
0= )%] 0.7=07-100% = 77,7% = 775 %
Grundaufgaben der Prozentrechnung Grundwert: 240, Prozentsatz: 5% —
5-240
Prozentsatz vom Grundwert = Prozentwert Prozentwert: w = 5% - 240 = ——— =12
Nl gt Ny 100
% mal g w
Wieviel Prozent von 180 sind 307
2% -180=30 =
Prozentsatz gesucht: 30 30
2% == — = — 100%—16 %
w 180 180 “~~~
% =—= ra 100 % !

Grundwert gesucht:

Zu a werden % von a addiert (a wird um z %
vergrofert):

a+x%~a:a-(1+x%):a.(1+m)

Von a werden z % von a subtrahiert (¢ wird um
x % verkleinert):

a—x%~a=a'(1—x%):a'(1_1(a);0)

Ein Betrag a wird bei einer Bank einbezahlt und
jéhrlich mit % verzinst. Nach n Jahren ist der
Wert des Kapitals

a-(1+a%)"|

o=

16

15 Prozent eines Betrages sind 42€. Betrag?

15% - = 42€
42€  42€  4200€
= = = = 2
% & 15 s

Preis mit 16% MWSt ist 52,2€. Preis ohne
MWSt?

- (1416%) =z -1,16 =522€

_ 52,2€
1,16

=45€

Ein Flugzeug verliert 30% seiner Hohe und fliegt
danach noch 1540 m hoch. Urspriingliche Hohe?
2 (1—30%) =2-0,7 =1540m

~ 1540m

— 2200
0.7 m

Ein Betrag z wiichst bei 5%-iger Verzinsung in
drei Jahren auf 4630,50 €an.
z-(145%)° =2 -1,05° = 4630,5€

_ 4630,5€  4630,5€

= 4000€
1,053 1,157625
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Relative Haufigkeit

Ein Experiment mit verschiedenen méglichen Er-
gebnissen (z.B. das Werfen eines Wiirfels) nennt
man ein Zufallsexperiment. Wird ein Zufallsexpe-
riment n-mal ausgefithrt und tritt ein bestimm-

Ein Wiirfel wird 200-mal geworfen. In folgender
Tabelle bedeuten T' die Trefferzahl und rH die
relative Haufigkeit:

tes Ergebnis dabei z-mal ein (Trefferzahl), dann L 2 3 1 o 0
nennt man den Quotienten £ die relative Hdiufig- T 31 37 33 38 29 32
keit fiir das Auftreten des E?gebnisses: rH | 0,155 0,185 0,165 019 0,145 0,16
rH | 15,5% 18,5% 16,5% 19% 14,5% 16%
Zahl der Treffer
lative Haufigkeit =
relative Hauhgkel Gesamtzahl der Versuche
Geometrie
Definitionen und Regeln Beispiele
Der Quader - G
Ein Quader wird von sechs Rechtecken begrenzt. !
Ein Quader hat acht Ecken (A, B, C, ...), zwolf B l
Kanten ([AB], [BC], [CD], ...) und sechs Flichen. : ¥ ¢
Je zwei gegeniiberliegende Rechtecke des Quaders 1
sind gleich. ) R c
Je vier Kanten des Quaders sind gleich lang: /// )
o =AB =CD = FF - G A g
b= BC — DE — FG — HE
c=AE=BF=CG=DH _
Ein Quader mit lauter gleich langen Kanten heifit Lem®
Wiirfel. o
Ein Wiirfel wird von sechs gleichen Quadraten
begrenzt.
Raummafle
Der Rauminhalt (das Volumen) eines Wiirfels
mit der Kantenldnge 1 cm ist ein Kubikzentimeter »
(cm?). ///
Ein Wiirfel mit der Kantenldnge 10 cm besteht d
aus 10 - 10 - 10 = 1000 Wiirfeln mit 1cm Kan- ~_ ]
= 3 _ 3 L
tenldange, d.h. 1dm® = 1000 cm®. 1 em? //:
L~
1
- 11
. // // 1
1km? = (1000m)? = 10° m? T LA
3 3 6 .3 9 3 1T AT
1m?® = 1000 dm” = 10° cm® = 10” mm pdRrZdBy
1 1
1dm?® = 1000 cm® = 10% mm? A LT LA
1 L1
1cm® = 1000 mm® AT
1mm® = (1000 p)® = 10° u® 11 ,
. L~
143 = (1000 nm)® = 10° nm® o 1dm
1nm® = (1000 pm)® = 10° pm? e
-t 10 cm -

17
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Einer Stelle bei den Léngeneinheiten entsprechen 3

zwel Stellen bei den Flicheneinheiten und drei ,-I/n\ AN 3 3 3 3
Stellen bel den Volumeneinheiten. 123, 456 789 123 m- = 123m 456 dm 789 cm 123 mm- =

= 123456,789123 dm?® =

dm® cm® mm?®

km m dm cm mm o
o000 000 o ° e o000 = 123456789,123 CIH3 =
ha a m? dm? cm? mm? uz = 123456789123 mm3

ASNASNAN AN AN /—N
o0 "00 00 00 00 00 e00 000

0,0800031 m*® = 80 dm?® 3 cm?® 100 mm?

m?® dm?® cm® mm? u3
200000000 000000000000 0,000307mm3=307000p3
1Liter = 11 = 1dm3 1m? = 10001 = 10hl
1Hektoliter = 1hl = 100dm? 11 = 100c = 1000 ml
1 Milliliter = 1ml = 1cm? ld = 10ml = 10 cm?
1Zentiliter = 1lcl = 10cm? Iml = 1lcm® = 1000mm?
Volumen und Oberfliche des Quaders
Ein Quader mit den Kantenlidngen a, b und ¢ hat Ein Quader mit den Kantenlingen ¢ = 3m, b =
das Volumen 7cm und ¢ = 2mm hat das Volumen

, V = 3000 mm-70 mm-2 mm = 420 000 mm?® = 420 cm?,
die Oberflache

die Oberfléche

’A:2-(a-b+a~c+b-c)‘

A =2-(3000mm - 70 mm + 3000 mm - 2 mm-+

und die Gesamtkantenldnge 470 mm - 2mm) =

’k:4.(a+b+c)‘ = 432280 mm? = 43 dm? 22 cm? 80 mm?

Ein Wiirfel mit der Kantenldnge a hat das Volu- und die Gesamtkantenlinge

men k=4-(3000mm + 70 mm + 2mm) =

=12288mm = 12m2dm 8 cm 8 mm.

V=4a?

die Oberflache
Ein Wiirfel hat das Volumen 74 088 cm?, wie lang

sind seine Kanten?

Primfaktorenzerlegung von 74 088:
V=a=2%37cm?=(2:3-Tcm)? = (42cm)?

und die Gesamtkantenldnge

k=12-a
— a=42cm

18
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Algebra

Definitionen und Regeln

Beispiele

Terme

Ein Term ist ein Rechenausdruck. Ein Term be-
steht aus Zahlen, Rechenzeichen und gegebenen-
falls aus Benennungen. Einen Term berechnen
heifit, ihn soweit zu vereinfachen, bis nur noch ei-
ne Zahl iibrig bleibt; diese Zahl ist der Wert des
Terms. Die letzte Rechenoperation bei der Be-
rechnung eines Terms git dem Term seinen Na-
men (Summe, Differenz, Produkt, Qoutient oder
Potenz).

Einem Term gibt man oft einen Kurznamen, der
meistens aus nur einem Buchstaben besteht und
moglichst aussagekréftig ist, z.B. V fiir ein Volu-
men.

T=22-32=8-9=-1

T ist eine Differenz, deren Minuend und Subtra-
hend jeweils Potenzen sind.
r=(7T-2-5):(1-2%)=(=3):(-3)=1

x ist ein Quotient.

a=(16—-3-7)3-7 = (=5)2 =25

a ist eine Potenz.

V ist das Volumen eines Quaders mit den Kan-
tenldngen 2 cm, 3cm und 4 cm:

V =2cm-3cm-4cm = 24 cm®

Variable

Eine Variable ist ein Platzhalter fiir eine Zahl,
d.h. statt der Variablen kann man eine beliebi-
ge Zahl aus einer vorgegebenen Grundmenge G
schreiben (das Wort Variable bedeutet Verdinder-
liche). Kommt die gleiche Variable mehrmals in
einem Term vor, muss sie jedes mal mit der glei-
chen Zahl belegt werden.

Einen Term mit dem Namen T, der die Variable
x enthélt, schreibt man so:

T(x) (man spricht ,T von z*).
T(3) bedeutet:
Ersetze jedes  im Term T'(z) durch 3.

Die Werte des Terms T'(x) stellt man iibersicht-
lich in Form einer Wertetabelle dar: Ausgewahlte
x-Werte aus der Grundmenge G schreibt man in
die erste Zeile und die entsprechenden Termwerte
T(z) in die zweite Zeile.

Ein Term T'(z) hat eine Nulistelle bei x1, wenn
Den Malpunkt vor einer Variablen oder vor einer
Klammer darf man weglassen:

3-2=3z, 5 -(3-a—a-b*-y*) =5(3a—ab’y?)

19

T(x)=2?-3 =z
T(2)=2>-3.2=4—-6=-2
T(-2)=(-2)>-3-(-2)=4+6=10
T0)=0*-3-0=0-0=
Wertetabelle fiir T'(z):
z |[-2]-1]0] 1] 23
T()| 10] 4]0]-2]-2]0

Wegen T'(0) = 0 und 7'(3) = 0 hat T bei ;1 =0
und bei zo = 3 Nullstellen.

3b
b)=a> - =
fla,b) = a” — —
1
f(2,1):23—3T:8—1,5:6,5
F(-2,5) = (-2 - 22 = 8475 = 05
f(1,0):13—3i0=1

3
f(0,2) = 0% — Fm nicht definiert, da Division durch 0

V ist das Volumen eines Quaders mit den Kan-
tenldngen a, b und c:

V(a,b,c) = abc
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Definitionsmenge eines Terms

Ein Term T(z), der Briiche oder Quotienten
enthilt, ist fiir diejenigen Werte von x nicht de-
finiert, fiir die ein Nenner oder Divisor den Wert
null annimmt. Die Definitionsmenge Dt eines
Terms T'(z) ist die Menge aller Zahlen aus der
Grundmenge G ohne die Nullstellen der Nen-
ner bzw. Divisoren. Ist nichts anderes angegeben,
dann verwenden wir als Grundmenge die Menge
Q der rationalen Zahlen.

2
2+ 5

24z
T 4-—1g

Nullstellen der Nenner:

T(x)

4—r=0—=ax=21=4
20 +5=0=ax =129 = —2,5

Wie die Definitionsmenge wirklich aussieht, hangt
von der Grundmenge ab:

G=Q= Dr=Q\{-254}
G =7= Dy =7\ {4}

Aufstellen von Termen

Um einen Term zur Berechnung einer bestimm-
ten mathematischen Grofle zu finden, stellt man
folgende Uberlegungen an:

e Welche Variablen braucht man?
e Welche Namen gibt man den Variablen?

o Welche Zahlenbereiche sind fiir die Varia-
blen sinnvoll?

e Wie berechnet man aus den Variablen die
gesuchte Grofle?

Wenn man den Term gefunden hat, muss man
die Information, die in ihm steckt, verdeutli-
chen. Dazu erstellt man eine Wertetabelle und
veranschaulicht diese Werte in einer Grafik
(Balkendiagramm, Koordinatensystem).

Nachfolgende Grafik zeigt den effektiven Steuer-
satz des nebenstehenden Beispiels fiir eine, zwei,
drei und vier Personen pro Familie:

e(x,n)
25% 7

3333
NIV

20%-

5%

10%1)

5%/

0 2000 4000 6000 8000 10000 =

20

Das Steuermodell von Kirchhoff (2005)

Vom gesamten Jahreseinkommen einer Familie
werden pro Person 8000€ Freibetrag abgezogen,
vom Rest sind 25% Steuern zu zahlen.

Der effektive Steuersatz gibt an, wieviel Prozent
des Einkommens die Steuern ausmachen. Gesucht
ist ein Term, der den effektiven Steuersatz aus
dem Monatseinkommen berechnet.

T Monatseinkommen
122 Jahreseinkommen
n Zahl der Personen in der Familie
S zu zahlende Steuern pro Jahr
e effektiver Steuersatz

s =25% - (12z — n - 8000)

s 122 — 8000n
€= Top = % 122

2
_ 959 . (1 _ OOOn)

3x

Diese Formel gilt nur, wenn 12z > 8000n ist, fiir
122 < 8000n zahlt man keine Steuern:

950 . (1 — 8000m)  fi 2000n
e(x,n){5% ( s ) tir > S50

0 2000n

fir o < =5

Die folgende Wertetabelle gibt den effektiven
Steuersatz in Prozent an:

x| 1000 | 2000 | 4000 | 6000 | 8000 | 10000
n=1| 83 [ 167 [ 208 | 22,2 [ 22,9 | 233
n=2| 0 | 83 | 16,7 | 194 | 20,8 | 21,7
n=3| 0 0 | 125 | 16,7 | 18,8 | 20,0
n=4| 0 0 | 83 | 139|167 | 183
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Termumformungen

Aquivalente Terme

Zwei Terme mit Variablen heiflen dqui-
valent, wenn sie fiir jede Ersetzung der
Variablen den gleichen Wert ergeben.

T(xz) und F(z) sind also dquivalent, wenn fiir
jedes x aus der gemeinsamen Definitionsmenge
T(z) = F(z) gilt.

Zur Uberpriifung der Aquivalenz zweier Terme
muss wirklich jedes Element der gemeinsamen
Definitionsmenge der beiden Terme eingesetzt
werden. Da die Definitionsmenge meistens aus
unendlich vielen Elementen besteht, ist diese Art
der Uberpriifung in der Praxis nicht méglich.

In den folgenden Kapiteln lernen wir Methoden
kennen, wie man Terme in dquivalente Terme um-
rechnet (Aquivalenzumformungen).

(
T(-1) = (-1 - (-1)2=-1-1= -2
F(-1)=2-(-1) = —2, also T(~1) = F(~1)
T(0)=03—-02=0
F(0)=2-0=0, also T'(0) = F(0)
T(2)=2-22=8—4=4
F(2)=2-2=4,also T(2) = F(2)
aber:
T(1)=13-12=1-1=0
F(1)=2-1=2,also T(1) # F(1)
T'(z) ist also nicht dquivalent zu F'(z).
22 — g2
A = B =x—
(0.y) == By =s—y
2212 3
A N 1 = = — =
(21) 24+1 3

B(2:1)=2—-1=1, also A(2;1) = B(2;1)

Alle weiteren FErsetzungen ergeben ebenfalls
A(z;y) = B(z;y), dh die beiden Terme sind
dquivalent (exakter Beweis folgt spiter).

Zusammenfassen von Termen

Zwei Terme heilen gleichartig, wenn sie sich nur
in einem Zahlenfaktor (dem Koeffizienten) unter-
scheiden.

Zwei gleichartige Terme fasst man zu-
sammen, indem man den gemeinsamen
Faktor mit Hilfe des Distributivgesetzes
(DG) ausklammert.

Trick fiir viele Terme: Den fehlenden Faktor 1 da-
zuschreiben, z.B.

22=1z

423, —32% und 2 sind gleichartig, die Koeffizien-
ten lauten 4, —3 und 1.

Die Terme 2a? und 4a> sind nicht gleichartig.
Sx+2x=(5+2)x="Tx

5a3 —a*=5-a3—1-a®=(5—1)a®
8r2 —122%+2% = (8—12+1)2% = (=3)x 32
—5z—4z = (=5)z+(—-4)z = [(-5)+(-4)]z = -9z
dx+Ty—5x—3y = (dz—5x)+(Ty—3y) = —x+4y

5a2x® — 4ax? + 3a%2® — 3ax? = 8a?x® —

4a3
2 _ _

Tax?

Multiplikation und Division

Assoziativgesetz ’ abe = (ab)c = a(be) ‘
Kommutativgesetz
abc:a—b:sz(a c)-b
’ a-am=a"tm ‘
(ab)™ = a™b"

n +1 fiir gerades n
(=" = i}
—1 fiir ungerades n

21

3-dr=3-(4-2)=(3-4)-z=12z
Vorsicht: 3-ab# 3a-3b
3z -5y =(3-5)(z-y) = 1bzy

1 5, 4-3-5

4da-3u-5a- —
a-3u-ba 1Ou 0

12a:4=(12:4)a = 3a
23
(2a)3 = 23a3 = 8a®

27 .57 =(2-5)" =107
(0= 1, (1P =1

(=2)? =[(-1)-2]" = (-1)*-2° = -512

(a-a-u-u?) = 6a*u’

[
.x‘):l'g
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Ausmultiplizieren

Grundlage fiir das Ausmultiplizieren sind das Dis-
tributivgesetz:

’a(b—i—c):ab—i—ac‘

und die Vorzeichenregeln

_|_

[(+) - (
]+
(&)

—a(b—c)=(—a)(b+ (—c
=(—a)b+ (—a
—ab+ ac

5(a + 2b) = 5a + 10b

a®(a® — ab+b) = a* — a®b + a?b

(—3)(5s —3r) = (—3) -5s+ (=3) - (—3r) =
—32a—4b+c—d) = —6a+ 12b—3c+ 3d
—5x3y?) = 1223y —8x* +2025y?

3 2 5 1 5
17“382 (9r52 67"233) = —rist — Zp040

—42?(—3zy+222

6 8

—(a—b+c)=(-1)(a=b+c)=—-a+b—c

Ein Minuszeichen vor einer Klamer
ondert das Vorzeichen jedes Summan-
den in der Klammer.

u?v—20v%—(u?v—v?) = uPv—2v2 —ulv+0v? = —v?

Ausmultiplizieren von zwei Summen:

(a+b)(c+d)=(a+b)c+ (a+b)d=

ac + be + ad + bd

Jeder Summand der ersten Klammer
wird, unter Beriicksichtigung der Vor-
zeichen, mit jedem Summanden der
zweiten Klammer multipliziert.

—3)(x+5) =22 -3z +5r—15=a2+22—15
b)(x —y—2z2)=ax —bxr —ay+ by —az+ bz
y)(—x—2)=x2+xy+y2+yz
@) _ath o
3 2 ) 4 9
(1+y)(1—2)=(1—w+y—xy)(1—2)=
=l—-as+y—z—ay+xz—yz+ Y2

Binomische Formeln

Ein Binom ist eine Summe mit zwei Summanden,
z.B. a+ b oder x — y.

(a+b)* = a® + 2ab + b2
(a—b)? =a*—2ab+b?

(25 + 3r)% = 452 + 1251 + 9r?

(—a—b)?=[(-1)(a+b)* = (-1)*(a+b)* =
= (a +b)? = a® + 2ab + b?
r_yy 2wy v
(2 3) 773
20012 = (2000 4 1)% = 2000% +2-2000 - 1 + 12 =

(a+Db)(a—b)=a®—b? = 4000000 + 2000 + 1 = 4002001
19992 = (2000 — 1) = 20002 — 2-2000 -1 + 12 =
= 4000000 — 2000 + 1 = 3998001
1-2)1+2)=1—22
Ausklammern 22y +xy? — 2%y = ay(x +y — xy)

Das Ausklammern ist eine Anwendung des Dis-
tributivgesetzes.

a b ¢
a—b+C—kJ-(k—k+k)

- (ka — kb+ ke)

a—b+c=

=

22

a8+a7+a4:a4(a4+a3+1)

2
2 2 _ £
(1o

3623 — 4822 — 24z = 122(322 — 42 — 2)

a

o _
3

zy
5 T 42(6 21y + 14x)

N8
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Gleichungen

Eine Gleichung fiir die Variable = besteht aus zwei
Termen T'(x) und R(x), die durch das Gleich-
heitszeichen verbunden sind:

Von der sprachlichen Struktur her ist eine Glei-
chung eine Behauptung (Aussage), nimlich die,
dass die linke Seite T'(x) gleich der rechten Sei-
te R(x) ist. Diese Behauptung kann wahr oder
falsch sein, je nachdem, welchen Wert die Varia-
ble x annimmt.

Die Ldésungsmenge L der Gleichung
T(x) = R(z) zur Grundmenge G be-
steht aus allen Zahlen z € G, fiir die

T(x) = R(z) eine wahre Aussage ist.
ianyial- 2 _ —(_9.0-1-9-5-
Beispiel: _2z° =3z + 10, G ={-2;0;1;2;5;6}

T(x) R(z)
z 210 1 2 5 6
T@) | 4 [ 0| 1] 42536
R(z)| 4 |10 |13 |16 25 | 28

Der Tabelle entnimmt man, dass T'(z) = R(x) fiir
x = —2und x = 5 eine wahre Aussage ist, fiir die
anderen Werte aus G dagegen nicht =

L ={-2;5}

Bei manchen Gleichungen sind die vorkommen-
den Terme fiir einige z-Werte nicht definiert
(Nullstellen im Nenner). Die Grundmenge ohne
diese nichterlaubten Werte heifit Definitionsmen-
ge (D) der Gleichung. D ist der Durchschnitt von
G und den Definitionsmengen der einzelnen Ter-
me (siehe S. 20).

Ist eine Gleichung fiir kein « erfiillt, dann ist die
Losungsmenge gleich der leeren Menge.

Ist eine Gleichung fiir jedes x wahr, dann ist die
Losungsmenge gleich der Definitionsmenge.

Ist bei einer Gleichung keine Grundmenge an-
gegeben, dann nimmt man die groftmogliche
Grundmenge an (bei uns Q).

Grundmenge

@@

®

falsch

[

T
wahr

®

© ®

Abfall

©
@

Losungsmenge

?=2,G=Q = L={0;1}
?=2,G=N = L=/{1}
=z, G={247 = L={}
?=-1,G=Q = L={}
2?=z-2,G=%2 — L=G=17
z-0=0,G=Q = L=G=Q

z0=7,G=Q — L={}
S=16=Q = L=D=Q\{0
2c —2 2x—6
12397 =
L=D=Q\{1;3}

A und B seien zwei Aussagen (Aussagesitze, die
wahr oder falsch sein kénnen).

A=— B »Wenn A, dann B“ oder genauer
»Wenn A wahr ist, dann ist auch
B wahr“

A<=B B »Wenn B, dann A“

A<= B »A genau dann wenn B“

A und B sind gleichwertig
A ist dquivalent zu B

x sei eine natiirliche Zahl.

A =2 ist Teiler von z*
B =3 ist Teiler von x*
C =2 ist Teiler von x und 3 ist Teiler von z*
D =6 ist Teiler von z*

D= A
D — B A= D
D = C , richtig falsch
¢ =D 4
B < D

C <D
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Aquivalenzumformungen von Gleichungen

Zwei Gleichungen mit gleicher Grundmenge hei-
Ben dquivalent, wenn sie die gleiche Losungsmen-
ge besitzen. Eine A quivalenzumformung verwan-
delt eine Gleichung in eine dquivalente Gleichung.
Zwischen dquivalenten Gleichungen schreibt man
”<:>“'

Eine Gleichung geht in eine dquivalente Gleichung
iiber, wenn man auf beiden Seiten den gleichen
Term addiert oder von beiden Seiten den gleichen
Term subtrahiert:

T(x) = R(x)
<~ T(z)+ S(z) = R(z) + S(x)
— T(z)— S(z)=R(z) — S(x)

Eine Gleichung geht in eine dquivalente Gleichung
iiber, wenn man beide Seiten mit dem gleichen
Term (# 0) multipliziert oder beiden Seiten durch
den gleichen Term (# 0) dividiert. Fiir S(z) # 0
gilt also:

T(x) = R(x)
<~ T(x) - S(x)=R(z)-S(x)
T() _ Rlx)
= (@) ~ ()
r+a=b < x=b—a
r—a=b < x=b+a
Fiir a # 0 gilt:
z-a=b T=-
%zb <— zx=b-a

Jede Gleichung der Form T'(z) = R(z) kann in
der Form G(x) = 0 geschrieben werden, denn

T(x) = R(z | — R(x)
— T(z)— R(z) = R(z) — R(x)
<~ T(z)—R(z)=0
—_———
G(x)

Das Umstellen von Gleichungen ist die konse-
quente Anwendung von Aquivalenzumformungen:

r+a="> | —a
<~— x+a—-a=b—a
<= r=b—a

x-a=b | ra
<— zx-a:a=b:a
<— r=b:a= -

a

Fiir die folgenden Beispiele sei D = Q:
z+9=T<=2=7-9=-2 = L={-2}
x—3=-5 <= r=-543=-2 = L={-2}

1
3o — 18 x:;:G — L—{6)
%:3 = 2=3.7=21 = L=1{21}
Fiir a # 0 und b # 0 gilt:
a a
—=b <= a=bzr = z=-
T b
S=b G=Q = D=Q\{0}
a#0,b#0 | a=0,0#0|a#0,b=0| a=0,b=0
a
t={3} | =0 | L=0 |L=Q\{®}

Lineare Gleichungen

Eine Gleichung heif}t linear, wenn die Unbekann-
te x nur in Termen der Form axz vorkommt. Es
diirfen keine Produkte von Termen auftreten, die
beide x enthalten, es diirfen keine Potenzen xz"
mit n = 2 dabei sein und x darf nicht in Nennern
oder Divisoren stehen.

24

lineare Gleichungen nichtlineare Gleich.

S5r =3

1llx —5—3x =2x — 8 — 3z

5(3 —7x) =9(x — 8)
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Strategie zum L&sen linearer Gleichungen

o Wenn erforderlich, beide Gleichungssei-
ten vereinfachen (Ausmultiplizieren, Zu-
sammenfassen).

e Alle Terme mit der Unbekannten nach links,
alle anderen Terme nach rechts.

e Zusammenfassen, bis die Form ax = b er-
reicht ist.

Manche nichtlinearen Gleichungen kénnen durch
Aquivalenzumformungen auf lineare Gleichungen
zuriichgefiihrt werden.

Fiir die folgenden Beispiele ist G = @:

—8r+3=1 |-3
= —8r=-2 |:(—=8)
_—2_1

52 —8 -9z =3(2—3z) — 4z

— —dr—-8=6-13x | + 132+ 8
<~ 9z = 14

1
< 33—5

(z=D(z+2)=(z—-3)(z—4)

—= Prr-2=2-Tr+12 | =2 + Tz +2
— 8r =14
— nT

8 4

Textaufgaben

e Variablen definieren (hinschreiben, welche
Bedeutung die Variablen haben).

e Gleichung aufstellen, die dem Angaben-
text entspricht (noch nichts umstellen oder
schon ausrechnen).

e Gleichung 16sen.

e Losungen interpretieren, Probe.

Eine Mutter sagt zu ihrer Tochter: ,,Heute bin ich
genau viermal so alt wie du, vor zwei Jahren war
ich noch fiinfmal so alt wie du es damals warst.“
Wie alt sind Mutter und Tochter heute?

Festlegung der Variablen:
Alter der Tochter heute  : ¢

Alter der Mutter heute m = 4t
Alter der Tochter vor 2 a t—2
Alter der Mutter vor 2a m—2=4t -2
4t — 2 =5(t — 2)
<— 4t—-2=5-10 | — 4t 410

— t=38

Die Tochter ist heute 8 Jahre alt, die Mutter 32.

Probe: Vor zwei Jahren: Tochter 6, Mutter 30
5-6=30

Mittelwerte

Das arithmetische Mittel (Durchschnitt) der
Groflen aq, asg, ..., a, ist

ay+ag+...+a,
n

a =

Besteht eine Ansammlung von Daten aus z; mal
dem Wert a;, zo mal dem Wert as, ... , z, mal
dem Wert a,,, dann ist das arithmetische Mittel

z1a1 + 29a9 + ... + zZpay
21+20+ ...+ 2,

a=

25

Notenverteilung einer Schulaufgabe:

]2 ]

| 4]
L]4]

5[6
(816

| 3

3
7
Die Durchschnittsnote ist

N 1-1+4-2+7-34+8-4+6-5+3-6
- 1+4+7+84+6+3 -
110
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Elemente der Geometrie

Eine Gerade ist eine nach beiden Seiten unendlich
lange, gerade Linie.

Durch zwei Punkte A und B la8it sich
genau eine Gerade g = AB zeichnen.

Die Halbgerade [EF besteht aus allen Punkten der
Geraden EF, die auf der gleichen Seite von E lie-
gen wie F. Der Randpunkt E gehort zu [EF.
Sind C und D zwei Punkte, dann ist die Strecke
[CD] der Teil der Geraden CD zwischen den
Punkten C und D. Die Randpunkte C und D
gehoéren zur Strecke [CD].

CD = Linge der Strecke [CD]

Geraden und Strecken sind Punktmengen.
P ist ein Punkt der Geraden g: P € g
Der Schnittpunkt der Geraden e und f ist S:

enf={S}
[CD] = [CD N [DC

Der Kreis

Der Kreis (die Kreislinie) um den Mittelpunkt M
mit Radius r ist die Menge aller Punkte P mit
MP =r:

k(M;r) = {P|MP =r}

Kreisinneres :  k;j(M;r) = {P|MP < r}
KreisiuBeres :  k,(M;r) = {P|MP > r}
Winkel

Ein Winkel ist ein geordnetes Paar von Halbgera-
den mit dem gleichen Anfangspunkt. Die Halbge-
raden sind die Schenkel, der gemeinsame Punkt
ist der Scheitel des Winkels.

Beispiel: h = [SA, k= [SB

FASB =% (h,k), ¥BSA = (k)

Dreht man die erste Halbgerade eines Winkels im
Gegenuhrzeigersinn um den Scheitel bis zur zwei-
ten Halbgeraden, dann iiberstreicht sie das Win-
kelfeld dieses Winkels.

26

Winkelfeld von ¢ ASB
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Winkelmafle

In der 10. Klasse wird bewiesen: Die Kreislinie
mit Radius r hat die Linge
U=2rr mit 7= 3,14159

U heifit Umfang des Kreises.

_ T
"~ 180

27 = 360°,

Definition: 1°

= 7 =180°, U =360°-r

Ein Kreis mit dem Radius r = 1 (wir verzichten
hier auf eine Lingeneinheit) heifit Finheitskreis.

Der Einheitskreis hat den Umfang

U =27 = 360°.

Das Winkelfeld eines Winkels schneidet aus dem
Einheitskreis um den Scheitel einen Bogen der
Lénge b heraus. Diese Bogenldnge verwenden wir
als Maf§ des Winkels. Dem vollen Winkel ent-
spricht der ganze Umfang als Bogenlédnge, d.h. der
volle Winkel hat das Maf3 360°.

Winkel werden mit kleinen griechischen Buchsta-
ben bezeichnet. Dabei setzt man meistens (et-
was schlampig!) den Winkel (das geordnete Paar
von Halbgeraden) und das Winkelmaf (eine Zahl)
gleich, z.B. o =4 ASB = 40°.

Winkelname Bereich
spitzer Winkel 0<a<90°
rechter Winkel a =90°
stumpfer Winkel 90° < a < 180°
gestreckter Winkel a = 180°
iiberstumpfer Winkel | 180° < « < 360°
voller Winkel a = 360°

Verfeinerung des Winkelmafles:

10
Winkelminute: 1= —
inkelminute 50
1/ 10
Winkelsekunde: 1”7 = 50 = 3600

1° = 60’ = 3600”

48°
60

36°

28° 48’ 36" = 28°
* 3600

+

= 28,81°

79,54° = 79° + 0,54 - 60" = 79° + 32,4' =
=79°32"+0,4-60" = 79° 32" 24"

27

Bogenlidnge b

Voller Winkel

@ i
t

rechter Winkel (90°)

gestreckter Winkel

Die wichtigsten griechischen Buchstaben:

«  Alpha ¢ Phi

0 Beta ¥ Psi

v Gamma | w# Pi

0 Delta o Sigma
€ Epsilon | ¢ Rho

A Lambda | g Mu

w Omega | 9 Theta
n Eta 7 Tau

Zeichnen eines 30°-Winkels
an die Gerade g im Punkt S
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Winkel an einer Geradenkreuzung

Zwei gegeniiberliegende Winkel an einer Geraden-
kreuzung heiflen Scheitelwinkel, zwei benachbar-
te Winkel heiflen Nebenwinkel. In nebenstehender
Abbildung sind die Paare («,~y) und (3, 4) Schei-
telwinkel, die Paare («, 8), (8,7), (7,90) und (4, @)
sind Nebenwinkel. Zwei Nebenwinkel bilden zu-
sammen einen gestreckten Winkel:

’ Nebenwinkel ergénzen sich zu 180°.

a+3=180° = a = 180° — 3

v+ B =180° = v = 180° — 3 }:“)‘_7

’ Scheitelwinkel sind gleich. ‘

a+B=B+y=v+0=0+a=180°
B=4a

a =7,

Kongruente Dreiecke
Standardbezeichnungen am Dreieck

Die Ecken werden mit Grofbuchstaben, die ge-
geniiberliegenden Seiten mit dem entsprechenden
Kleinbuchstaben bezeichnet. Den Winkel (genau-
er Innenwinkel) an einer Ecke bezeichnet man,
wenn moglich, mit dem entsprechenden griechi-
schen Buchstaben.

Kongruente Figuren

Zwei Figuren heiflen kongruent oder deckungs-
gleich, wenn man sie passgenau aufeinander legen
kann. Kongruente Figuren kann man durch eine
Bewegung ineinander {iberfiihren.

Zwischen kongruente Figuren schreibt man das
Zeichen ,,2~2“. Bei der Schreibweise ist zu beachten,
dass einander entsprechende Punkte der kongru-
enten Figuren an entsprechenden Stellen stehen.

AABC =2 ADEF

bedeutet: A=D,B=E, C=F
a=d,b=e,c=f
a=9,=cund vy = p.

Kongruenzaxiome

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie in
1. drei Seiten (sss)

2. einer Seite und den anliegenden Winkeln
(wsw)

3. zwel Seiten und dem Zwischenwinkel
(sws)

zwei Seiten und dem Gegenwinkel der
groferen Seite (ssW)

iibereinstimmen.
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Zwei kongruente Figuren:

Ca

Cy
\c

Die beiden Dreiecke AABC; und AABC;, stim-
men in @ = 4cm, ¢ = 6¢cm und in o = 30° iiber-
ein, sind aber trotzdem nicht kongruent (« ist der
Gegenwinkel der kleineren Seite, da a < ¢).
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Konstruktionen
Winkeliibertragung

Gegeben ist der Winkel @ =< (e, f) mit dem
Scheitel S und die Halbgerade g mit dem End-
punkt P. a soll so an g angetragen werden, dass
P der Scheitel und g ein Schenkel des Winkels ist:

k1 = k(S;r) (r beliebig)

{A}=enk, {B}=fnk

ko =k(P;r), {C} =gnNks

ks = k(Ayr = AB), ky = k(C;r = AB)

{D} = k2 N ky, [PD ist der gesuchte Schenkel.

Die folgende Konstruktion beruht auf der Kon-
gruenz ASAB = APCD (sss).

Winkelhalbierende

Gegeben ist der Winkel @ =< (e, f) mit dem
Scheitel S. Gesucht ist eine Gerade w, durch S,
die o in zwei gleiche Winkel zerlegt:

k1 = k(S;r) (r beliebig)

{A}=enky, {B}=fNnks

ks = k(A;r") (' gentigend grof})

ks = k(Bir') {C} = ko N k3

we, = SC ist die gesuchte Winkelhalbierende.

Die folgende Konstruktion beruht auf der Kon-
gruenz ASAC = ASBC (sss).

Lotkonstruktionen

Konstruktion der Mittelsenkrechten mag
der Strecke [AB]:

k1 =k(Asr) (r> ?, sonst beliebig)

ka =k(B;r), k1 Nke = {P,Q}

map = PQ

{M} = map N AB ist der Mittelpunkt von [AB].
Senkrechte auf g in P € g errichten:

Ein Kreis um P mit beliebigem Radius schneidet
g in A und in B. Dann Mittelsenkrechte auf [AB].

Lot von P ¢ g auf g fillen:

Ein Kreis um P mit geniigend groflem Radius
schneidet g in A und in B. Dann Mittelsenkrechte
auf [AB].

29

AKQ
Wi kg
/// k2
AN B 5 |M B
\\ mAB
P

Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion:
AABQ = AABP (sss) a=p
AAMQ = AAMP (sws) = =9
Nebenwinkel: v+ § = 2y = 180°, ~ = 90°

=




Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 7

Definitionen und Regeln

Beispiele

Parallelen
Winkel an einer Doppelkreuzung
In nebenstehender Abbildung heiflen:

Stufenwinkel aund g, 8 und ¢
v und p, 6 und o
aund o, fund p

aund p, fund o

Nachbarwinkel
Wechselwinkel
oder Z-Winkel

Zwei Geraden g und h einer Ebene heiflen parallel,
wenn sie keinen Schnittpunkt haben oder gleich
sind.

’g||h < gnNh={}oderg=nh

Mit den Kongruenzséitzen kann man beweisen:

Werden zwei verschiedene Geraden g
und h von einer dritten Geraden ge-
schnitten und sind zwei Stufenwinkel
gleich, dann ist g parallel zu h.

Die Umkehrung dieses Satzes ist mit den bisheri-
gen Axiomen nicht beweisbar. Daher postulierte
schon EUKLID (365-300v.Chr.) das Axiom:

Werden zwei verschiedene parallele Ge-
raden ¢g und h von einer dritten Gera-
den geschnitten, dann sind Stufenwin-
kel gleich. (Parallelenaxiom)

Aus dem Parallelenaxiom folgt:

Zu P ¢ g gibt es genau eine Gerade h
mit
hllg und P € h

Werden zwei verschiedene Geraden g
und h von einer dritten Geraden ge-
schnitten, dann gilt:

g und h sind parallel genau dann, wenn
e Stufenwinkel gleich sind

e Z-Winkel (Wechselwinkel) gleich
sind
180°

e Nachbarwinkel sich zu

erganzen.

Parallelen konstruiert man durch Winkeliibertra-
gung unter Ausnutzung des Z-Winkel- oder Stu-
fenwinkelsatzes.

Spezialfall des Stufenwinkelsatzes:
Zwei Geraden sind parallel, wenn beide auf einer
dritten Geraden senkrecht stehen.

30

o

Beweisbar:

[a=8 = glh]

Nicht beweisbar:

glh = a=p]

(Parallelenaxiom)

Zusammenfassend:

la=8 «— gllh]

s

%

gllh <= a =€ oder v = p oder ...
< a=poder f=0
<= «a+ o0 =180° oder 8+ p = 180°

Konstruktion der Parallelen zu g durch P:
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Winkelsumme im Dreieck ¢
Aus dem Z-Winkelsatz folgt, dass «;, 8 und ~ zu- !
sammen einen gestreckten Winkel ergeben:
Die Summe der Innenwinkel eines Drei-
ecks ist 180°.
Die Nebenwinkel der Innenwinkel eines Dreiecks
heiflen Auflenwinkel.
In nebenstehender Abbildung sind o/, 3’ und +’
AuBenwinkel.
Ein Auflenwinkel im Dreieck ist gleich
der Summe der nichtanliegenden Innen-
winkel. (Auflenwinkelsatz)
o =p+y, B=aty, V=a+p n| 3 | 4 | 5 | 12 | 100
Sy

Die Summe der Innenwinkel eines n-
Ecks ist S, = (n — 2) - 180°.

Kennt man in einem Dreieck eine Seite und zwei
beliebige Winkel, dann kennt man wegen der
Winkelsumme auch den dritten Winkel. Somit
sind die beiden der Seite anliegenden Winkel be-
kannt. Es gilt also ein weiterer Kongruenzsatz:

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
in einer Seite und zwei entsprechenden
Winkeln iibereinstimmen. (wws)

Besondere Linien im Dreieck

Das Lot von einer Ecke eines Dreiecks auf die
gegeniiberligende Seite heifit Hohe. Ist F¢ der
Fusspunkt des Lotes von C auf AB, dann ist
he = [CF¢] die zu C gehérende Hohe.

he = [AFA], hy =[BFg], h.=[CF¢]
Die Hohen (bzw. ihre Verldngerungen) schneiden
sich in einem Punkt.

Ma, M und M¢ sind die Mittelpunkte der Drei-
ecksseiten. Seitenhalbierende:

Sq = [AMA], Sp = [BMB], Se = [CMc]
Die Seitenhalbierenden schneiden sich in einem
Punkt.

Die Mittelsenkrechten m,, m; und m, schneiden
sich in einem Punkt, dem Umkreismittelpunkt des
Dreiecks.

Winkelhalbierende:

Wy = [AWA}, wp = [BWB], W~ = [CWc],

31

D QK.
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Das gleichschenklige Dreieck

Ein Dreieck mit zwei gleich langen Seiten heifit
gleichschenklig. Die beiden gleich langen Seiten
sind die Schenkel, die dritte Seite ist die Basis.
Die der Basis gegeniiberliegende Ecke heifit Spitze
des gleichschenkligen Dreiecks.

Im gleichschenkigen Dreieck sind die
Basiswinkel gleich.

Es gilt auch die Umkehrung;:

Ein Dreieck mit zwei gleichen Winkeln
ist gleichschenklig.

Zusammengefasst:

a=bb <+— a:ﬁ‘

Spitze

Basis

Im gleichschenkligen Dreieck fallen die
Hohe zur Basis, die Seitenhalbierende
der Basis und die Winkelhalbierende
des Winkels an der Spitze zusammen.

a=>b < hczsc:wfy

Das gleichseitige Dreieck

Ein Dreieck mit drei gleich langen Seiten heif3t
gleichseitig. Im gleichseitigen Dreieck ist jede Sei-
te Basis eines gleichschenkligen Dreiecks, d.h. je
zwei Winkel sind gleich. Somit sind alle drei Win-
kel gleich.

Im gleichseitigen Dreieck sind alle In-
nenwinkel gleich 60°.

Im gleichseitigen Dreieck fallen alle ent-
sprechenden Hohen, Seiten- und Win-
kelhalbierenden zusammen.

Durch Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks
kann man einen 60°-Winkel konstruieren. Durch
fortgesetzte Winkelhalbierung und Winkeliiber-
tragungen ergibt sich:

Jeder Winkel der Form

E.GQO

a=2n

mit ganzen Zahlen m und n ist konstru-
ierbar.

Spezialfall: 90° = 231 - 60°

Sind « und S konstruierbar, dann ist
auch

-
V= om

mit ganzen Zahlen m, n, r und s kon-
struierbar.

r

Mit Methoden, die wir spéter kennen lernen, kann
man auch den 72°-Winkel und viele andere Win-
kel konstruieren.
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Konstruktion eines C
gleichseitigen Dreiecks
AABC, wenn [AB]
gegeben ist: k2 F
ki = k(A;r = AB)
ke = k(B;r = AB)
A\ B
Beispiele fiir konstruierbare Winkel:
1 1 1
o - . (e} 1 [e] - . [e] [e] — . (o]
30 5 60°, 15 92 60°, 7,5 K 60
o o 1 [e] 5 o
75° = 60 +27'60 :2—2~60
[e] [e] 1 o 13 [e]
97,5° =90 —|—2f3-60 :2—3-60
o 1 [e]
4,5° = 2 72
o] 1 (o] 1 ]

Nicht konstruierbar sind z.B. die folgenden Win-
kel:

1°, 10°, 20°, 40° und 80°.
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Lagebeziehungen im Dreieck

In einem Dreieck liegt dem grofleren
Winkel die groére Seite gegeniiber und
umgekehrt.

b<c <= (<7

Da im rechtwinkligen Dreieck der rechte Winkel
der grote Winkel ist, folgt:

Im rechtwinkligen Dreieck liegt dem
rechten Winkel die grofite Seite ge-

geniiber.
AD<bund DB< a C
¢=AB = AD + DB b N
=~
<b <a A b‘ B
— c¢<a+b

In einem Dreieck ist die Summe zweier
Seiten grofer als die dritte Seite.

In einem Dreieck ist der Betrag der Dif-
ferenz zweier Seiten kleiner als die drit-
te Seite.

Die Strecke [AB] ist die kiirzeste Ver-
bindung zwischen A und B.

AABC mit b < ¢:
AD =b = 61 = 52
Auflenwinkelsatz

bo=p0+¢

— A

B=0s—e=6—ec=(y—¢)—e=7—2e<¥
Damit ist bewiesen: b<c¢ — (<7

Jetzt sei § < v gegeben. Es gibt drei Moglichkei-
ten:

1.b>¢ = [>7 (Widerspruch)
2.b=¢c = (>~ (Widerspruch)
3.b<e¢ = [ <~ (kein Widerspruch)

Damit ist bewiesen: § <v = b<c
Beispiel: AABC mit o = 70°, 8 = 80°, v = 30°

= gy<a<f = c<a<b

Im AABC gilt:

b+c>a — a—-b>c

at+c>b — a-—-b>—c }:> la—bl <c

Beispiel: Es gibt kein Dreieck AABC mit a = 10,
b=T7undc=2,dajla—b=3>2=c

Der Abstand

P ist ein Punkt, der nicht auf der Geraden g liegt
und F ist der FuBBpunkt des Lotes von P auf g.
Weiter ist Q ein beliebiger Punkt auf g, der nicht
gleich F ist:

= PQ>PF

Die Linge PF des Lotes von P auf g
ist die kiirzeste Verbindung zwischen P
und irgend einem Punkt auf g. PF heifit
Abstand des Punktes P von g:

d(P;g) = PF

Jeder Punkt P einer Geraden h hat zu
einer dazu parallelen Geraden g den
gleichen Abstand d. d heifit Abstand
der parallelen Geraden.
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P P’
P B N
d d d
: (/e a
Q F 9 F F 9
FP’' =FP’
a=0 (Z-Winkel) = AFP'P = AP'FF’
90° =90° (Abstand) = d=d

Zum Sprachgebrauch:

Eine Entfernung gibt es zwischen zwei Punkten,
einen Abstand gibt es zwischen einem Punkt und
einer Geraden oder zwischen zwei Parallelen.
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Der Thaleskreis
Ist M der Mittelpunkt der Strecke [AB], dann

heifit der Kreis um M mit Radius r» = % Tha-
leskreis iiber [AB]. Mit TK op bezeichnen wir den

Thaleskreis ohne die Endpunkte der Strecke:

TKap =k (M;r = A2B) \ {A;B}

Damit gilt der Satz des THALES:

In einem Dreieck AABC gilt

v=90° <= CeTKap

20 + 23 = 180°

v=a+F=90° Q&

B
A

«
M

Symmetrie

Achsensymmetrie und Achsenspiegelung

a ist eine Gerade, die Symmetrieachse.

P und P’ heiflen symmetrisch beziiglich
der Achse a, wenn a die Mittelsenkrech-
te auf [PP’] ist.

P geht durch die Achsenspiegelung an a in P’
iiber.
P’ ist der Spiegelpunkt von P beziiglich a und um-
gekehrt:

P P

Konstruktion des Spiegelpunktes P’ von P:
Man wahlt zwei Punkte A € ¢ und B € a.
k1 = k(A;r = AP)

ke = k(B;r = BP)

kiNky = {P,P'}

Achsenpunkte und nur diese sind zu
sich selbst symmetrisch (Fizpunkte):

PP <« Pca

Spiegelt man alle Punkte einer Gera-
den ¢ an einer Achse a, dann bilden
die Bildpunkte wieder eine Gerade, die
Bildgerade ¢’. ¢ und ¢’ schneiden a un-
ter dem gleichen Winkel.
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Cy
ﬁ
A t B
M

Cs 3 :
a
P
M
p/

QM = QM
PM=MP $ =% APMQ = AP'MQ
90°=90° ) = a=4
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Die Strecke [PQ] wird an der Achse a gespiegelt,
ihr Bild ist [P’'Q/]. |
MN = MN P ¢ M P’
PM =MP § 2% APMN = AP/MN N
90° = 90° = y=0 = a=0
und PN = NP’ | s
I Q N oY
®-NT |
PN=NP ; = APNQ= AP'NQ/ .
a=0 = PQ=P'Q

Damit ist bewiesen:

Die Achsenspiegelung ist Idngentreu,
d.h. eine Strecke geht bei der Achsen-
spiegelung in eine gleich lange Strecke
iiber.

Aus

dem Kongruenzsatz (sss) folgt dann:

Bei der Achsenspiegelung geht ein Drei-
eck in ein dazu kongruentes Dreieck
iitber. Dabei #ndert sich der Umlauf-
sinn.

Allgemein gilt:

Eine Figur heilt achsensymmetrisch, wenn es eine
Achsenspiegelung gibt, die die Figur in sich selbst

Bei der Achsenspiegelung geht eine geo-
metrische Figur in eine dazu kongruen-
te Figur tiber. Die Achsenspiegelung ist
daher eine Kongruenzabbildung.

iiberfiihrt.
Figur Zahl der Achsen
Rechteck 2
gleichseitiges Dreieck 3
Quadrat 4
regelméBiges n-Eck n
Kreis unendlich viele

Beispiele achsensymmetrischer Figuren mit ihren
Symmetrieachsen:

X

Q%

Punktsymmetrie und Punktspiegelung

Z ist ein Punkt, das Symmetriezentrum.

P geht durch die Punktspiegelung an Z in P’ iiber.
P’ ist der Spiegelpunkt von P beziiglich Z und

P und P’ heiflen symmetrisch beziiglich
des Punktes Z, wenn Z der Mittelpunkt
der Strecke [PP’] ist.

umgekehrt:

p 2, p

Die Punktspiegelung an Z ist identisch
mit einer Drehung um Z um 180°.

Z

P
Q
P

vy

Ql
P’
P’

35
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Konstruktion des Spiegelpunktes P’ von P:

Man zeichne‘:iie Gerade PZ und den Kreis
k=k(Z;r =1P)

kNPZ={P,P'}

Nur das Zentrum ist zu sich selbst sym-
metrisch (Fizpunkt):

PAP «— P=1%

Spiegelt man alle Punkte einer Gera-
den g an einem Zentrum Z, dann bilden
die Bildpunkte wieder eine Gerade, die
Bildgerade ¢'. g und ¢’ sind parallel.

Die Punktspiegelung ist Idngentreu,
d.h. eine Strecke geht bei der Punkt-
spiegelung in eine gleich lange Strecke
iiber.

Bei der Punktspiegelung geht eine geo-
metrische Figur in eine dazu kongruente
Figur iiber. Die Punktspiegelung ist da-
her eine Kongruenzabbildung. Der Um-
laufsinn bleibt erhalten.

FEine Figur heifit punktsymmetrisch, wenn es eine
Punktspiegelung gibt, die die Figur in sich selbst
iiberfiihrt.

Beispiele punktsymmetrischer Figuren:
e Parallelogramm

o Rechteck

Quadrat

o Kreis

regelméBiges n-Eck, wenn n gerade ist

36

QZ=12Q'
PZ = 7P’
a = 3 (Z-Winkel)

) APQZ ~ AP'Q'Z
= 7=0 = glly
und PQ = P'Q’

’
A C
Z B’
B
A/
C

Beispiele punktsymmetrischer Figuren mit ihren
Symmetriezentren:
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Funktionen
Relation und Funktion

Unter einem Zahlenpaar verstehen wir ein geord-
netes Paar von rationalen Zahlen. Geordnet be-
deutet, dass z.B. (1]2) # (2|1).

Jedes Zahlenpaar (a|b) kann als Punkt P(ald) in
einem Koordinatensystem dargestellt werden.

Eine Relation ist eine Menge von
Zahlenpaaren.

f sei eine Relation, d.h. eine Menge von Zahlen-
paaren. Die Menge aller linken (ersten) Zahlen
der Elemente von f heifit Definitionsmenge Dy
der Relation f, die Menge aller rechten (zwei-
ten) Zahlen dagegen nennt man die Wertemen-
ge Wy.

Die beiden Zahlen eines Wertepaares kann man
als Koordinaten eines Punktes deuten (linke Zahl
= Rechtswert, z-Wert oder Abszisse, rechte Zahl
= Hochwert, y-Wert oder Ordinate). Die waag-
rechte Achse eines Koordinatensystems nennt
man die Rechtsachse oder Abszissenachse, die
senkrechte Achse heifit Hochachse oder Ordi-
natenachse. Zeichnet man alle Punkte einer Re-
lation in ein Koordinatensystem, so erhélt man
den Grafen Gy der Relation. Da die Relation f
eine Menge ist, stellt man die Zugehorigkeit eines
Wertepaares zu f mit dem Elementzeichen dar:
(z|ly) € f. Der Graf von f ist die Punktmenge

Gy ={P(zly) | (=[y) € f}

Eine Relation f heif3t eindeutig, wenn

(v,y1) € fund (z,92) € f = y1 =12

d.h. wenn es zu jedem z-Wert nur einen y-Wert
gibt.

’Eine eindeutige Relation heifit Funktion. ‘

Eine Funktion mit einer endlichen Definitions-
menge kann man durch Angabe aller Wertepaa-
re hinschreiben. Bei einer Funktion mit einer un-
endlichen Definitionsmenge ist das nicht moglich.
In diesem Fall gibt man den Funktionsterm f(x)
bzw. die Funktionsgleichung y = f(zx) an.
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Als Beispiel betrachten wir die Relation
f={(zly) |z =y* wnd = € Dy}

mit der Definitionsmenge Dy = {0; 1;2,25; 4}

Wertetabelle:

| 1 1225 225 |
| —1] 15 | =15 |

| 4
| —2

x‘O‘l
y|0]1

Die Wertemenge ist

4
2

Wy={0;1;-1;15; =1,5; 2, -2}

Der Graf der Relation f:

Yy
T s
e
L T
. R
1 2 3 4z
Y U SO S SO
e 3
I R D .

Man sieht, dass zu jedem z-Wert (auler 0) zwei
y-Werte gehoren. f ist also nicht eindeutig und
somit keine Funktion.

Y Y

\
hEA

Funktion keine Funktion

Schneidet eine Parallele zur y-Achse den Gra-
fen einer Relation f mehr als einmal, dann ist
f keine Funktion.

Die Menge aller Zahlenpaare, die man aus ratio-
nalen Zahlen bilden kann, nennt man Q2:

@ = {(=ly)| v € Qy € QY]
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Der Funktionsterm f(z) ist eine Rechenvor-
schrift, mit der man zu jedem x € D; den da-
zugehorenden y-Wert berechnen kann:

ly=f@) < (aly <]

Durch Angabe der Funktionsgleichung y = f(x)
und der Definitionsmenge Dy ist eine Funktion f
eindeutig bestimmt.

Folgende Schreibweisen sind gleichbedeutend:

f=A@ly)ly = f(z) und z € Dy}
f=Al|f(z)) |z e Dy}

Gy ={P(z|f(x)) |z € Dy}

f:

Die letzte Schreibweise liest man so: Die Funktion
f ordnet jedem z € Dy den Wert y = f(z) zu.

r — y=f(r), z€Dy

Ist 0 € Dy, dann hat der Graf von f genau einen
Schnittpunkt mit der y-Achse, ndmlich (0, f(0)).

Die Schnittpunkte des Grafen von f mit der z-
Achse heiflen Nullstellen von f. Die z-Werte der
Nullstellen findet man durch das Losen der Glei-
chung f(z) = 0.

Y

(01£(0))
/

I,

Nullstellen

N

Ist keine Definitionsmenge einer Funktion angege-
ben, verwendet man die maximal mogliche Defini-
tionsmenge, bei uns also Q. Einschrinkungen der
maximalen Definitionsmenge gibt es, wenn der
Funktionsterm Briiche enthélt, in deren Nennern
die Variable z vorkommt. Die maximale Defini-
tionsmenge ist dann @ ohne die Nullstellen der
Nenner:

Dy max = Q \ {Nullstellen der Nenner}

z
Beispiel: f(z) = ngj; ;z _T_;l
Nullstellen der Nenner suchen:
3—zr=0 = x1=3
3r—5=0 = x9= %
2¢04+7=0 = .%‘3:—%

Df,max = Q \ {7%7 %73}
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Fiir das Anschreiben von Definitions- oder Wer-
temengen benttigt man oft den Begriff des Inter-
valls:

Geschlossenes Intervall:
la:b] = {z]a < = < b}
Offenes Intervall:
la;b[={z]a <z < b}
Halboffene Intervalle:
[a;b]= [a;b) = {x|a <z < b}

la;b] = (a;b] ={z]a <z L b}

[—2;6]

3210123456789

t
|1
'
|

(1;9[=[1;9)

—5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10; 8] = (8; 8]

R I T TR
1 —454[= (—4;4)

—5-4-3-2-10 1 2 3 45 6 7 8 9

Beispiel:
y=f(z) = 1a®—2, Dy = [-3,3
Wertetabelle:

x | =3|-2| -1 ]0] 1 |2]3

fl@)]25] 0 [-15]-2]-15[0]25

Der Wertetabelle entnimmt man die Nullstellen
r1 = —2 und 2 = 2. Der Schnittpunkt des Gra-
fen mit der y-Achse ist (0] — 2).

Dem Grafen und der Wertetabelle entnimmt man
die Wertemenge Wy = [—2;2,5]].



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 8

Definitionen und Regeln

Beispiele

Die lineare (affine) Funktion

Eine Funktion mit dem Term
f(x)=ax+b

mit Konstanten a und b heifit lineare oder af-
fine Funktion.

Der Graf der linearen Funktion mit dem Term
f(z) = ax + b ist eine Gerade, die die y-Achse
wegen f(0) = b im Punkt (0]b) schneidet.

Die Steigung einer Geraden ist iiber das Stei-
gungsdreieck definiert:

Steigung = A
x

Wegen Ay = a - Az (siehe rechts) gilt

Ay
2y _.,

Steigung = A
x

Der Graf der linearen Funktion mit dem Term
f(z) = ax+Db ist eine Gerade mit der Steigung
a und dem Abschnitt b auf der y-Achse.

Anderung der unabhingigen Variablen x:
Az =29 — 21
Anderung der Funktionswerte:

Ay =ys —y1 = f(z2) — f(21
=axs+b— (ax; +b) =

=axo+b—ax; —b=a(xs —x1)

Uberpriifen, ob der Punkt P(p; |ps) auf dem Gra-
fen von f liegt:
Einfach f(p2) berechnen und mit p; vergleichen.

flz) =22 -3, A(3[4), B(-1]-5)
fB)=3#4 = A¢Gy
f(-1)=—5 — BeGy

Gerade durch den Punkt P(p;|p2) mit der Stei-
gung a:

Y

I |

f(x) =p2+ Ay = p2 + aAz = ps + a(x — p1)

f(x) =p2+alr —p1) =ax +p2 —apy
——
b

Alternativ kann man b durch Einsetzen der Koor-
dinaten von P in die Funktionsgleichung berech-
nen:

—

f(p1) =ap1 +b=po b=ps—ap:

39

Der Graf von f geht durch A(2]|5) und hat die
Steigung ay = —%: Zu Az = 3 gehort Ay = —1
Der Graf von g geht durch B(3|1) und hat die
Steigung ay = 3: Zu Az = 2 gehort Ay = 1

fl@)=5—3(z—2)=—3z+ 1
glz) =1z +b
BeGy = g(3)=2+b=1 = b=-1
1 1
9(95)—*33—5
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Gerade durch die Punkte P(p;|p2) und Q(q1]g2):

Die Steigung der Geraden ist

Gerade durch die Punkte P(7|11) und Q(22|20):
Die Steigung der Geraden ist

o = 92 — P2
ECR 20-11 9 3
= = — = — = 0’6
22-7 15 5
f(w):pz‘i‘a(fﬁ—]?l): 3 3 34
q2 — P2 f’(l’):11+g(:1777):ngrE
=p2T ———" (x—p1)
np ( ) flz) =062z +68
_G2—D2 4py— 42 — P2)P1
qa—p1 a1 —P1
b
Spezielle Geraden:
Der Graf der Funktion y = f(x) = b v
(Steigung 0) ist eine Parallele zur - ., y=>
Achse durch den Punkt (0[b).
Eine Parallele zur y-Achse durch den e
Punkt (c|0) ist kein Graf einer Funk-
tion, sondern der Relation
f={(zly) |z = c und y beliebig} c .
Schnittpunkt von zwei Geraden: v A
Gesucht ist der Schnittpunkt S(zg|ys) der beiden
Geraden mit den Gleichungen
f(x)=azx+bund g(x) =cx+d
Gleichsetzen der Funktionsterme:
flzs) =g(rs) = avzs+b=caxg+d -
T
Fiir a # ¢ folgt
Beispiel: f(z) =2z —4und g(z) = —x+5
d—>b ad — bc
IS:(L—C’ ys = f(zs) = a—c 20 —4d=—25+5 — x5=3

Kein Schnittpunkt fiir a = ¢ und b # d, fir a = ¢
und b = d fallen die beiden Geraden zusammen.

40

ys = f(3) =9(3) =2 = S(3[2)
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Die Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit

Ein Korper bewegt sich mit der konstanten Ge-
schwindigkeit v und befindet sich zur Zeit t = 0
am Ort xg. Dann ist der Ort = des Korpers zur
Zeit t eine lineare Funktion der Zeit:

x(t) = xo + vt

Der Graf der Funktion z (das tz-Diagramm) ist
eine Gerade mit der Steigung v und dem Ab-
schnitt zo auf der x-Achse (Ordinate).

Ist von einer Bewegung die konstante Geschwin-
digkeit v und der Startort x; zur Zeit ¢t; bekannt
(x1 = z(t1)), dann ist der Ort zur Zeit ¢:

2(t) = 21+ v(t — 1) |

oder
x(t) = 21 — vty +ut
—_———

Zo

Mit At =ty — t; und dem dazugehoérenden

Ax =9 — 1 = 2(ta) —x(t1) =
=xo + vta — (xg + vt1) =
:U(tg—tl):’l}-At

findet man

_Ax

YT At

Beispiel: Ein PKW wird auf der Autobahn zur
Zeit t1 = 5h bei 1 = 30km mit der Geschwin-
digkeit v = 120 kTm geblitzt. Unter der Annahme
einer konstanten Geschwindigkeit ist seine Orts-
funktion:

k
a(t) = 30km+120Tm (t—5h) =

—570km + 120 %m t

Zu welcher Zeit ty war er am Beginn der Auto-
bahn bei g = 07

k
—570km + 120Tm tg=0

to =4,75h d.h. um 04:45:00 Uhr

z(to)

=

Direkte Proportionalitit

Zwei Groflen y und x heiflen direkt pro-
portional zueinander (y ~ x), wenn der
Quotient von zwei zusammengehotren-
den Werten konstant ist:

= k = konstant

¥
T

k heifit Proportionalitdtskonstante.

Ist y proportional zu z, dann ist
y=f(z)=ka

eine lineare Funktion mit der Steigung k£ und
f£(0) = 0. Der Graf dieser Funktion ist eine Gera-
de durch den Ursprung.

Eine Wertetabelle zweier Grofien priift man durch
Quotientenbildung der Wertepaare auf direkte
Proportionalitét:

23| -1]0] 315
16,1 | -7 35
7 717 7|7

4 konstant,
d.h. y ~ x.

o
[\
—_

skl (&

41

Fiir die Funktion f: z — y = f(x) sind folgende
Aussagen gleichbedeutend:

e f ist eine direkte Proportionalitét
e y = f(x) = kx mit einer Konstanten k
f(nz) = nf(x)

(zly) e f =

(nz|ny) € f

Dem 2-, 3-, 4-,..., n-fachen von x entspricht
das 2-, 3-, 4-,..., n-fache von y

Beispiel: Bewegung mit konstanter Geschwindig-
keit v; der in der Zeitspanne At zuriickgelegte
Weg Az ist zu At direkt proportional, die Pro-
portionalitdtskonstante ist v:

Ax

At
Beispiel: Eine Feder wird von der Kraft F' um die
Strecke x gedehnt. Es gilt F' ~ z, die Proportio-
nalitédtskonstante ist die Federkonstante D:
F

— = D = konstant

F(z)=D-x,
x



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 8

Definitionen und Regeln

Beispiele

Umfang und Fliche des Kreises

Die Menge aller Punkte P, die von einem festen
Punkt M die gleiche Entfernung r haben, ist die
Kreislinie k(M,r) mit dem Mittelpunkt M und
dem Radius r:

k(M,r) = {P|MP = r}

Der Durchmesser des Kreises k ist die Lange einer
Strecke [RS] mit R € k, S € k und M € [RS]:

d=RS =2r

Die Léinge der Kreislinie heifit Umfang U des
Kreises. U ist zu r proportional:

mit der Kreiszahl
m = 3,141592654...

7 ist ein unendlicher, nichtperiodischer Dezimal-
bruch, also keine rationale Zahl. Eine gute Néhe-
rung fiir 7 steht dir auf deinem Taschenrechner
zur Verfligung.

Der Flacheninhalt des Kreises mit Radius r ist

A=r’r

Ist A die Flache eines Kreises mir Radius r und
A’ die Fliche eines Kreises mir Radius ' = nr,
dann gilt:

-A

A = (nr)?m =n? r’r=n?

Andert man den Radius eines Kreises
um den Faktor n, dann &ndert sich seine
Fliche um den Faktor nZ2.

Beispiel: Der Umfang des Erdédquators ist U =
40000 km. Der Radius der Erde ist also

U
Ry = — ~ 6366 km
2T

o

/o)

Das tortenférmige Stiick PMQ des Kreises heifit
Kreissektor oder kurz Sektor, ¢ ist der Offnungs-
winkel des Sektors. Die Sektorfliche Ag und die
Bogenlinge b sind zu ¢ proportional. Die Pro-
portionalitétskonstante findet man wie folgt: Fiir
@ = 360° ist Ag die volle Kreisfliche und b ist
gleich dem Umfang:

ﬁ_ U _ 2mr
@ 360°  360°
@_ A _ wr?
@ 360°  360°

Indirekte Proportionalitét

Zwei GroBen y und z heilen indirekt
oder umgekehrt proportional zueinan-
der, wenn das Produkt von zwei zusam-
mengehorenden Werten konstant ist:

-y = k = konstant

Ist y umgekehrt proportional zu z, dann ist

Der Graf dieser Funktion heifit Hyperbel.

42

Beispiel: Die immer gleiche Strecke s wird mit
verschiedenen, pro Fahrt aber konstanten Ge-
schwindigkeiten v zuriickgelegt; dann ist v um-
gekehrt proportional zur Fahrzeit ¢:

v-t=s
Der Graf der y
Funktion 4
f(ff) =1 3
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Lineare Ungleichungen

Sind zwei Terme durch eines der Zeichen <, >, <

oder 2 miteinander verbunden, spricht man von

In den folgenden Beispielen ist die Grundmenge

G=Q:

. . . ) L 05z+4=0 | -4
einer Ungleichung. Zwei Ungleichungen mit glei- < .
cher Grundmenge heiflen dquivalen}f, wenn sie die 05z <4 [:05
gleiche Loésungsmenge besitzen. Aquivalenzum- r=-8 = L=]-o00;—§
formungen von Ungleichungen sind:
e Addieren oder subtrahieren des gleichen S5v—3<8r+6 | —8x+3
Terms auf beiden Seiten —3r <9 |+ (=3)
e Multiplizieren beider Seiten mit einem po- > -3 = L =]=3;+oq
sitiven Term
e Multiplizieren beider Seiten mit einem ne-
gativen Term und Umdrehen des Ungleich-
heitszeichens
Lineare Gleichungssysteme
Eine Gleichung mit zwei Unbekannten
2 —5y=3 (1)

Die lineare Gleichung

M

kann man fiir b # 0 nach y auflésen:

ar + by =c

_a, ¢
Y=y

Fiir b # 0 ist die Lésungsmenge von (I) also die
Menge aller Zahlenpaare (z]y) mit z € @ und
y = —¢ 2+ §. L ist also nichts anderes als die
Funktion

frz—y

mit der Gleichung

Fiir b = 0 lautet (I):

(IT)

Fiir a # 0 besteht L aus allen Zahlenpaaren (x|y)
mit x = 7 und beliebigem y.
Fiir a = b = 0 lautet (I):

ax+0-y=c

0-24+0-y=c (111)
—_——

=0
Fiir ¢ # 0 gibt es dann iiberhaupt keine Losung

(L =) und fiir ¢ = 0 ist jedes beliebige Zahlen-
paar (z|y) eine Losung.

fiir b# 0
fira#0,b=0
fira=b=c=0

(zly) |y = -2z + ¢}
(¢ly) | ve Q)
(zly) |z € Qy € Q}

[ }
B {

fira=b=0,c#0

(4]1) ist eine Losung von (1), da tatséchlich
2.4-5-1=8-5=3

gilt. Weitere Losungen von (1) sind z.B. die Zah-
lenpaare (—1| — 1), (1] — 0,2) und (1,5]0). Die
Losungsmenge L von (1) ist eine Menge von Zah-
lenpaaren, also eine Relation. L hat sogar unend-
lich viele Elemente, da man zu jedem x € @ ein
passendes y finden kann, indem man (1) nach y
auflost:

20 -5y =3 | — 2z
—5y=3—-2x | :(-H)
2 3 N
= —-r — =
Y=5%75
2
L=< (zly) nch(Qundy:fx—§
5 5
L ist also nichts ande- Yy
res als die Funktion T

\

frx— f(z)

mit der Gleichung

43

204+0-y=6 = L={3ly)|yeqQ}

0-2+40-y=0 = L=Q*={(zly)|zcQyecqQ}

0-2+0.-y=3 = L=0
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Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

Wir betrachten das Gleichungssystem

(1)
(2)

(1) hat die Losungsmenge L; und (2) die Lésungs-
menge Lo. Die Losungsmenge L des Systems
besteht aus allen Zahlenpaaren, die gleichzeitig
Losung von (1) und von (2) sind. L ist also die
Schnittmenge von L; und Ls:

ax+by=c
de+ey=f

L=1ILNLy

L, ist entweder die leere Menge (J, ganz Q% oder
eine Relation g1, deren Graf eine Gerade ist. Ent-
sprechendes gilt fiir L. Einen Uberblick iiber die
moglichen Losungsmengen L des Gleichungssy-
stems zeigt folgende Tabelle:

ok 0 Q2 g1
o100 0
Q2 0 Q2 g1
g2 | 0] g2 [91Ng2

Fiir den Fall, dass L1 = g1 und Ly = g2, gibt es
wieder drei Fille, wie folgende Abbildung zeigt:

Lo

Ly

L ={(alb)}

Methoden zum Lésen des Gleichungssystems

(1)
(2)

axr+by=-c
de+ey=f
Gleichsetzungsverfahren:

Wenn b # 0 und e # 0 16st man beide Gleichun-
gen nach y auf

W = y=—a+5
0 = y=-S2+

Da die linken Seiten von (3) und (4) gleich sind,
miissen auch die rechten Seiten gleich sein:

f

= ——x+ =
e e

Lo+
-z

b d
Nach z auflésen und das Ergebnis in (3) oder (4)
einsetzen um y zu berechnen.

44

—2x 45y =5
3xr+0-y=15

(1)
2)

n={eln |y =2e+1}
Ly ={(zly) |z =5,y € Q}

x =5 aus Ly in L; ein- y
gesetzt ergibt 3

2
=Z.54+1=3
y=:5+

L=1LNLy={(53)}

Beispiel fiir das Gleichsetzungsverfahren:

—c+4y =14 (1)
T+ 2y = (2)
(1) = y=jets )
2) — y-— %HQ ()
3) = (4) ix—f—g:—%x—kZ (5)
x=-2 (7)
(7) in (4) y:f%~(72)+2:3

L={(-2|3)

Beispiel fiir das Einsetzverfahren:

xr—2y=0 (2)
2 = =2 (3)
3)in (1) 52— y=g (4)
2 1
gy:Z (5)
y=71 (6)
. 3
(6) in (3) : x:2y:Z
313
={(319)}
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Einsetzverfahren: Beispiel fiir das Additionsverfahren:
Eine der beiden Gleich}mgen wird nach e.in.er 3a — 4y = 43 1) -
der Unbekannten aufgelost und das Ergebnis in B
die andere Gleichung eingesetzt. Die so erhalte- —2z-3y=11 2)]-3
ne Gleichung mit einer Unbekannten wird gelost
und das Ergebnis in (1) oder (2) eingesetzt, um 6x — 8y = 86 (3)
die andere Unbekannte zu erhalten. 6z — 9y = 33 (4)
Additionsverfahren:
Die beiden Gleichungen werden so mit je einer 3)+4): —17y=119 (5)
Zahl multipliziert, dass der Koeffizient einer Un- y=—7 (6)
bek.annten in der ei.nen Gleichung gleich dem Ne- (6)in (2): —22 —3-(=7) =11
gativen des Koeffizienten derselben Unbekannten 5 91 — 11
in der anderen Gleichung wird. Beim Addieren —drtal=
der so erhaltenen Gleichungen fiillt dann eine Un- —22=-10
bekannte heraus. —10
wem=e (O] L 161-7)
dr+ey=f 2)[-(=b)
aex + bey = ce 3) Beispiel fiir das Additionsverfahren:
—bdx — bey = —bf (4) 18z — 17y = 124 (1) ]-(-2)
122 + 13y = 34 (2)]-3
3)+4): (ae—bd)xr=ce—0bf (5)
—b — -
Firae—bd#0: x= ce—bf 36z + 34y = —248 (3)
ae — bd 362 + 39y = 102 (4)
(1) - (—=d) : —adz — bdy = —cd (6)
(2) - (—a) : adx + aey = +af (7) (3)+ (@) Ty=-146 (5)
y=-2 (6)
(6)+(7): (ae —bd)y =af —cd (8) (6) in (2) : 120 — 26 = 34
_af —cd =5
y_ae—bd L={(5-2)}
Beispiel fiir das Additionsverfahren: Beispiel fiir das Additionsverfahren:
120 — 18y =6  (1)]:6 122 —18y=6  (1)]:6
10z + 15y = =5 (2)]: (-5) —10z + 15y =5 (2)]:(=5)
20 —3y=1 (3) 20 —3y=1 (3)
20—-3y=1 (4) 20 —3y=—-1 (4)
B)—4): 0=0 (5 B)-(@: 0=2 (5
(3) und (4) sind identisch, d.h. beide Gleichungen (5) ist fiir kein Wertepaar erfiillbar, d.h.
haben die gleiche Losungsmenge: ’
L =
_ _ _ 2 1
L=Li=Ly=\(ly |y= 3773 Die Grafen von L; und Lo sind parallele Gera-
den, die keinen Punkt gemeinsam haben.

45
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Bruchterme
Definitionsmenge von Bruchtermen

Enthélt der Nenner N eines Bruchterms T = %
Variable, dann miissen diese so gew#hlt werden,
dass N # 0 ist.

Enthélt ein Bruchterm nur eine Variable, z.B. x,
dann gilt

mit dem Zéhlerterm Z(z) und dem Nennerterm
N(z). Die maximale Definitionsmenge von T ist
dann Q ohne die Nullstellen des Nenners:

Dr =Q\ {z|N(z) =0}

Ein Produkt ist null, wenn einer der
Faktoren null ist.

T (z) = 0 oder To(x) = 0 oder ... oder T,,(z

—
) =0

Die maximale Definitionsmenge eines
Terms, der mehrere Briiche enthélt, ist
Q ohne die Menge der Nullstellen aller
vorkommenden Nenner.

 Z(x)  x* -3z
T(x)iN(x) C hr—2
N(@)=22-5=0 = ng

Te.s) = ) = T
Nix)=z-y=0 = y==z

Dr ={(zly) |y # =} = Q* \ {(zly) |y = =}

Der Graf von Dp (nicht von der Funktion
T(z,y)) ist also die ganze Ebene Q2 ohne der
Geraden mit der Gleichung y = .

T 4 1
T = e
() 3r+5 2 * (x=3)(z+1)
Br45=0 — a=-3
=0 = 2=0
(x=3)(z+1)=0 = z=3oderz=-1

DT:Q\{ g 103}

Erweitern und Kiirzen

Ein Bruchterm geht bei geeignet gewéhlter Defi-
nitionsmenge D in einen dquivalenten Term {iber,
wenn Zéhler und Nenner mit dem gleichen Term
multipliziert werden (Erweitern):

N(z)  N(z)-A(z)

Ein Bruchterm geht bei geeignet gewéhlter Defi-
nitionsmenge D in einen dquivalenten Term iiber,
wenn Zahler und Nenner durch den gleichen Term
dividiert werden bzw. wenn man im Z&hler und
im Nenner den gleichen Faktor weglésst (Kiirzen):

Z(x _ Z(z): Az
N(x (x): Az
Z2@)-Aw) _ Z()
N(x)-A(x) N(z)

46

Die Terme und 2o(x +5) sind &dqui-
x—3 (x —3)(x +5)
valent fiir z € Q \ {-5,3}.
36a°b” B 471)4
27080 3a®
48wy — 72y*  24y(2x —3y) 24y
22 — 33y  11(2x—3y) 11
a—zr —1-(r—a) _
r—a 1-(z—a)
ac+bc—ad—bd  (a+b)c— (a+b) d
ad —bd —ac+bc  (a—b)d — (a —b)c
_(a+b)(c—d)  (a+b)(c—d)
(@=b)d—c)  —(a—b)(c—d)
_a+b bta
- —a+b b—a
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Gleichnamigmachen

Zwei oder mehr Bruchterme heiflen gleichnamig, T, = z T, = Y Ty = Z
wenn sie den gleichen Nenner haben. Durch ge- 36a2b’ 48b7¢3’ 64a*b?cP

schicktes Erweitern kann man Bruchterme immer
gleichnamig machen.

Hauptnenner: HN = 576a%b" ¢

Erweiterungsfaktoren: 16a?b%c®, 12a%*c?, 9b*
Das Produkt aller Nenner mehrerer Bruch- ) )
terme ist ein gemeinsamer Nenner dieser Gleichnamig gemacht:
Terme. Dern klelyste.z gemeinsame Nenner 1620255¢5 12yaic? 92b%
mehrerer BI‘uChe 1st lht Hauptnenne?” (HN). Tl = W’ 9 = W’ 3 = W
Der Hauptnenner ist das kgV der einzelnen avre arve asve
Nenner.
Rechnen mit Bruchtermen
x a®> 2?2 a®—2?
Wiederholung der Rechenregeln (siehe S. 12): ==
ar ar ax
a c_atel [a_c_a-c
b b b b b b iz 1 _x-1
r oz x
a ¢ a-d+c-b
vtaT T bd
r—b . x—b x+b x—-b—(x+b) 2D
a c_a-c a .._ac z+b  z+b z+b ) o +b
b d b-d b b
(g)":ﬂ (a—b)? 24z 4-6x(a—0b)*  4(a—0b)
b bn 18zy yb—a) —3-6xy2(a—0b) 3y?
a ¢ a d a-d a a
—i=-=-.—-= —ic=—
b d b ¢ b-c b b-c 1 132 9 T x2
3-——— "+ - — =
T 4 3 4
1:2-2 _3 o 4dr 3 13 4
b a Cx 422 322 x4z 3z
— - - 3-12—-13-344-4 36—39+16 13
Doppelbriiche vereinfacht man durch Erwei- = 1 = 1 = Ton
terung des Hauptbruches mit dem Haupt- * :z: *
nenner samtlicher Teilbriiche.
Erweitern mit abc:
Bestehen Zéihler und Nenner des Hauptbruches 1
nur aus Produkten von Teilbriichen, dann gilt fiir z be be
die Zéhler und Nenner der Teilbriiche die einfache T a T = =
Regel: L ac+ab a(b+c)
b ¢
Zahler bleiben, Nenner springen (iiber den : :
Hauptbruchstrich). Erweitern mit z(z — 2):
a c 1_ 1
7@3 acfh c—2  xx—2)—x  x*—3z
= I 2@—-2)—(r—2) 22-32+2
c. 9 bd 1— =
NI/ .

47

Vorsicht, hier kann nicht gekiirzt werden!!

a 12 3y

3 4+ 8 _a-12-3y-y-4a_6y2
a? x  a’x-3-8z

y 4a

2
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Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Siehe auch S.3 und S.6.

Fiir n € IN und a € Q definiert man

a*=a-a-a..-a
—_————

n Faktoren

Fiir n 2 2 gilt

Wir definieren a? fiir ganze Exponenten p (p € Z)
so, dass die Regel (I) weiterhin gilt:

(I) = at:a=a"t=a° 0
1 — a =1
a:a=a:a=1

_ _ 1
al=a""1T=a":0a===
a a
_ 1 _ 1 1
al=a11=q¢q 1:a—f:a:—2
a a
_ o _ 1 1
a3:a21—a21a:7:a:f3
a a

Aufgrund dieser Ergebnisse definiert man fiir
n € N und a # 0O:

1
a=1| [a"=—
an
Spezialfille:
1 1L 2)‘14,9
a al e a ( b a

Vorsicht: | 0° ist nicht definiert! |

Fiir a # 0, b # 0 und p, q € Z gelten die
Potenzgesetze:

ove@r e ()
al - gl = gPte f — gl ¢
ad
(aP)9 = aP?
@)k.gzazm_cy
N O

Beachte folgende Reihenfolge bei der Berechnung:

q q
aP’ = q®"

48

26=92.2.2.2.2=232

23.22=(2.2.2)-(2-2) =2° = 25+2
1\ 11111 1 1
2) 2.2 2 2 2 25 32
5.9 22°2:2:2 154
: 2
25.23:2‘2'2'2'2:22:25—3
: 2.2.2
23.25: 222 :i:27272375
’ 2.2.2.2.2 22
. 1 .
3 —5 __ 93 5 __ __ o—2 3—5
23.2 2P =5=0"=2
(23>2 93 .93 _ 96 _ 932
a2 L1 1 g 3)2
SR A
11 1 1
-5 -5 __ _ _ _ —5
S s Em T wy goap O
Zehnerpotenzen:

1 n
1= (= —10""
0. QO 0

’mal 10" : Komma um n Stellen nach rechts‘

’ mal 107" : Komma um n Stellen nach links ‘

340000000 = 3,4 - 10®
0,000034 = 3,4-1075

Volumen eines Wiirfels mit der Kantenlénge
a=3-10"1%m (Atomkern):

V=(3-10"m)’ =9.10" m?
Schreibweise von Benennungen:

@ =981 =98 ms>
S

(a=b)*-(2b—2a) T = (a—b)*-[(~2)(a —b)] T =

1
(@=0) (=277 (a=b)" =~ oo

(3%)° = 333 = 39 = 19683

33" — 327 — 7625597 484 987
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Bruchgleichungen

Eine Gleichung, die die Unbekannte im Nenner ei- 7 =0 aF0undb#0
nes Bruches enthélt, heifit Bruchgleichung. Ist Ny _ B
die Menge der Nullstellen aller in der Gleichung = a=b = r= b

auftretenden Nenner, dann ist D = Q \ Ny die
Definitionsmenge der Gleichung.

Beim Umformen einer Bruchgleichung miissen
beide Gleichungsseiten mit Termen multipliziert
werden, die die Unbekannte enthalten. Daher
kann die umgeformte Gleichung eine andere De-
finitionsmenge haben als die urspriingliche Glei-
chung. Es kann also Losungen der umgeform-
ten Gleichung geben, die keine Losungen der ur-
spriinglichen Gleichung sind.

Die gefundenen Losungen einer Bruchglei-
chung miissen auf Zugehorigkeit zur Defi-
nitionsmenge iiberpriift werden. Dies kann
durch Einsetzen der Losungen in die Ur-
sprungsgleichung geschehen.

Strategien zum Losen von Bruchgleichungen:
Eine Bruchgleichung hat immer die Form

Zl(x)
N1 (.CL‘)

ZQ(IL’)
NQ(Z‘)

Zn(x)

Nu(@) 0

+

Um die Nenner zu beseitigen, multipliziert man
die Gleichung mit dem Hauptnenner.

Spezialfall: Uber Kreuz Multiplizieren:

. Nl(aj)NQ(Qi)
Zz(.’l?) . N1 (.1‘)

Beispiel:

R ist der Gesamtwiderstand von zwei parallel ge-
schalteten Widerstinden R; und Ra:

1_1 1
R Ri Rs
Auflésen nach R:
l_R1+R2 R— R Ry
R RiR, C Ri+ Ry
Auflésen nach Rjy:
1 _1 1 _R-R
Ri R Ry R-Ry
RR,
—t R =
'""R,-R

49

Fiir die anderen Falle siche S.24.

2 3
r—3 z_92 D=Q\{%3}
2z —-2)=3(zx—3)
20 —4=3x -9

r=5€eD = L={5}

2 5
-3 z-3
2(x —3)=5(x—3)
20 —6 =5z — 15
9=3x

r=3¢D = L=10

D=Q\{3}

11 2043w+l
(22— 6)(3z+9)  6x—18 3z+9
11 20+3  x+1 _o
6(x—3)(x+3) 6(x—3) 3(z+3)

D = Q \ {-3;3}. Multiplizieren der Gleichung
mit dem Hauptnenner HN = 6(xz — 3)(z + 3):

11+ 2x+3)(z+3)—2(x+1)(z—3)=0
1M+2224+92+9—222+42+6=0
13z = —26
r=-2€D
= L={-2}

4 2x+ 3 rz+1

@-3@+3) T6r—18 3x19 "
4 2x 4+ 3 z+1 _ 0
(x—3)(x+3)  6(x—3) 3@x+3)

D = Q \ {-3;3}. Multiplizieren der Gleichung
mit dem Hauptnenner HN = 6(xz — 3)(z + 3):

24+ 2z +43)(z+3)—2(x+1)(z—-3)=0
244222+ 92 +9—222 442+ 6=0

13z = —39
x=-3¢D
= L=
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Gebrochen rationale Funktionen

Ein Term der Form
P,(2) = ap + arx + agx® + azx® + ... + a,a”

mit a,, # 0 heiit Polynom n-ten Grades.

Eine Funktion, deren Funktionsterm ein Polynom
n-ten Grades ist, heifit ganzrationale Funktion n-
ten Grades.

Lineare (affine) Funktionen sind ganzrationale
Funktionen ersten Grades.

Eine Funktion, deren Funktionsterm ein Quoti-
ent zweier Polynome ist, heiflit gebrochen rationale
Funktion:

Z(z)
N(x)

g:z — gx)=

mit dem Z#hlerpolynom Z(z) und dem Nenner-
polynom N (x).
Die maximale Definitionsmenge von g ist

Dy = Q \ {Nullstellen von N}

Die Nullstellen von g (g(z) = 0) sind die Nullstel-
len des Zéhlerpolynoms Z, die in D, liegen.

Z(z) und N(z) kénnen auch Produkte von Poly-
nomen sein, da ein Produkt von Polynomen wie-
der ein Polynom ist.

xg sei eine Nullstelle des Nenners, nicht aber des
Zahlers: N(xzo) = 0und Z(zg) # 0. Fiir ein z

ganz in der Nihe von zg ist |N(z)| sehr klein
Z(x)
N(z)

an xo heranriickt, um so gréfler wird |g(x)|. Der
Graf von g néhert sich immer mehr an die Gerade
T = xg an, wenn sich x an xy annéhert. Die zur y-
Achse parallele Gerade mit der Gleichung = = z¢
ist eine senkrechte Asymptote von g, g hat bei g
eine Polstelle oder kurz einen Pol.

und damit |g(z)| = ‘

sehr grof}. Je ndher x

Verhalten von g(x), wenn |z| immer gréBer wird
(| — 00):

Grad(Z) < Grad(N): Waagrechte Asymptote
y=0.

Grad(Z) > Grad(N): |g(x)| wird immer grofier.
Grad(Z) = Grad(N):

+
4 bo

anpx™ + ... +ag an+ aﬂzi_l + ...
g(CC) = n = by —
e I i

Die Teilbriiche werden immer kleiner, g(x) nihert

sich an 7= an (waagrechte Asymptote).

50

Beispiele von Polynomen:

Grad ‘ Polynom

0 3

1 3—x

2 522 — 3z +4
3 3 =7

(x —2)(2z + 3) _ 202 —x -6

g(z)

Bz —9)(2z+5) 622 —3x—45

D, =Q\ {23}

3
Nullstellen: 1 = 2, x5 = -5

9@) = 53— Dy=Q\{-2%2}
Y T
fost
L .
N
= GEBEEN JEASL o
x?—1 x? -1
Y T
4 1]
o
o
-5 =1 N2 5 10
I : x
222 -8  2(z? —4)
9(z) = — =
224+3xz z(x+3)
DQZQ\{_?’%O}
T y?
| 5
! 4
3 3
Vi
-5 : ~11 1 345 6 7 89
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Der Ergebnisraum

Die Menge (2 aller Ergebnisse eines Zufallsexpe-
riments ZE heifit Ergebnismenge oder Ergebnis-
raum des Zufallsexperiments. Die Anzahl n der
Ergebnisse ist die Méchtigkeit von 2:

n=|Q

Ein mehrstufiges Zufallsexperiment (z.B. mehr-
maliges Wiirfeln) besteht aus s Experimenten mit
den Ergebnisrdumen 24, (25, ... , Q¢ und ihren
Miéchtigkeiten ny = |Q1] bis ns = |Q4].

O = {w117w12, -~-,w1n1}

Qo = {wa1,w22, ..., Win, }

QS = {wsl, Wg2y veny wsns}
Baumdiagramm eines Zufallsexperiments:

Start

TR

971 w11 w12 Wing
%N oo %N

Qo w21 W2ang w21 Wangy
AN AN AN AN

Qg Wsl Wsng Ws1  Wsng

Der Ergebnisraum des s-stufigen Zufallsexperi-
ments ist €. Jedes Element w € Q besteht aus
s Ergebnissen der Einzelexperimente:

ZE: ,Einmal Wirfeln* —= Q =1{1,2,3,4,5,6}
n=|Q|=6

ZE: ,Zweimal Wiirfeln* —-
0 ={11,12,13,14,15,16,21, 22,23, ..., 64,65,66}

23 z.B. bedeutet: Beim ersten Wurf 2, beim zwei-
ten Wurf 3.

n=1|9=6-6=236

Start

RRRR

ZE: ,Drei Miinzen werden geworfen“ —
O = {KKK,KKZ,KZK KZZ,7KK,ZKZ,27K 277}
Q=2-2.-2=23=38

Start

w = (w17w2a -“aws)
ZE: ,Zehn Miinzen werden geworfen“ —
mit 0 a Q 0 = {KKKKKKKKKK7 KKKKKKKKKZ,...
w1 €81, wa €8, ... ws €8 777777777K, 7777777777}
Ereignisse ZE:  Einmal Wiirfeln“

ZE ist ein Zufallsexperiment mit dem Ergebnis-
raum §2.

’ Jede Teilmenge von 2 heifit Freignis. ‘

E C Q ist ein Ereignis. Das ZE wird einmal aus-
gefithrt, das Ergebnis ist w.

’Das Ereignis F ist eingetreten, wenn w € F. ‘

Ereignisse micht der Machtigkeit eins heiflen FEle-
mentarereignisse. Zu ) gibt es genau n = |Q| Ele-
mentarereignisse.

51

E: | Die gewiirfelte Zahl ist gerade.“
E ={2,4,6}

ZE: , Zweimal Wiirfeln*
FE: ,Die Augensumme ist 7.¢
E ={16,25,34,43,52,61}

ZE: ,Einmal Wiirfeln“

Die Elementarereignisse sind {1}, {2}, {3}, {4},
{5} und {6}.
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Ist F ein Ereignis eines Zufallsexperiments mit
dem Ergebnisraum 2, dann nennt man

E:Q\Ez{whﬂeﬂundwgéE}‘

das Gegenereignis von E. E besteht also aus allen
Ergebnissen, die nicht in F liegen.

Eine Menge Z {E\, Es, ..., E.}
von Ereignissen heifit Zerlegung von €,
wenn

EyUEU ... UE. =Q

und der Durchschnitt von zwei beliebi-
gen Mengen aus Z immer leer ist:

EiﬂEk:(Z)

Beispiele: Ist £ # () ein beliebiges Ereignis, dann
ist Z ={FE, E} eine Zerlegung von €.

Die Menge aller Elementarereignisse von (2 ist ei-
ne Zerlegung von ().

Ereignis und Gegenereig-
nis im Mengendiagramm.

ZE: ,Einmal Wiirfeln“
E: | Die gewiirfelte Zahl ist gerade.“
E: ,Die gewiirfelte Zahl ist ungerade.“

=N
NED

Beim Amerikanischen Roulette besteht der FEr-
gebnisraum aus den Zahlen von null bis 36 und
der Doppelnull: Q@ = {00,0,1,2,3,4, ...,36} mit
|2| = 38. Eine mégliche Zerlegung von € ist

Eine Zerlegung von () in
vier Ereignisse:

Q:EluEQUE3UE4

ElﬂE2:®7E1ﬂE3:®
E10E4:@7E20E3:@
EQQE4:®7E3QE4:®

Z = {{00,0}, {z[1 < z < 18}, {=[19 < 2 < 36}

Die Potenzmenge

Die leere Menge () ist Teilmenge von jeder Menge
und somit bei jedem Zufallsexperiment ein Er-
eignis. Da die leere Menge kein Element enthélt,
kann das Ereignis () niemals eintreten:

(0 heiBt das unmdgliche Ereignis.

Da jede Menge eine Teilmenge von sich selbst ist,
ist auch € ein Ereignis. Da jedes mogliche Ergeb-
nis ein Element von {2 ist, tritt  immer ein:

’Q heif}t das sichere Ereignis. ‘

Die Menge aller Teilmengen einer Menge A heif3t
Potenzmenge von A:

P(A) = {T|T c A}

[P(A)] =2

Die Menge aller Ereignisse eines Zu-
fallsexperiments mit dem FErgebnis-
raum 2 ist die Potenzmenge P()) mit
der Machtigkeit

@) =2

52

A={1,2}, 4] =2

P(A) = {Q]? {1}5 {2}7 {172}}
|P(A)] =4 =22 =24l

B={1,2,3}, [B| =3

P(B) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

|P(B)| =8 = 2% = 2|8l

Beim Européischen Roulette besteht der Ergeb-
nisraum aus den Zahlen von null bis 36:

Q=1{0,1,2,3,4, ...,36}

mit || = 37. In den Spielregeln sind einige Er-
eignisse definiert, auf die man sein Geld setzen
kann, wie z.B. ,alle geraden Zahlen“, ,alle unge-
raden Zahlen“, erstes Dutzend*, usw. Das Spiel
ist aber noch fast beliebig erweiterbar, denn es
gibt

P(Q)| = 237 = 137438953 472

verschiedene Ereignisse.
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Relative Haufigkeit

Ein Zufallsexperiment wird N-mal durch-
gefiihrt. Tritt das Ereignis E dabei H(F)
mal ein, dann heifit H(FE) die absolute
Hiufigkeit von E und

0SHEN = [ogn<1
B0 =0 =
HQ) =N = [nQ)=1

Die absolute bzw. relative Hiufigkeit eines Ergeb-
nisses w ist gleich der Haufigkeit des Elementarer-
eignisses {w} (vereinfachte Schreibweise):

H(w) = H{w}), h(w)=h({w})

Ist Z = {E1,Es, ..., E.} eine Zerlegung
von €, dann gilt (Zerlegungssatz)

H(E)) + H(Ey) + ... + H(E,) = N

h(Ey) + h(E2) + ... + h(E,) =1

Die absolute bzw. relative Haufigkeit eines
Ereignisses F = {w1,ws, ...,w,} ist gleich
der Summe der Haufigkeiten der Elemen-
tarereignisse von E:

H(E) = H(wy) + H(ws) + ... + H(w,)

h(E) = h(w1) + h(w2) + ... + h(w,)

Beweis:
h(E) = H](VE> _ H(w) + - T+ H(w)
_ H(wi) | H(wa) H(w,)
TN + N + . N =
= h(w1) + h(wa) + ... +h(w;)

Fiir sehr grofie Versuchszahlen (N — o0)
stabilisieren sich die relativen Haufigkei-
ten eines Ereignisses F um einen festen
Wert, die Breite des Intervalls, in dem
z.B. 90% der relativen Hiufigkeiten lie-
gen, wird immer kleiner (Gesetz der grofien
Zahlen). Den Stabilisierungswert der re-
lativen Héufigkeit von F nennt man die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E.

53

ZE: ,Werfen eines Wiirfels“, N = 600
Fq: ,Werfen einer geraden Zahl“

E5: ,Werfen einer ungeraden Zahl“

1 | 2 | 3 | 4|5 ] 6

H 91 | 89 | 110 | 115 | 97 | 98
hin% | 15,2 | 14,8 | 18,3 | 19,2 | 16,2 | 16,3
H(E;) =89 + 115 + 98 = 302

H(Ey) = 91+ 110 + 97 = 298
nE) =20
h(By) = % — 49,7% = h(1) + h(3) +
H(1)+H(2)+ H(3)+ H(4) + H(5) + H(6) = 600

h(1)+1(2) +h(3)+h(4)+h(5)+h(6) = 1 = 100 %

=50,3% = h(2) + h(4) + h(6)

Spezialfille des Zerlegungssatzes:

Q=A{wi,wa, ...,wp} =
H(Q)=H(w)+H(w2)+ ... +H(wy)=N

h(Q) = h(wi) + h(ws) + oo + hwy) = 1

WE) + h(E) =1

Fin Beispiel fiir die Stabilisierung der relativen
Héaufigkeit:

ZE: ,Werfen einer Miinze*
Das ZE wird 100, 10 000 und 1 000 000 mal durch-
gefithrt, der erwartete Wert fiir die relativen

Hiufigkeiten ist 0,5 = 50 %. Die relative Abwei-
chung vom erwarteten Wert ist 0y

N K Z
H 44 56
100 | A 44 % 56 %
5rel —12 % +12 %
H 5041 4959
104 | ho| 5041% | 49,59%
Sl | +0,82% | —0,82%
H 500620 499380
108 | n | 50,062% | 49,938%
5rcl +0,124 % —0,124 %

Die Wahrscheinlichkeit P(E) eines Ereig-
nisses E ist der Stabilisierungswert von
h(E) mit N — oo.

In der Realitdt konnen Wahrscheinlichkeiten nur
néherungsweise bestimmt werden, indem man ein
Zufallsexperiment sehr oft wiederholt!



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 8

Definitionen und Regeln

Beispiele

Vierfeldertafel

Oft wird eine Menge, z.B. ein Ergebnisraum (2,
nach zwei Kriterien zerlegt:

QO=AUA=BUB

Die Michtigkeiten der Teilmengen schreibt man
iibersichtlich in einer Vierfeldertafel zusammen:

Q A A

B||ANB| | [AnB| | |B|

B||ANnB| | [AnB| | |B|
| oA |

Dabei gelten die Summenregeln:

|ANB|+|AnB| = |B|

|ANB|+|ANB|=|B

Al +[A] = [Qf

|[AN B+ AN B| =|A]

|[AN B|+[AN B| =[A]

1Bl +|B| = |9
Dividiert man jeden Eintrag in der Vierfeldertafel
fiir Miichtigkeiten durch ||, dann erhilt man die

Vierfeldertafel fiir Anteile bzw. relative Haufig-
keiten:

Q A A

B a b a+b

B c d c+d
a+c|b+d|a+bt+c+d=1

Die Wahrscheinlichkeit

Jedem Ereignis E eines Zufallsexperiments mit
dem Ergebnisraum {2 ist eine Wahrscheinlichkeit
P(FE) zugeordnet, die folgenden Regeln geniigt:

POy =0| |[P@)=1] [o=PE) 1]

Wahrscheinlichkeiten liegen immer im In-
tervall von 0 bis 1 bzw. von 0 bis 100 %.

Ist 2 = {E1, Es, ..., E,} eine Zerlegung
von (), dann gilt (Zerlegungssatz)

P(E1) + P(E3) + ... + P(E,) =1

54

Y

In einer Klasse mit Buben (B) und Médchen (B)
gibt es Sportler (S) und Nichtsportler (S). Ein
Fiinftel der Klasse sind sportliche Buben, 30 %
der Klasse unsportliche Madchen. Insgesamt sind
70 % unsportliche Kinder in der Klasse und drei
sporttreibende Médchen.

Vierfeldertafel der Anteile (relativen Héufigkei-
ten), das fett Gedruckte sind die gegebenen Wer-
te (rechts unten muss 100 % stehen), die anderen
Werte folgen aus den Summenregeln:

Q B B
S120% | 10% | 30%
S| 40% [30% | T0%
60% | 40% | 100 %
Vierfeldertafel der Michtigkeiten (absoluten
Hiufigkeiten):

10% - Gesamtzahl =3 =  Gesamtzahl = 30

Q| B| B

S| 63|09

Sl12] 9 |21
18 | 12 | 30

In Anlehnung an die Regeln fiir relative Héufig-
keiten definiert man die Wahrscheinlichkeit axio-
matisch, d.h. durch die Vorgabe von nicht beweis-
baren Fundamentalsitzen (Axiomen). Allerdings
konnen wir an dieser Stelle noch kein vollstandi-
ges und minimales Axiomensystem einfithren.

Auch fiir Wahrscheinlichkeiten verwenden wir die
vereinfachte Schreibweise

P({w}) = P(w)

Die Wahrscheinlichkeit des Ergebnisses w ist also
gleich der Wahrscheinlichkeit des Elementarereig-
nisses {w}.
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Spezialfille des Zerlegungssatzes:

Q={w,wa, ..,wp} =

P(Q) = P(w1) + P(w2) + ... + P(wy) =1

PE)+P(E)=1

oder

P(E)=1-P(E)

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
E = {wi,ws, ...,w,} ist gleich der Summe
der Wahrscheinlichkeiten der Elementarer-
eignisse von E:

P(E) = P(w1) + P(ws) + ... + P(w,)

Laplace-Experimente

Ein Zufallsexperiment, bei dem jedes
Ergebnis (Elementarereignis) die glei-
che Wahrscheinlichkeit p besitzt, heifit
Laplace- Experiment.

Fiir ein Ergebnis w eines Laplace-Experiments
mit n = |Q] folgt aus dem Zerlegungssatz

P(wy)+ P(wz)+ ... + P(wy) =1

S~ = S——
P P P
n-p
1 1
= P = — = —
p=Pw)=— I9]
Fiir ein Ereignis F = {w;,ws, ...,w,} eines

Laplace-Experiments folgt dann

p(E):f_@_

- —p.|E
PR p|E]|

Bei einem Zufallsexperiment ist n = || die Zahl
der méglichen und |E| die Zahl der fiir das Eintre-
ten von E giinstigen Ergebnisse. Fiir ein Laplace-
Experiment gilt also

@ _ ,Zahl der Giinstigen®

Q| ,Zahl der Moglichen

P(E) =

55

Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeit und
Experiment:

Wird ein Zufallsexperiment N-mal durch-
gefithrt, dann ist die relative Haufigkeit
des Eintretens eines Ereignisses E ungefahr
gleich der Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses:

—— ~ P(F)
Fiir die absolute Haufigkeit gilt also
H(E)= N-P(E)

N - P(E) nennt man den Erwartungswert
der absoluten Haufigkeit von F.
Die relative Abweichung

h(E)—P(E) H(E)—N-P(E)
P(E) B N - P(E)

5rcl =

ist umso kleiner, je grofler N ist.

Ein Wiirfel, bei dem jede Zahl mit der gleichen
Wabhrscheinlichkeit geworfen wird, heifit Laplace-
Wiirfel oder kurz L- Wiirfel. Beim Laplace-Wiirfel
ist die Wahrscheinlichkeit eines Elementarer-
eignisses p = %. Wird ein Laplace-Wiirfel z.B.
N = 600 mal geworfen, erwartet man , dass jede
Zahl Np = 100 mal erscheint.

Wird das
bildete
einmal
bleibt es
dem Kreissektor
mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit
p stehen. Da es 12

Sektoren sind, ist

— 1
b= 13

abge-
Gliicksrad
gedreht,
bei je-

FE, . ,Die Zahl s erscheint.*

Da die 3 viermal und die 2 dreimal vorkommt, ist
|E5| = 4 und ist |E3| = 3:

P() = =% PE)=5=1
P(Ey) = P(Ey) = P(E4) = P(Es) = P(Eg) = %

Probe (Zerlegungssatz):

P(Ey) + P(Ey) + P(E2) + P(E3) + P(E4)+

1 4 3
P(Es)+P(Eg) =5 — + — + — =1
+ P(E5)+ P(Eg) =5 12+12+
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Berechnung von Michtigkeiten

Um Laplace-Wahrscheinlichkeiten zu berechnen,
muss man die Machtigkeiten vom Ergebnisraum
Q und von Ereignissen bestimmen.

Aus s Mengen Ay, As, ..., As wird je ein Ele-
ment gewéhlt und geordnet nebeneinander ge-
stellt: Man bildet ein geordnetes s- Tupel

(a1,a9, ...,as)

Geordnet bedeutet, dass das erste Element aus
A; (a1 € Ay), das zweite aus Ay ist usw.

Mit den Elementen aus den s Mengen
Ay, As, ..., As kann man genau
[Ax| - Az - - [As]

verschiedene s-Tupel bilden (Zéihlprinzip).

Verteilen sich n Personen auf n nummerierte
Plidtze, dann hat die erste Person n Plitze zur
Auswahl, die zweite noch n — 1 Pliitze (einer ist
schon besetzt) usw. Nach dem Zihlprinzip gibt
esdann n-(n—1)-(n—2)- ... - 1 verschiedene
Anordnungen.

n unterscheidbare Objekte lassen sich auf

(n—=1)-n

verschiedene Arten auf n Plitze verteilen.

nl=1-2-3- ..

n! spricht man ,n Fakultat“.

or=1

=1
20=1-2=2
31=1-2-3=6

41=1-2-3-4=24

oepe

(ala az, ... s

Bildung eines s-Tupels.

ai, az,

\K

oo 00 l

Verteilung von n verschiedenen Objekten auf n
Platze.

Beispiel: Lotto ,,6 aus 49¢

Aus einer Urne mit 49 Kugeln werden 6 Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. Das geht auf

m =49 -48 - 47 - 46 - 45 - 44 = 10068 347 520

Arten. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen ei-
ner bestimmten Zahlenreihenfolge ist also p = i
Beim Lotto ist es gleichgiiltig, in welcher Relhen—
folge die Zahlen gezogen werden. Fiir jede gezo-
gene Zahlenmenge (z.B. {1,2,3,4,5,6}) gibt es 6!
verschiedene Moglichkeiten, wie sie gezogen wer-
den kann. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen
einer bestimmten Zahlenmenge (Ereignis F) ist
also

6! 1
10068347520 13983816

Damit gibt es 13983816 verschiedene Arten,
einen Lottoschein auszufiillen.

P(E) =

Eine Urne enthélt n Kugeln, die mit den Zahlen
von 1 bis n bedruckt sind.

Aus der Urne zieht man der Reihe nach s
Kugeln, notiert die Zahl und legt sie jedes-
mal wieder zuriick (Ziehen mit Zuriickle-
gen). Da man bei jedem Ziehen n Moglich-
keiten hat, geht das auf n® Arten.

Aus der Urne zieht man der Reihe nach

s Kugeln, ohne sie wieder zuriick zu legen

(Ziehen ohne Zuriicklegen). Das geht auf
n(n—1)(n —

9)...(n—s+1)

Arten.

56

Eine andere Formulierung der Urnenregeln:

Aus den Elementen einer Menge der
Méchtigkeit n kann man n® geordnete s-
Tupel mit Wiederholung bilden.

»Mit Wiederholung” bedeutet, dass das gleiche
Element mehrmals vorkommen darf.

Aus den Elementen einer Menge der
Maéchtigkeit n kann man

nn—1)Mn-2)..(n—s+1)
geordnete s-Tupel ohne Wiederholung bil-

den.
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Geometrie

Definitionen und Regeln

Beispiele

Ahnlichkeit

Die zentrische Streckung

Eine zentrische Streckung (Z|k) mit dem Zentrum
7 und dem Streckungsfaktor k # 0 ordnet jedem
Punkt P der Ebene einen Bildpunkt P’ nach fol-
genden Regeln zu:

P e ZP 154

/(P,I/AP
<k<1

VA ” P
P/

k<O

P’ € [ZP fiir k>0
P’ ¢ [ZP fiir k < 0

Eine zentrische Streckung bildet eine Gerade g
auf eine dazu parallele Gerade ¢’ ab, d.h. die Bild-
punkte aller Punkte einer Geraden g bilden wie-
der eine Gerade ¢’, die zu g parallel ist.

Eine zentrische Streckung (Z|k) bildet
eine Strecke [AB] auf eine dazu parallele
Strecke [A’B’] mit A’B’ = |k| - AB ab.

Eine zentrische Streckung (Z|k) bil-
det einen Kreis k(M|r) auf einen Kreis
E'(M'|r') mit »' = |k| - r ab.

Eine zentrische Streckung (Z|k) bildet
eine Figur mit der Fliche A auf eine
Figur mit der Fliche A’ = k%A ab.

Eine zentrische Streckung ist winkel-
treu, d.h. eine Figur wird auf eine Bild-
figur mit gleichen Winkeln abgebildet.

Eine zentrische Streckung (Z|k) mit k =
—1 ist eine Punktspiegelung an Z.

Zur Punktspiegelung siehe S. 35.

A
A
Z
B
B
z
PR
/%L‘ A’k<0 B
Q Q'
glg und h|| = d=p=«

- . /4>1
P’ =k-7ZP Z

57

Die wichtigsten Beweise fiir die links stehenden
Satze:

Die zentrische Streckung (Z|k) bildet A auf A’ und B
auf B’ ab, d.h. ZA’ = k- ZA und ZB' = k- ZB. Fiir
die Dreiecksflichen gilt:

Ai+ A2 = Agpg = %Ehl =k- %ﬁm = kA

17 J
A1+ Ag = Agpia = §ZB/h2 =k- §ZBh2 = kA,

— A2 = A3 iu %Ehg = %Ehz;

— hs = hy — AB || A/B,

AR N B EY

g=AB, ¢ =A'B

@lk)
Qeg, Q—Q

A'Q'|AQIIABI|A'B
_ Q/ 6 g/

R 1
Agn = GZA h =k STAh =k Ay = k* A
Ay = %A’B’ 72Q =k- %A/B' 7Q =
zﬁéﬁ.m:kémﬂm —
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Die Strahlensitze

Zwei sich in Z schneidende Geraden g und h wer-

den von mehreren parallelen Geraden geschnitten
(AB||CD | EF):

Die Streckenléngen auf g verhalten sich wie
die entsprechenden Streckenldngen auf h:

ZA'
yAe

B _ 7
ZA  7ZA”

7w
AB AR’

N|| N
3l =

Die Verhiltnisse einer Strecke auf g zu einer
entsprechenden Strecke auf h sind alle gleich:

BC

A

@_

zc’

ZA

78 AB
ZB"  A'B

ZA'

A'Ct B

Die Lingen der Abschnitte auf den Paral-
lelen verhalten sich wie die entsprechenden
Strecken von Z zu den Parallelen:

yAo4
ZA’

7
ZA

BB’
AA

cc
AA

_ZC _
- —-

ZA"

Beweis der Strahlensitze:

Die zentrische Streckung (Z[k) bildet A auf B
ab, d.h. k %. Das Bild von A’ unter die-

ser Streckung sei B”. Da BB” || AA” (Streckung)
und BB’ || AA" (Voraussetzung), ist B” = B’. Aus
den Eigenschaften der zentrischen Streckung folgt
dann

7B 7B BB

T7ZA ZA AN
7B 7B 7B ZA
_ = = = _— = —
ZA  7A’ ZB'  ZA’
7ZA  7A a  d
b v b v
- 14+-=1+— - = —
a a’ a a’

Eine Umkehrung der Strahlensiitze (folgt di-
rekt aus den Eigenschaften der zentrischen
Streckung):

Z=gnNh,Acg A c€[ZA,Bch, B €[ZB

7ZB 7B’
Wenn — = —, dann ist AB || A’B’.
ZA’

Nicht jede Umkehrung der
Strahlensétze ist richtig:
Aus % = %i/, folgt nicht
AB || A'B’

A

B’

58

Anwendungen der Strahlensétze:

Im AABC ist D der Mittel-
punkt von [AC] und E der
Mittelpunkt von [BC]. S ist
der Schnittpunkt der Seiten-
halbierenden [AE] und [BD].

Aus den Strahlensédtzen

folgt: %:%: 1

CD 2

Die Mittellinie [DE] in einem Dreieck ist parallel
zur Grundlinie [AB] und DE = 1AB.

SD_SE_DE_1 c
SB SA AB 2
— AS=2.5E=2.AF
Ist T den Schnittpunkt T D E
von AE und EF, dann folgt
genauso:
AT =2 TE=2.AT A . B
Also ist T = S.
Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks

schneiden sich in einem Punkt, dem Schwerpunkt
S, der die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1
teilt.

Nebenstehende  Abbildung
zeigt, wie man eine Strecke
[AB] durch Konstruktion im

B
Verhiltnis z : y teilt: A T y
Y

AT _ =

TB
4L 4 2 4 .
4m1 z 15 3 15 @
—=- = x=12 w 20
T 3 10 v
y_y _15 _
s 1210 YT18 E
Z2_y_18 _
1 g 12 %76
w 15 15
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Die Ahnlichkeit

Zwei Figuren F und F' heilen dhnlich
zueinander (F' ~ F'), wenn es eine zen-
trische Streckung (Z|k) gibt, die F' in
eine zu F’ kongruente Figur I abbil-
det.

Zwischen dhnliche Figuren schreibt man das Zei-
chen ~.

In &hnlichen Figuren sind entsprechen-
de Winkel und entsprechende Strecken-
verhéltnisse gleich.

Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke:

Zwei Dreiecke sind bereits &hnlich,
wenn sie in zwei Winkeln iibereinstim-
men (ww).
a=¢ f=¢p = c D
AABC ~ AEFD = a ; .
o b o A c B d
e f d E
Zwei Dreiecke sind bereits &hnlich,
wenn die drei Seitenverhéltnisse gleich
sind (sss).
d
f_d_e_y;

=—=-= = C D
a b c s 12
AABC ~ AFDE  — 4 6 ¥
A 8 B 9
E

a=¢p, f=0,7=¢

Zwei Dreiecke sind bereits &hnlich,
wenn sie in einem Winkel und den
Verhiéltnissen der anliegenden Seiten
iibereinstimmen (sws).

a b 4 o b
i~ f 3 7"Y p e
28
AABC ~ ADFE = 18 2F
A c B 92y

a=06pf=py=e=9 B

Zwei Dreiecke sind bereits &hnlich,
wenn sie in zwei Seitenverhéltnissen
und dem Gegenwinkel der grofleren Sei-
te iibereinstimmen (ssW).

b

C
f ¢ 24 a
AABC ~ ADFE = y 8
A 15 B
E

a=0,f=p, y=¢

59

, 6=06 =08" usw.

Wir betrachten AABC und AA’B’C’ mit

A/B/ B B/C/ _ CIA/ B k

c c/

Eine Streckung (Z|k) bildet AABC auf AA”B"”C”
mit A"B” = kAB = A'B/, B"C” = kBC = B'C’
und C”"A” = kCA = C’A’ ab. Nach dem sss-
Satz ist AA"B”C” =2 AA’B’C’ und damit nach
Definition AABC~ AA'B'C'.

Wir betrachten AABC und AA’B’C’ mit
a=a und g =74.

o’

AA'B’C’ wird durch Drehung und Verschiebung
in AAB”C” iiberfiihrt (AAB”"C” = AA'B'C')
mit B” € [AB und C” € [AC. Wegeb " = 3 ist
B”C" || BC. Die zentrische Streckung (A|k) mit
k = AB' fiihrt also AABC in AAB”C” iiber,
d.h. AA'B'C’' ~ AABC.
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Algebra

Definitionen und Regeln

Beispiele

Binomische Formeln

Binomische Formeln:

(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a —b)? = a® — 2ab + b?
(a+0b)(a—b) =a®—b2

Die binomischen Formeln verwendet man
hauptséchlich zum Faktorisieren von Summen.
Beispiele:

P?—l1=22-12=@-1)(z+1)

472 — 12249  (22)? —2-3-20+43%

8x2 — 18 2((2z)2 — 32)
2z-3)°  22-3
220 —3)(2x+3)  2(22+3)

Rationale Zahlen

Die Menge der rationalen Zahlen:
Q:{%‘an/\beZ\{O}}

Zahlt man die endlichen Dezimalbriiche zu
den periodischen Dezimalbriichen (z.B. wegen
0,123 = 0,1230 = 0,1229), dann gilt:

Q = {aller periodischen Dezimalbriiche}

Zwischen zwei beliebigen rationalen Zah-
len liegen noch unendlich viele weiter ra-
tionale Zahlen (die rationalen Zahlen lie-
gen dicht auf der Zahlengeraden).

l1eQ\Z = Feq\z]

Wegen 12 = 1 < 2 und 22 = 4 > 2 hat die Glei-
chung 22 = 2 keine ganze Losung. Wenn x € Q,
dann muss also © € Q \ Z sein. Damit ist aber
auch 22 € Q \ Z, d.h. 22 # 2. Es gibt also weder
eine ganze noch eine nichtganze rationale Zahl,
deren Quadrat 2 ist. Die Menge der rationalen
Zahlen ist unvollstindig.

60

(x4 2y)? = 22 + 4oy + 49°

b\* b
(a—2> :a2—ab—|—z

982 = (100 — 2)2 = 100 — 22 - 100 + 22 = 9604
22 —9=22-3%= (2 -3)(z +3)

2 2
2 a _ 2_9.3,.% (%) _
9x —3$a+Z—(3x) 23z +(2) =
an 2
= (32-3)
A= (P (o) (1)

=(@-1+1) (x2+1)

Logische Zeichen: ’/\: Lund“, Vi, oder®

In der folgenden Formel stehen z; bis z, fir Zif-
fern (siehe auch S.15):

Z1...2p
0 Zn =
T
— 9 _ 3 1 ——— 123 41
09=-=1,03=-=-,0,123= — = —
To9 o T 9 3 999 333
2 5 23+ £ 9345 _9
002375 = 251045 29t 5 2315723
1000 1000 99000
o 2322 _ 129
© 99000 5500
?=4-1=2
r xT
Es gibt also einen 1 1
Punkt =« auf der
Zahlengeraden mit 11 \
x z 1
2 =2
1 =z
=2 = z¢Q

’xgéZunda:zGZ = x%Q‘
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Definitionen und Regeln Beispiele

Reelle Zahlen

Ein unendlicher, nichtperiodischer Dezimalbruch r = 0,101001000100001... ist nichtperiodisch, also
heifit irrational. irrational.

Es gibt einen Punkt x > 0 auf der Zahlengeraden

’R = Q U {aller irrationalen Zahlen} ‘ mit 22 = 2. Da z ¢ Q, ist  irrational

’IR = {aller Dezimalbruche} ‘ Intervallschachtelung fiir  mit 22 = 2:
R \ Q = {aller irrationalen Zahlen} e
’ 1/ \2
R ist vollstdndig, d.h. jeder reellen Zahl 114‘;7 A

entspricht ein Punkt auf der Zahlengera-
den und umgekehrt.

2=1<2<4=22 —= l1<zx<?2

Durch eine Intervallschachtelung kann man fiir 2 2
147 <2<15 = ld<zxz<1)
jeden Punkt auf der Zahlengeraden den dazu- ~— ~— .
gehorenden Dezimalbruch konstruieren. 1’962 2,26 9
1,412 <2 < 1,42 — 141 <z <142
—— ——
1,9881 2,0164
usw.
Die Quadratwurzel
.y . 16 4 3
Definition und grundlegende Eigenschaften Vi =2, TR V106 =10
Fiir a 2 0 heifit die nichtnegative Losung v/—9 nicht definiert
der Gleichung 2% = a die Quadratwurzel
(kurz Wurzel) aus a, a heiit Radikand. » Wurzel ziehen* heifit auch radizieren.

Die Wurzel aus einer natiirlichen Zahl ist

a@O:x:\/a<:>x2:a/\x§0‘ ) A
entweder natiirlich oder irrational.

2
(Va)" =a 2 <7wd3>7 = VIgN
V7 ist also irrational.

{—Va,+/a} fira>0
?=a = L=<{0} fira=0

2 _ I _
(1=0 fitr @ < 0 =9 = L =1{-3,3} oder kurz x = +3

?=0 = L={0}
P?=-4 = L={}=0

Fiir a 2 0 gilt:

2

’33 =a < |z|=Va <= z=+Va

VE=VE=5 \(BP=vEB=5=|-9
\/CT?:{G oo Vat —dr+4=/(z-2)* = [o 2|

—a fira<O0

3=V32, —7T=—/(-7)2
Va2 = |a|

Unter die Wurzel ziehen:

Die Signumfunktion (Vorzeichenfunktion):

1 fiirx >0 4 sgn(x
Va? fira =0 . ! .
a= "V fira <0 sgn(z) =<0 firz=0
¢ ~1 fiirz <0 . :

a=s=s n(a)\/a? r
g x\/g = sgn(z) ?Z = sgn(z)
Pz ] 2V, 5 )V — sl

61
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Numerische Wurzelberechnung
x1 sel ein Ndherungswert fiir \/a. Wir suchen
einen besseren Wert x5 = x1 + Ax:

22 = (1 +Ax)? =22 + 20 Ax + Az’ =a

Wenn x; schon ein einigermafien guter Nihe-
rungswert ist, dann gilt |Az| < x; und damit
auch Ar? < |2x1Az|. In obiger Summe kann man
also Az? vernachlissigen:

] 420 Ar =a = Ax =

1 a
= =1 +Ar=-|z21+ —
2 T

Den besseren Wert x5 kann man mit der gleichen
Formel wieder verbessern usw. (Rekursion).

Rekursionsformel zur Berechnung von x = /a:

1 a
xn+1:§ xn""‘?

(Newtonverfahren)

Beim Newtonverfahren verdoppelt sich
die Zahl der geltenden Ziffern bei jedem
Schritt.

Fir a = 1, dh. a = 1 4+ h mit |h| < 1 folgt mit
dem Newtonverfahren und Startwert z; = 1:

:U*1 1Jrﬂ *1+ﬁ
) 1 ) 2

h
\/1+hz1+§fﬁr |h| <1

(Lineare Niherung)

Mit dem Ansatz 1+ h =1+ % +bh? kann man
die lineare Ndherung verbessern:

h 2
<1+2+bh2> =1+h

Unter Vernachlissigung der Terme mit A% und h*

folgt b= —3, d.h.
h  h*
\/1+hz1+§—§fur |h| < 1

(Quadratische Niherung)

Mit der quadratischen Naherung kann man
den relativen Fehler der linearen Néaherung
abschétzen:

5 142 -Vith 2
rel — \/m N8

62

z = /7 mit Startwert x; = 2:

1 7 1 7
= — . J— = — . 2 — = 2
T2 2 ($1 + :171) 3 ( + 2> , 75

2,75% = 7,5625
1 7
3=~ 2o+ — ) =2,647727273
2 T2
2 — 7,010459711

T3
1 7
Ty= - <x3 + ) = 2,645752048
2 T3
x3 = 7,000003902
1
s = 5 .

x3 = 7,000000000
= /7T ~2645751311

7
(:c4 + ) = 2,645751311
T4

VII=1/1+01~1+ Oél =1,05
TR: /1,1 = 1,04880885
5o — 1,05 — 1,04880885 _ 114103
1,04880885
Mit der quadratischen Naherung:
0,1 0,12
VII~1+ 2 — 8 =1,04875
5o 1,048;5028;,008488580885 _ _56.10°
/1,001 = /140,001 ~ 1 + 0’201 = 1,0005
TR: /1,001 = 1,000499875
5 — 1,0005 — 1,000499875 _ 1.5 107

1,000499875

Fiir sehr kleine h liefert die lineare Naherung bes-
sere Werte als der Taschenrechner.

Beispiel: Bewegt sich eine Uhr U’ (At’) mit der
Geschwindigkeit v an relativ zueinander ruhen-
den Uhren (At) vorbei, dann gilt nach Einstein
fiir die angezeigten Zeitspannen

At = Aty/1 -2 mit S= 2

c
(c=3-10%2 ist die Lichtgeschwindigkeit). Mit
At = 3600s und v = 307 ist 3 = 10~7 und
3% = 10~!4. Mit dem Taschenrechner ergibt sich

5t = At — At = At(1 — /1 - 32) =0,

mit der linearen Naherung

52

5tzAt<1<1ﬂ2)>At~
2 2

=1,810"1ts
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Rechenregeln fiir Wurzeln

Fiir a =2 0 und b = 0 gilt:

Va-b=+a-vb

Fiir a 2 0 und b > 0 gilt:

Im Allgemeinen ist
Va+b#a+ Vb

und

Va—b#va—Vb

Fiir n € Z (und a # 0, wenn n < 0) gilt:

v = /(@) = Ja"|

Fiir n gerade ist |a™| = a™.

Vi-9=+/4- \/§, aber:
(—4) - (-9) #v—4-v=9
V/36=6 nicht def.

V/8100 = /81 - 100 = /81 - /100 = 9 - 10 = 90

[25 _ V25 5
16 ie 4

00040 = /2 _ Vi _ 7
’ ~ V10000 /10000 100

VI+16 # V94 V16
—— | N——
V25=5 344=7
V169 — 144 # /169 — /144
V35=5 13-12=1

VBT =3, )T = |(-3)7| = T

Va22 = |a11|, Va2t = |a12| =a'?, da 12 gerade
1/0,00000625 = V625 - 10—8 = 25 - 10~*
V910149 = v/90 - 10148 = /90 - 107

Umformen von Wurzeltermen

Beim Umformen eines Wurzelterms

T =+/R(a,b,...)

muss man peinlich auf die Definitionsmenge
D7 des Terms achten, die aus der Bedingung
R(a,b,...) 2 0 folgt.

Beispiel: T = va3btc?
vt >0 = a=0, b,c beliebig
~—
>0

T = Va-a2bic? = ab®|c|va

Unnotige Betragsstriche im Ergebnis vermeiden!

Nenner rational machen

Der Nenner eines Bruches heifit rational, wenn er
keine Bruchterme enthélt.

1 va_ _ Va

va o (ya)

Auch bei Computern sparen rationale Nenner bei
langwierigen Berechnungen viel Rechenzeit!

L ab i b
vatvh o (va+vb)(va-ve) el

fiira > 0,b =0 und a # b.

fira >0

63

Teilweises Radizieren:

v90 =910 = 3v10
V42336 = /25 -33.72=4-3-7-6 =846

Beispiel: T = Va3b°
A =abad®* 20 = ab=0
~—
>0

= (a>0Ab>0)V(a<0Ab<O)

T = Va3b® = |a|b*Vab

fla) = V(@ +1)(2? - 1) = /(z +1)*(z — 1)
Rx)=(x+1)*(xz-1)20 = z2>1
~———
>0

In Dy = [1,4o00] ist auch  +1 =2 0, d.h.
fl@)=lz+1llvVe—1=(z+ 1)V -1

r—1 _ (VO -1_(Va-1)(Va+1)
V-1 Ja-—1 V-1
=vr+1 firz=20undz #1

1+v2  (1+v2)°
1-v2  (1-v2) (1+V2)
:7”12‘_/52*2:73—2\/5
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Potenzen mit rationalen Exponenten

Definition

Potenzen mit rationalen Exponenten werden so
definiert, dass die bekannten Potenzgesetze fiir
ganze Exponenten weiterhin richtig bleiben (sie-
he S.48).

Fiir a 2 0 und n € IN definiert man:

r=ar <= z"=ga und 20
{ia%} f.a=0 A n ger.
0={} f.a <0 A n ger.

" =a= L= N

an f.a 20 A n unger.

—|a\?} f.a <0 A n unger.

Fiira > 0,n € Z \ {0} und m € Z definiert man:

33

=0

<0

3
3
3

—— fur

m

m m sgn(%) a% fir
— (a 7‘)

an n = 1
n

3|

a |

Damit ist a? fiir @ > 0 und ¢ € Q definiert.

Warum Potenzen mit rationalen Exponenten und
negativen Basen nicht definiert sind:

Widerspruch!

Fiir a > 0 und p, g € Q gelten die Potenzgesetze:

a? a\P
aP-bP = (ab)? ; — = (7)
bp b
aP
al-ql = qPt? ; — =qgP 1
a4

(aP)? = a4

Fiir a >0 und ¢ € Q \ {0} gilt:

1
’xq:a — T =a4

64

Gilt das Potenzgesetz (aP)? = aP? auch fiir ratio-
nale Exponenten, dann ist

1\" 1,
(an) :ann:alza

85 =2, da23=38

165 =2, da2* =16 und 2 > 0

167 # —2, obwohl (—2)* = 16 aber —2 < 0
(=8)3 nicht def., obwohl (—2)% = —8 (=8 < 0)

1t =16 = L = {-2,2}
rt=-16= L={}

P =8= L={2}

P =-8=L=1{-2}

Beachte: —| — 8|3 = —83 = —2

2® = 74088 = x = 740883 = (2°.3%.7%)5 =
1 1 1
2%)%.(3%)% - (7°)* =2-3-7T=42

L2 (o232
T3 =\3) “\3) "3
_2 < _3 1 1
3:9 — :977:9 2 = = = —
v o ’ 9% 27
1
1 1 T3 1_1 _1
r3 =222 — —F =x3 2= 06=2
T2
= =2 i—i
o 267 64



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 9

Beispiele

Definitionen und Regeln
‘Wurzelschreibweise

a>0,neN: |{Ya=ar
Spezialfall: Va= ¥a=a?

a>0,nelN, meZ: "am:a%:(%)m

Allgemein gilt fir n € IN, m € Z:

|:U% ,mger., m=20,D=R
g = [, |m| ger., m <0, D =R\ {0}
= . L
Tn , m unger., m > 0, D = R
zn , |m|unger., m <0, D=R"

Vereinfachung von Wurzeltermen auf dem Umweg
iiber die Potenzschreibweise und Anwendung der
Potenzgesetze!

Numerische Berechnung der n-ten Wurzel

Ausgangspunkt zur Herleitung einer Iterations-
formel ist die Beziehung

xr = %:a%

x, ist ein Naherungswert fiir z, d.h.

— z"=a

rT=x,+e mit |gf K1

Es gilt die Naherungsformel

((1+h)" ~1+nh mit |b] <1]

Damit erhéalt man

a=a"=(r +e)" = {xk (1—1—5)]”%

Tk
ne -
xR <1+> =z} +nz} e
T
o~ a—xy __a oz
nzl~t napt on

Besserer Ndherungswert fiir x:

a T
Thtl =Tk + —F=7 — —
n
k
oder
1
Thp1 = — |(n—Dap + ——
n k

65

Y(—2)6 = V26 =22 = (-2)? = (-2)8, S e NI!
aber: (\3/72)6 nicht definiert!
Y(2F =V =28 # (-2)F

——

nicht def.!
Vat = |x|% in D=R,
Vb =|z|? in D =R,
1 1

4 5 .
Vad =27 in D = R
4 .
Vs =2 in D=R

Vb =g"1=—" = in D=R"
x1 v b
Y _6 1 1 .
\S/a a% 1_1 1
a>0: = — =a3 4:(112:1\2/5
Va  gi

Ist V' das Volumen und A die Oberflache eines
Wiirfels der Kantenlédnge a, dann gilt

V=a®

Test der Naherungsformel (1 + k)" = 1+ nh fir
n = .

Der relative Fehler der Naherung ist

1+5h —(1+h)°

Orel =
el (1 + h)5
h (14 h)® 145k  bra
0,1 1,61051 1,5 6,9 %
0,01  1,05101 1,05 0,096 %
0,001  1,00501001 1,005 0,001 %

Berechnung von =z = /3

1 3
zk+15{4xk+x4], 1 =1
k
17 3
10 3
T3 = 3 4-14+ @ = 1,276184923
17 3]
Ty = - |4dxs + — | = 1,247150132
5| x%_
T :
r5 = - |day + — | = 1,245734166
5| xg |
17T 3]
re = — |dxs + — | = 1,245730940
5| xé_

Probe: (z)® = 3,000 000 005
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form
az® +br+c=0 )

mit a # 0 heifit quadratische Gleichung.
Normierte Form der Gleichung;:

b c
2+ -r+-=0
a a
Quadratische Ergénzung:

$2+2'£l‘—|— b 2__E+ i ’
2a 2a T a 2a

Anwendung der binomischen Formel:

ea b * W —dac D
2a) 442 4a?

mit D = b% — 4ac. Da 4a? > 0, ist

{} fir D <0
—b} fir D=0
L = 2a
/b2 —
b v el s
2a 2a

Fiir D > 0 hat (I) also die beiden Losungen

b Vb2 — 4dac
r1=——+ ——— und
2a 2a
B i Vb2 — 4dac
2= 2a 2a

Die Losungen der normalisierten Gleichung
2 +br+c=0 (I1)

(a = 1) sind fiir b — 4c > 0:

b Vb2 —4c
T :_i‘f’T und
b Vb2 —A4c
eIy T Ty

Daraus folgt der Satz von VIETA:

Hat die Gleichung z2 4 bx + ¢ = 0 zwei
Losungen z; und x5, dann gilt

T1+2o=—-b und z1-x19=CcC

22 +br +c=(x—x1)(x — )

Einfache Losung von (I), wenn ¢ = 0:
az? +br =z (ax+b) =0

= 21 =0, g

X9 — —

66

4
11 5
Y ]
2| T 2
1 5
- =aZ
TT5 75,

1 5
=-4°
75753

T =3 x9=-2
L={-2;3}

L5, VIO

6 6
L{5+\/109_ 5\/109}
B 6 6

2? —122435=0
Wegen 5+ 7= —(—12) und 5-7 = 35 ist
r1=5und 2o =7
und es gilt

2?2 =120 +35=(z —5)(z —7)

Biquadratische Gleichung;:

zt — 1422 +45=0
Substitution: z°> =y =
y?— 14y +45=0
Y2 — 2Ty + 72 = —45+49 = 4

y=7=x2
p=r2=9 = x1,=3, Tp2=-3
yp=13=5 = o3 =V5h, x0=-V5

L={-33-v55}
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Definitionen und Regeln

Wurzelgleichungen

L, sei die Losungsmenge der Gleichung

und Lo sei die Losungsmenge der quadrierten

Gleichung
f@)? =g(@)* (2)

Es gilt Ly € Lo, d.h. jede Losung von (1) ist auch
Losung von (2), aber nicht unbedingt umgekehrt.
Eine Wurzelgleichung enthélt die Unbekannte im
Radikanden einer Wurzel. Zum Beseitigen der
Wurzeln muss die Gleichung nach geeigneten Um-
stellungen quadriert werden. Die quadrierte Glei-
chung kann Losungen enthalten, die keine Losun-
gen der urspriinglichen Gleichung sind. Diese
»falschen* Losungen kénnen durchaus in der De-
finitionsmenge der urspriinglichen Gleichung lie-
gen. Zur Bestimmung der Losungsmenge muss
mit den gefundenen Losungen der quadrierten
Gleichung also unbedingt die Probe gemacht wer-
den!

1
ﬁ:\/i—17 D:[l,oo[
l=x—+x
Ve=x—-1 |?
r=a%>—-2x+1
2 —3r=-1
3 3\’ 9 5
2_9.2 2) =122
* 2" T2 ti1T1
3+V5 3-V5
1 2 5 T2 = 2

Wegen /5 > 2ist x5 < 1, d.h. 29 ¢ D.

Probe fiir z1:

/6+2\f Ji+2:1: f+(f) B

\/1+\f 1+\/5

2 2
1 2
LS:7: =
VT 1++5
21-vB) Vh-1
- 1-5 2
RS:m_l_lJ;«/S_l:\/EZ—l

67

Beispiele

r—1=3 = L) ={4}

(I—1)2=32 — L2:{4;—2}, ngLg
Vat—1l=xz-2, D=]—-o00,-1UJ[l,00[
2> —1=2%—4dzx+14

5
=-¢cD
x 46
Probe: LS—“ - \/
RS—7—2——779RS =
L=1{}

Die Gleichung vz2 —1 = 2 — z fiihrt auf die-
selbe quadrierte Gleichung und somit auch auf
= % Hier passt die Probe und es ist L = {%}

Ve+2=x+1, D=[-100]
r+2=2+22+1
2?4r=1
1 1\? 1 5
x2+2.2x+(2> =1+71=7
-1+5 -1-5
$1:T, o = B

Wegen v/5 > 1 ist 2o < —1, d.h. x5 ¢ D.

Probe fir z;:

(1+Vv5)" 1++5
N 2 2
RS:—1+\/5+1:1+2\/5

-14+5
()
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Die quadratische Funktion

Die Normalparabel

Eine Funktion f mit der Gleichung
f(x)=ar? +br+c mit a#0

heifit quadratische Funktion. Der Graf einer qua-
dratischen Funktion heifit Parabel.

Die einfachste quadratische Funktion hat die
Gleichung

fla) =a?

Thr Graf ist die Normalparabel. Der Punkt S(0|0)
heifit Scheitel der Normalparabel.

Ist Gy der Graf der Funktion f, dann erhélt man
den Grafen der Funktion g mit der Gleichung

g(z)=fz+d)+e

durch Verschiebung von G um den Vektor

- ().

d.h. um d nach links und um e nach oben.

Der Graf der quadratischen Funktion f
mit der Gleichung

flx)=(z+d)?+e

ist die um den Vektor ¥ = ( _Z ver-

schobene Normalparabel. Thr Scheitel
ist S(—dle).

Der Graf der Funktion g mit der Glei-
chung g(r) = ax? geht aus der Normal-
parabel durch eine zentrische Streckung
mit dem Zentrum O(0]0) und dem Fak-
tor k = % hervor.

2

Beweis: f(z) = 2%, g(z) = ax

hier: 0 <a <1

68

6
-3
verschobene Normalparabel mit der Gleichung

Die Normalparabel f und die um o; =

g(z) = (x —6)* =3

2
rabel mit der Gleichung

und die um v = verschobene Normalpa-

h(z) = (z+3)*+2

Die Grafen der Funktionen f(z) = 22,
g(z) = 222, h(z) = 322, k(z) = —2? und
2

m(z) = —zz%
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Definitionen und Regeln Beispiele
Die allgemeine quadratische Funktion Beispiel:
2 32
Umformen der Gleichung der quadratischen f(z) = 5962 +4x + =
Funktion (quadratische Ergénzung): .
Scheitelform:
fx)=az’ 4+ bz +c= 9
) b2 b2 f(x)zg[x2+10x+16} =
2
=a|lz*+2 - —ax+|— ] — | =— +c= 9
2a <2a> <2a> :5[x2+2-5a:+52—25+16] =
b\* b2 2 )
= = - = == 5)°—9| =
¢ <x+2a> 2| e 5 @979
2 18
b\? b2 =zl@+5)’ -+
=a-|r+ % +c— Ta ,
Scheitelform - S (—5 — 5) = S(—5| — 3,6)
Der Graf der Funktion f mit der Glei- Nullstellenberechnung mit der Scheitelform:
chung 5 18
“(z+5)2—-—=0
f(z) =az® +bx+c 5( ) 5
2
ist eine Parabel mit dem Scheitel bei (z+5)"=9 = z=-5+3
xr, = 78, ro = 72

Fiir ¢ > 0 ist die Parabel nach oben,
fiir a < 0 nach unten geoffnet.

Die Nullstellen von f sind

Produktform (faktorisierte Darstellung):

f(z) = g(x +8)(z +2)

Y
6 i

—_ 2 _ .\ p2_4
T 50 24 b ac : I
b 1 I
_ _ b2 —4 21
2 2a + 2a ac T
Wegen ‘ 1=
a(xy +x2) = —b
und
arixrg = C
folgt

2

Beispiel aus der Physik:

=az” —a(xy + x2)x + ax129 =

=az’+bx+c

a(x —x1)(z — 12) Ein Korper, der zur Zeit t¢ = 0 in der Hohe
o mit der Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht

nach oben geworfen wird, befindet sich zur Zeit ¢

Fiir die quadratische Funktion f mit
f(z) =az® +bx+c

lautet die Scheitelform

und die Produktform

f(x) = a(x —z1)(x — x2)

mit den Nullstelen z; und x5 von f.

69

in der Hohe
(t)

Maximale Hohe

—th-i-’Uot—f—JJO

2

v
h=-2+
29 i)

V)
zur Zeit t1 = 2.
g

a:(tg):() mit t2=
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Definitionen und Regeln Beispiele
Parabel durch gegebene Punkte Gesucht ist eine verschobene Normalparabel
Durch zwei Punkte Pq(z1|y1) und Po(z2]y2) mit durch d21e Punkte P1(1[1) und P5(2[5).
T1 # xo kann man genau eine verschobene Nor- (I-df+e=1 (1) Y
malparabel zeichnen. Gleichung der verschobenen (2—d)?+e=5 (2) 571 P2
Normalparabel: _ T
1-2d+d?>+e=1 (3)
r)=(z—d)?+e
J@) = ) 4—4d+d*+e=5 (4)
TP
P1eGy < (v1lp) € f < f(z1) =w e
4) - @) & 1 2 o
3—-2d=14 <]
PleGr= flz)=(m—-d?+e=y (1) d:f%

PQEGfﬁ f(arg):(xg—d)2+e:y2 (2)

Auflsen des Gleichungssystems liefert die Unbe-
kannten d und e.

Durch drei Punkte Pq(zily1), Pa(x2]y2) und
P3(x3lys), die nicht auf einer Geraden liegen und
mit drei verschiedenen z-Koordinaten, kann man
genau eine Parabel zeichnen.

Gleichung der Parabel:

flx)=ax’ +bx+c=alr—d)?+e

P,eGy= ari+britc=u (1)
P, e Gy = arj+bratc=ys (2)
P3 € Gy = ax§+b$3+czy3 (3)

Auflsen des Gleichungssystems liefert die Unbe-
kannten a, b und c.

Oder:
P,eGy= a(z1—d?+e=y (1)
P €Gr= a(zz—d?+e=13 (2
P;eGy= a(zs—d)?+e=ys (3)

Auflésen des Gleichungssystems liefert die Unbe-
kannten a, d und e.

70

Gesucht ist eine Parabel durch die Punkte
Gleichung der Parabel:

f(z) =az® +bx+c

PieGy= a+b+c=5 (1)
PyeGy=> 16a+4b+c=6 (2)
Pye Gy = 36a+6b+c=1 (3)
@2)—(1): 15a+3b=1 (4)
(3)—(2): 20a+2b=—5 (5)
(4)-(=2): —30a—6b=—2 (6)

(5)-3: 60a+6b=—15 (7)
(4)+ (5): 30a=—17 (8)

17
. 5 17 19
17 19 12

Damit lautet die Parabelgleichung:

17 , 19
J@) =5+ 5ot 3

12

mit dem Scheitel

95| 13921
S <34 2040> ~ $(2,796,82)



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 9

Wahrscheinlichkeit

Definitionen und Regeln

Beispiele

Produkte von Wahrscheinlichkeiten
(1. Pfadregel)

Wir betrachten zwei Zufallsexperimente mit den
Ergebnisrdumen Q; = {wi1,wi2,...,w1n}t und
Qs = {wa1,waa, ... ,war, } und den Michtigkeiten
|21] = n und |Q2] = m. Werden beide Expe-
rimente hintereinander ausgefiihrt, entsteht ein
zweistufiges Zufallsexperiment (siehe S.51) mit
dem Ergebnisraum

Q = {wi1wa1,wW11W21, .. , W1nWom |

und der Méchtigkeit |Q] = n - m. Wird das zu-
sammengesetzte Experiment N-mal ausgefiihrt,
erwartet man fiir Haufigkeit des Ergebnisses w1,
beim ersten Experiment

le = P(u}lw) - N.

Fiir die Haufigkeit des Ergebnisses wizway im zu-
sammengesetzten Experiment erwartet man dann

Hlx,Qy = P(WQy) . le = P(wlm)P(wa)N.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das eintreten von
WigWay iM zusammengesetzten Experiment ist al-
SO

le,2y
N

P(wlzwgy) = = P(Wlx)P(WQy)

| P(wraway) = Plwis) Plwny) |

Die angestellten Uberlegungen lassen sich leicht
auf mehr als zweistufuge Zufallsexperimente ver-
allgemeinern:

In einem s-stufigen Zufallsexperiment
ist die Wahrscheinlichkeit eines Ergeb-
nisses das Produkt der Wahrscheinlich-
keiten lings des entsprechenden Pfades
im Baumdiagramm (1. Pfadregel):

P(wigway...wez) =
P(wiz)P(way)...P(ws)

Eine Urne ist ein Behiltnis fiir Kugeln, die nach
Farbe, aufgedruckten Zahlen oder Ahnlichem un-
terschieden werden.

Beim Ziehen mit Zuriicklegen ist der Urnenin-
halt und damit die Wahrscheinlichkeit fiir ein be-
stimmtes Ergebnis bei jedem Zug gleich.

Beim Ziehen ohne Zuriicklegen dndert sich der
Urneninhalt und damit die Wahrscheinlichkeit fiir
ein bestimmtes Ergebnis bei jedem Zug.

71

Baumdiagramm eines zweistufigen Experiments:

Start
w11 w12 W13 ecee Win
VANYZAN

w21 W22 eeee Wom W22 eeee W

Baumdiagramm eines s-stufigen Experiments:

Start

Pz = P(wig)

wi1 Wig Win
P2y p2y = P(way)
eee .ee
w21 way wam
.
.
:
:
sz Psz = P(wsz)
cee eee
Wsl  waz Wer

Beispiel: Eine Urne enthélt drei rote und zwei
blaue Kugel. Es werden ohne Zuriicklegen 3 Ku-
geln gezogen.

3r2b

r2b 3r
1 2
3 3
© 0O 0O GO
o %5 % T w i 10
11 1 1 2
P(rrr):§~f~f:—, P(rrb):§-7~f:
5 2 3 10 5 2 3
1 2 2 11
P(rbr):§~fof:—, P(rbb):§'7~f:
5 2 3 10 5 2 3
2 3 2 2 2 31
Prr)==.2.2 =2 Plbh)==.2.- =
b =533 PO =573
2 11 1
Pibr) =577 1
Wird mit Zuriicklegen gezogen, gilt z.B.
3 2
P(rr) = (3)" = £5, P(bb) = 2+ (3)” = 135
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Summen von Wahrscheinlichkeiten
(2. Pfadregel)

Nach dem Zerlegungssatz (siehe S.54) ist die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten seiner Elemen-
tarereignisse (siehe S.55). Angewandt auf ein
mehrstufiges Zufallsexperiment folgt:

In einem mehrstufigen Zufallsexperi-
ment ist die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Pfade, die zu diesem Er-
eignis fithren (2. Pfadregel).

Beispiel: Eine Urne enthélt drei rote und zwei
blaue Kugel. Es werden ohne Zuriicklegen 3 Ku-
geln gezogen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
mindestens zwei rote Kugeln zu ziehen?

3r2b

Beispielaufgabe:

Der Girgl und der Fex sind leidenschaftliche Wil-
derer. Der Girgl trifft eine Gams mit der Wahr-
scheinlichkeit 60 %, der Fex mit 80 %. Die bei-
den Freunde gehen gemeinsam auf die Jagd, der
Girgl hat drei, der Fex zwei Patronen dabei. Als
sie einen Gamsbock sehen, beginnen sie abwech-
selnd auf ihn zu schieflen, der Girgl beginnt. Nach
einem Treffer ist die Gams tot und das Schieen
beendet.

1. Erstelle ein Baumdiagramm fiir das Zufalls-
experiment ,, Gamsschieflen“. Verwende die
Symbole g, f, g und f fiir das Treffen bzw.
Nichttreffen des jeweiligen Schiitzen und
schreibe den kompletten Ergebnisraum 2
hin. Gib auch die Michtigkeit von 2 an.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit pg {iberlebt
die Gams?

2. Schreibe das Ereignis F: ,Die Gams wird
vom Fex erlegt.” in der Mengenschreibweise
hin und berechne seine Wahrscheinlichkeit.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit p, wird die
Gams dann vom Girgl geschossen?

72

E = ,mindestens 2 rote* = {rrr, rrb, rbr, brr}
P(E) = P(rrr) + P(xrb) + P(rbr) + P(brr) =
1 2 2 2 7
——‘16 4—‘16 4—‘16 4—‘16 ——‘16 = T70%
Loésung:
0,6 0,4

1.

Q= {9,9f,9f9, ;
s 0,8/ \0,2
9f9f.9f9f9. A
9979} .-

0,6/ \0,4

€ =6 b

g g
po = P(Gfgfq) = 08/ \0:2
=04%-02% = .
— 0,00256 = O’GATA
— 0,256 % &8

2. F' = ,Die Gams wird vom Fex erlegt.“
G = ,,Die Gams wird vom Girgl erlegt.
N = Die Gams wird nicht erlegt.

F={gf.9f3f}
P(F)=04-08+04-02-04-08 =
=0,32- (14 0,08) = 34,56 %
{F,G, N} ist eine Zerlegung von Q@ =

pg = P(G) =1—P(F) - P(N)
=1-P(F)—po =
=1-0,3456 — 0,00256 = 65,184 %



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 9

Geometrie
Definitionen und Regeln Beispiele
Der Satz des Pythagoras
Herleitung
Im rechtwinkligen Dreieck AABC mit v = 90°
ist D der Fulpunkt der Hohe von C auf AB. Die
den rechten Winkel bildenden Seiten ([AC] und
[BC]) heiflen Katheten, die dem rechten Winkel b @
gegeniiberliegende Seite ist die Hypotenuse.
Aus der Ahnlichkeit & p q B
A B
AABC ~ AACD ~ ACBD
folgt o+ 3 =90°
b a+ 90 =90° = Jd=f,e=«a
- = % — |h? =pq| (Hohensatz) B +e=90°
p
q a
P — |a® =gc| (Kathetensatz) Struktur eines mathematischen Satzes
% _ 9 — [ =pe (Kathetensatz) FEine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dem
c

Aus den Kathetenséitzen folgt

a’+b* =qc+pe=(g+p)c=7?
N——

C

In einem rechtwinkligen Dreieck mit
den Katheten a und b und der Hypo-
tenuse c¢ gilt (Pythagoras):

a?+ v =72

Umkehrung des Satzes von Pythagoras:

Gilt im Dreieck AABC die Beziehung
a?+b% = ¢?, dann ist das Dreieck recht-
winklig (y = 90°).

Beweis:

b "\a b’ ’

B’

Wir betrachten zusétzlich das Dreieck AA'B’C’
mit ¢’ = a, ¥ = b und 7/ = 90°. Nach dem Satz
des Pythagoras gilt

0’2:a’2—|—b’2=a2+b2202:>c'=c

Damit gilt AABC = AA'B'C’ (sss) und damit
auch v =" = 90°. q.e.d.
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man einen Wahrheitswert (wahr oder falsch) zu-
ordnen kann. ,Die Sonne scheint.“ ist eine Aus-
sage, ,,Scheint die Sonne?“ ist keine Aussage.
Das Gegenteil oder die Negation einer Aussage A
bezeichnet man mit —A (nicht A oder non A).
A = Die Sonne scheint.“

—A = Die Sonne scheint nicht.“

B=,z=3% -B=,z# 3¢

Ein mathematischer Satz verkniipft zwei Aussa-
gen A und B:

A = B
Wenn A, dann B.

Wenn A wahr ist, dann ist auch B wahr.

A ist die Voraussetzung, B die Behauptung. Ver-
tauscht man Voraussetzung und Behauptung,
dann erhélt man die Umkehrung des Satzes.

A — B,
~———

Satz

B = A
~——

Umkehrung

Wenn ein Satz wahr ist, muss die Umkehrung
nicht wahr sein.
Wenn der Satz und die Umkehrung wahr sind,
schreibt man

A < B

Allgemein gilt aber:

(A —=B) < (-B= -A)

Man kann den Satz A = B also beweisen, in-
dem man =B = —A beweist ( Widerspruchsbe-
weis).
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Konstruktion einer Streckenlinge +/z:

Konstruktion einer Strecke mit der Lénge v/10:

Mit Hohensatz: pqg = = h? C c C
: o e 2 a
Mit Kathetensatz: cq = x = a . S
A, D, B zeichnen, C liegt auf S B
dem Lot auf AB in D und auf Af = p 2 B Af s p 2 B
dem Thaleskreis iiber [AB].
h?2=5-2=10 3+2)- 10
Diagonale im Rechteck Diagonale im Quader
d=+a2+ b2 d? =a® 4+ v?
Im Quadrat mit a = b: ¢ b a2 + b2 + ¢2 4 c
d=aVv2 Im Wiirfel mit a = b = ¢: f e — _
a b
d=aV3 a
Ho6he im gleichschenkligen Dreieck Ho6he im gleichseitigen Dreieck
2 _p2 b az=h%4+ (E)
a” = + 5 2
2 a a
B2 e a — 2 ¥ _ 0
h = a2 — Z h a 4 2 \/g

Fliche: A= %ah N

S

Die Entfernung zweier Punkte P (z|y;) und
Q (z2|y2) im Koordinatensystem:

Y

Y2

d= A2+ Ay? = \/(z2 — 1) + (Y2 — 11)?

In 3D: P (z1|y1]21), Q (z2|y2]22):

d=PQ=+/(z2 —11)?

Der Betrag eines Vektors, z.B.
Uy

+ (y2 —11)%2 + (22 — 21)?

der Geschwindigkeit ¢ = (

v = 0] = /vZ +v2
oder in 3D: v = [1] =y /v2 + v2 + v2

Beispiel: 7 =

Uy

Ist AABC mit A(1)2), B(7| —2) und C(3|5)

rechtwinklig’?

a? = =(7-3)2+(-2-5)2=65
b? =(B-1)+(5-22=13
= =(7T—1)2+(-2-2)2=52
= bV +ct=a> = a=90°

Ein quadratische, gera-
de Pyramide (Grundfléche
ist ein Quadrat mit der
Kantenlédnge a, die Spitze
S befindet sich senkrecht
iiber dem Mittelpunkt des
Quadrats) hat die schriige

v
'° !
Kante a.

Berechne die Hohe h und die Oberflache A.
Diagonale des Quadrats: d = av/2

d\? a? o«
= 2 _ — = 2_ - = 2
Ja (2) @t =0

Die Seitenfléchen sind gleichseitige Dreiecke mit
der Hohe h' = %\/5 —

2
A:4%ﬁ+a2:a2(1+\/§)
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Trigonometrie

Definition der Winkelfunktionen

Zwei rechtwinklige Dreiecke, die in einem weite-

ren Winkel ¢ iibereinstimmen, sind dhnlich. Es ha

gilt also (sieche Abb.) h 0 92
91 92 al az g1 92 4 gp\
—_ ==, — =, _ = — ay az
hi  hy” hi  hy a1 a

Diese nicht von der Griéfle des Dreiecks abhéngi-

gen Verhiltnisse werden héufig gebraucht und er- R

halten eigene Namen: < 900° —

wi®

. Gegenkathete ¢ )
sing = ——  — == (Sinus)
Hypotenuse h
Ankathete a .
CoSp = ——— = — (Kosinus)
Hypotenuse A
; Gegenkathete ¢ (T )
anp=——"——— == angens
7 Ankathete &
8 _E s
a ¢ cosyp
sin ¢
tanp =
Cos ¥

Da die Ankathete von ¢ gleich der Gegenkathete
von 90° — ¢ ist, gilt

cos p = sin(90° — o) ‘

Zur Schreibweise:
sin? ¢ = (sin ¢)?

Mit dem Pythagoras folgt:

sin2<p+cos2<p:Z—z+%Z: th%cﬂ = Z—z =1
sin? ¢ + cos? p = 1‘
Ein paar exakte Werte:
) 0| 30° | 45° | 60° | 90°
sing | 0 % %\/ﬁ %\/3 1
cosp | 1 %\/g %\/5 % 0
tang | 0 %\/g 1 V3

Zum einfachen Merken:

%) 0 30° 45° 60° 90°
sing | 1v0 | VI | 3v3 | 3v3 | 3v2
cosp | 3VA | 3V3 | Bv2 | 3V | 20

75

Gegenkathete g

>
(VB
>
[Nl
S

30° 45°
L3 Lv2
059p<90° = O0<sinp=s1
0<cosp <1, 0 < tanp < +o0
h h
5 2v3 1
sin30°:%:7, cos 30° = 2}{25\/3
h A
FVv3 1 5 1
sin 60° = 2{2\/3, cos 60° :%:5
h
V2 1
sin45° = cos45° = —2\[ = =2
h 2
in 30° 3 11
tan30° = S22 V3

cos 30°

TV VB3

Achtung! Den Taschenrechner mit auf
(Gradmaf}, Degree) einstellen!

sin 50° = 0,7660, cosb0° = 0,6428

cos40° = sin(90° — 40°) = sin 50° = 0,7660
c0s50° = /1 — sin®50° = /1 — 0,7662 = 0,6428
tan 89° = 57,29

Ist der Wert einer Winkelfunktion gegeben, findet

man den Winkel mit den Tasten ,

und , auf den meisten Rechnern erreichbar

it s,
= «=17,4576° = 17°27" 27"
tanp = 100 = ¢ = 89,42706° = 89° 25’ 37,4"

sina = 0,3
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Die Steigung

Eine Gerade (z.B. eine Strafie) steigt auf der
waagrechten Linge Ax um die Hohe Ay, der Stei-
gungswinkel ¢ ist der Winkel gegen die Waagrech-
te. Die Steigung m ist definiert durch

_ Ay

m:tanap—A—
x

Die Steigung wird oft in Prozent angegeben.

Vorsicht: Die Steigung m = 100% entspricht nicht
der Senkrechten!

100% =1=tanp = ¢ =45°

Ein Beispiel aus der Astronomie:

Von zwei Punkten A und B auf der Erde mit
AB = 3000,00km wird ein Punkt M auf dem
Mond anvisiert. Dabei werden die Winkel o« =
60° 0’0" und B = 60° 23’ 21" gemessen. Gesucht

sind die Streckenlingen a = AM und b = BM.

Der FuBpunkt des Lotes von M auf AB sei F,
h = FM und x = BF. Dann gilt

h = (AB + z) tana = z tan 3

23°
60

21°

Mit 8 = 60°
it B =60°+ 3600

+

= 60,38917° folgt

ABtan«

= —— —  =1,890-10°km
tan 8 — tan o

und AF = AB + 2 = 1,920 - 10° km.

A

a= = 3,840 - 10° km
COS «x

b= —3825-10°km
cos 3

Der Taschenrechner berechnet sin ¢ mit

= 1’08.07: und dann
x3  x® a2l
smgp:x—g—ka—ﬁ—l—...

76

)

Der Zirler Berg hat die Steigung 16 %. Fiir den
Steigungswinkel ¢ gilt
tanp =16% =0,16 = ¢ =9,09°

Auf die waagrechte Linge Ax = 1km steigt die
Strae um

Ay = Aztanp = 0,16 - 1000m = 160 m

Zirler Berg
s 160 m

1000 m

Fiir die Lange s der Strafle auf 160 m Hohenun-
terschied gilt

. Ay Ay
sinp=— — §=— =1013m
s sin
Oder:
A A
cosap:—gc = s= ’ =1013m
s cos ¢
Oder:

s=+/Azx?2+ Ay?2=1013m

Gegeben ist der Punkt P (5|8]9). Wir suchen den
Winkel ¢, den die Gerade OP mit der zy-Ebene
einschlief3t.

Der Fulpunkt des Lotes von P auf die zy-Ebene

ist F (5/8]0), OF = /52 + 82 = /8.

PF

tan p =
’ = OF

—  =43,65°



Grundwissen Mathematik — Jahrgangsstufe 9

Definitionen und Regeln

Beispiele

Raumgeometrie

Schrigbilder

Dreidimensionales (rdumliches) Koordinatensy-
stem:

e Die drei Achsen stehen paarweise senkrecht
aufeinander

e Orientierung der Achsen (rechte Hand):

x-Achse: Daumen, y-Achse: Zeigefinger,
z-Achse: Mittelfinger

e Die z-Achse schliefit mit der negativen y-
Achse einen 45°-Winkel ein.

e Einheit auf der z-Achse: 3v/2

(Diagonale eines Késtchens)

Der Punkt P (x|y|z) hat vom Ursprung O (0]0]0)
(siehe S.74) die Entfernung

OP = /22 4 32 + 22

Geraden und Ebenen

Siehe S. 26.

Das Lot g von P ¢ F auf die Ebene
FE steht senkrecht auf jeder Geraden
h C E durch den Fuflpunkt F.

PF ist die kiirzeste Verbindung von P zur Ebene
E und heif3t Abstand von P zu E:

d(P,E) = PF

Den Winkel ¢ zwischen einer Geraden g und einer
Ebene F findet man auf folgende Weise:

Pegund P ¢ E, F ist der Ful-
punkt des Lotes von P auf E, S ist
der Schnittpunkt von g mit £. Dann
ist ¢ =< FSP.

Der so definierte Winkel ¢ ist der kleinste Winkel,
den g mit einer beliebigen Geraden f C E durch
S einschlieffen kann.

Beweis: Es sei h = FS, f # h, Q der Fulpunkt
des Lotes von P auf f und o =L QSP. Wegen
¥ QFP = 90° ist PQ > PF. Zeichnet man AFSP
und AQSP in einer Ebene, dann erkennt man,
dass tatséchlich a > ¢ gilt.

Zwei Ebenen F und F, die keinen gemeinsamen
Punkt besitzen, heiflen parallel. Ist P € E, g das
Lot auf £ in P und Q = ¢ N F, dann ist PQ der
Abstand von E und F: PQ = d(E, F).

7

Koordinatensystem fiir Schragbilder:

w

[mviw s

ﬁ2:m2+y2

)

Thaleskreis
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Geometrische Korper

Das Prisma

Grund- und Deckfldche eines Prismas sind par-
allelverschobene Vielecke (also kongruente, nicht
verdrehte Vielecke in parallelen Ebenen E und
F). Der Abstand h der Ebenen E und F ist die
Hohe des Prismas. Ist G der Inhalt der Grund-
bzw. Deckfliche, dann hat das Prisma das Volu-

men

Die Verbindungsstrecken entsprechender Punkte
der Grund-und Deckfliche heiflen Seitenkanten
des Prismas. Alle Seitenkanten haben die gleiche
Lénge s.

Ein Prisma heifit gerade, wenn die Seitenkanten
senkrecht auf der Grundfléche stehen. Im geraden
Prisma gilt h = s.

Das Prinzip von Cavalieri

Zwei Korper haben das gleiche Volu-
men, wenn sie in gleicher Hohe die glei-
che Querschnittsfliche besitzen:

Ai(h) = Ay(h) fur alle b

Die Pyramide

Rezept zum Bau einer Pyramide:

Man nehme ein Vieleck ABC... in einer Ebene
E und einen Punkt S ¢ E. Die vom Vieleck in
der Ebene E eingeschlossene Fldache nennen wir
die Grundfiiche G der Pyramide, die Seiten des
Vielecks heiflen Grundkanten und S Spitze. Dann
verbindet man S mit allen Ecken des Vielecks und
erhilt so die Seitenkanten der Pyramide. Die aus
je einer Grundkante und den dazugehorenden Sei-
tenkanten gebildeten Dreiecke schlielen die Sei-
tenflichen der Pyramide ein, alle Seitenflichen
zusammen bilden die Mantelfliche Ay;. Die Ober-
fliche der Pyramide ist Ag = Ay + G. Die Hohe
h der Pyramide ist der Abstand der Spitze S von
der Ebene E.

Eine Pyramide heifit gerade, wenn alle Seiten-
kanten die gleiche Lénge s haben. In einer ge-
raden Pyramide hat jede Ecke der Grundfliche
vom Hohenfufipunkt F die gleiche Entfernung
V/s2 — h2, d.h. die Ecken der Grundfliiche liegen
auf einem Kreis um F (Umkreis).

78

Alle Seitenflichen eines Prismas bilden seine
Mantelfldche.

Ein Quader ist ein gerades, vierseitiges Prisma.
Das in optischen Geréten verwendete Prisma ist
ein gerades, dreiseitiges Prisma.

Eine vierseitige Pyramide mit der Spitze S, den
Grundkanten [AB], [BC], [CD] und [DA], den Sei-
tenkanten [AS], [BS], [CS] und [DS] und der Hohe
h =SF.

Die agyptischen Pyramiden sind quadratische ge-
rade Pyramiden (die Grundfliche ist ein Qua-
drat).
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Wir betrachten zwei Pyramiden mit gleich gofien
Grundflichen (G = G') und gleicher Hohe h, de-
ren Grundfldchen in einer Ebene liegen. Aus einer
zur Grundebene parallelen Ebene E schneiden die
Pyramiden die Flichen A und A’ aus. Damit ha-
ben die Spitzen S und S’ von F den gleichen Ab-
stand x und es folgt aus dem Strahlensatz
A 22 A A

_ . = :/
c o q — 474

Aus dem Prinzip von Cavalieri folgt:

Zwei Pyramiden mit gleicher Héhe und Fir zwei Pyramiden mit gleicher

gleicher Grundfliche haben das gleiche Grundfiiche G und den Héhen h bzw.

Volumen. I ilge

h' gilt:
Beispiel zu nebenstehendem Satz: Z/ = ﬁ/
Zerlegung einer Pyramide mit Grundfliche G, Vo- 4 h
lumen 3V und Hoéhe 3h in drei Pyramiden mit
Grundfliche G, Volumen V und Hohe h:
g 3V = - _
3h | A—— | ‘ — ‘ —— v v v
7 : Ly

Jetzt konnen wir das Volumen V' einer beliebigen Zerlegung eines Wiirfels der Kantenléinge a durch
Pyramide mit der Grundfliche G und der Hohe seine Raumdiagonalen in sechs kongruente Pyra-
h berechnen. Man betrachtet eine zweite Pyrami- miden der Grundfliche a?:

de (gerade und quadratisch) mit gleicher Grund-

fisiche und gleicher Hohe, d.h. a? = G ’/

Aus der Abbildung und den schon bewiesenen Eine quadratische gerade Pyramide mit der
Sétzen (siehe auch rechts) folgt: Grundfliche o und der Hohe ¢ hat das Volumen

h h a® 1 1 a®

V=—-V=— . —=-d*h=_Gh =

A ! V=%

Eine Pyramide mit der Grundfliche G
und der Hohen b hat das Volumen Die Cheopspyramide hat die Grundkantenldnge
a = 230m und die Héhe h = 146 m. Thr Volumen
V= 1 ah ist also
3
1
V=g (230m)* - 146 m = 2,57 - 10° m*

79
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Der Zylinder

Ein Zylinder ist ein , gerades Prisma“ mit einem
Kreis (Radius r) als Grund- und Deckfliche und
der Hohe h.

Die Abwicklung eines Korpers erhélt man, wenn
man seine Oberflache, falls moglich, in einer Ebe-
ne ausbreitet. Die zwischen Grund- und Deck-
flache liegende Mantelfiiche eines Zylinders kann
man einfach in eine Ebene abrollen und erhélt da-
mit ein Rechteck mit den Seiten h und 2r7. Der
Inhalt der Mantelfléche ist also

Ayt = 2rh
und die Oberflache ist
Ao = 2rh + 2r°m = 2rm(h + 1)

Das Volumen des Zylinders ist (Grundfliche mal
Hohe)
V =rirh

Der Kegel

Ein Kegel (genauer ein gerader Kreiskegel) ist eine
ygerade Pyramide“ mit einem Kreis (Radius r)
als Grundfliche und der Hohe h. Eine Seitenkante
des Kegels ist die Strecke von der Spitze S zu
einem Punkt auf dem Grundkreis. Fiir die Liange
s der Seitenkante gilt

s =124+ h?

Das Volumen des Kegels ist

L o
g’r
Die Abwicklung der Mantelfliche des Kegels ist
ein Kreissektor mit dem Radius s und der Bo-

genldnge b = 2rm. Der Inhalt der Mantelfldche ist
also

V= mh

b 2

STt =T8T

Ay =

" 27s
und die Oberflache ist

Ao =rst+ 712w =rn(s+ 1)

Fiir den Offnungswinkel ¢ der abgewickelten
Mantelfliche gilt

2
o=".360°="
S

80

Abwicklung
der Oberflache

Mantelflache

-~ 2 ——————

Beispiel: Welchen Radius und welche Hohe hat
eine Getrinkedose mit V = 0,33 cm® und h = 3r?

. IV
V=rlrth=3r =— r=1{/-—=327Tcm
3
h=3r=9_81cm
Abwicklung

der Mantelflache

Beispiel: Aus einem halbkreisférmigen Blatt Pa-
pier mit Radius s wird die Mantelfliche eines Ke-
gels gebogen.
o=".360°=180° — r=>

s 2
Die Mantelfldche ist

s°m
A=
die Oberfldche
2 3 2
Ao =5 rtn = =
Das Volumen des Kegels ist
1, s2m s2 3w
= — h = — 2_ - -
V=grmh =5y -3 =5 V8
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Kreisfliche und Umfang

m-Berechnung (Streifenmethode) Die  Funktionsgleichung 1Y

Der Einheitskreis (Radius 7 = 1) hat die Fldche
m. Es wird ndherungsweise die Flédche des vier-
telten Einheitskreises berechnet und mit 4 mul-
tipliziert. Dazu zerlegt man den Viertelkreis in n
Streifen der Breite Ax = % Die Hohe der Streifen
ist der Funktionswert in der Mitte des jeweiligen
Intervalls:

_2n-—1

r1 = —
2n

.. T

Die Flache des Streifens mit der Nummer k ist

dann
1
A, = Ax - =4/1—2a?
k x - f(ry) n L

Den mit dieser Methode berechneten Naherungs-
wert fiir 7 nennen wir p,:

b= o [F@) + f(2) + o+ flzn)]

4
- |:\/].l‘%+ ot 1:5721}
n

Pp, ist um so genauer, je grofler n gewihlt wird:

n | pn Orel Rechenzeit

in s

513,172 0,0097 0,005

10 | 3,1524 0,0034 0,010

100 | 3,14194 1,1-107* | 0,100
1000 | 3,14160 3,5-107% | 1,0

10000 | 3,1415930 1,1-1077 | 10

100000 | 3,141592664 | 3,5-107° | 100

der Kreislinie: Aus dem
Pythagoras folgt

.1‘2 4 f(.Z‘)Q — 12

fla) = V1=a?
Yy
! — AI:%
/f(:v)
f(z1) fz2) N
f(z3)
zy 1 oz 2 23 2 z, 1 %

ps = % [\/1 —0,124+/1-0,32 + /1 - 0,52+

V107241 - 0,92} — 3,172

Mit m = 3,141592654... folgt fiir den relativen
Fehler unseres Naherungswertes

ps—m
5rel =

= 0,0097 = 0,97%

Man braucht die 100-fache Rechenzeit, um das
Ergebnis um drei Dezimalen zu verbessern (0 =
107* entspricht s Dezimalen an Genauigkeit). Ist
t, die Rechenzeit fiir 4 Dezimalen, dann ist die
Rechenzeit fiir s Dezimalen

2(s—4)

ts =14-10" 3

Die Rechenzeit steigt exponentiell mit der Stel-
lenzahl!

81

Fiir 22 Dezimalen von 7 braucht man also
tan =1, -10%3 s =10"s ~ 3-10%a.

Fiir die Berechnung einer grofleren Stellenzahl
von 7 ist die Streifenmethode also vollig unge-
eignet.
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m-Berechnung nach Archimedes

Wir ndhern den Umfang U = 27 des Einheitskrei- 51 s
ses durch die Umfiinge ein- und umbeschriebener -
reguldrer n-Ecke an. Unser erstes Vieleck (k = 1) s1 1

ist das Quadrat (n = 4). Dann verdoppeln wir bei )

jedem Schritt die Eckenzahl, d.h. n = 2¥+1. Die
Seitenldnge des einbeschriebenen n-Ecks ist sg,
die des umbeschriebenen s). Der Umfang des ein-
beschriebenen n-Ecks ist Uy, die des umbeschrie-

benen Uj: E=1n=2" =4 k=2 n=2%1 =38
U, = nsp = 28 sy,, Ul = ns), = 281, ,
Sk |
Aus dem Strahlensatz folgt N\ =
Sk ka
s} 1 s
2k = > — 5;6 = k > \/7 9%
Sk 1- % 1- % 1 V-
U U,
<<t =
2 TS
ok, < m < 2%, % : % -
~—~ Sk T Sk
Pr p;C
Wir berechnen jetzt s aus sg.
) o ¥ Nimmt man den Mittelwert
2
s
Mit z=1—1/1—2E folgt ety
4 T = ——F—
2
Skl = ( Sk )2 a2 = als Ndherungswert fiir m, dann ist der Fehler si-
2 cher kleiner als
2
2 2 ;o r_
— | %k 1Sk 5= PPk _ ok Sk =Sk _
= 1 + (1 1 4> = k 9 5
2
1—4/1-2%
_ [k 21/1 Sk, S =2l
I Y 1- %
Rekursionsformel zur Berechnung von sg: Beachtet man s, < 1 fiir grofere k (fiir & = 20

ist sp & 2 = % = 5 = 3-107°), dann folgt

2 mit /1 +h ~ 1+ 2 (siehe S.62)
Ske1=1\/2—2 1—1’c

sk
771_( _f)w w3

o ok—1
Beginnend mit dem Quadrat (k = 1) folgt O 7~ 2 ok 52 =~ 92k+4
s1=V2, si=2 = 2V2<w<4 —
/
k ‘ Pk ‘ Dk ‘ 6/9 k=20 = (520 ~ 1,8 . 10712
1| 2,328 4,000 0,586
2 | 3,0615 3,31371 0,1261 Mit 20 Schritten erhilt man also eine Genauigkeit
10 | 3,1415914 3,1415951 1,8-107° von 12 Stellen, d.h. ungefihr 0,6 Stellen Verbes-

20 | 3,141592653589 | 3,141592653592 | 1,8-107"* | gerung pro Schritt. Ist ¢; die Rechenzeit fiir einen
Schritt, dann braucht man fiir s Dezimalen Ge-

k ‘ T = PL+P) ‘ Oocht = T — Tk . . . . 4 .
2 nauigkeit die Rechenzeit t5 = g% - s, die nur noch
3,414 0,087 13 linear mit der Stellenzahl wichst. (Beriicksichtigt
20 | 3,14159265359038 5,9-10 . .
man noch, dass die Rechenoperationen von Zah-

30 | 3,14159265358979323902 | 5,6 - 107 .. . .
len mit vielen Ziffern langer dauern, ist t5 propor-

tional zu slgs.)

82
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Kreissektor, Bogenmaf}

Ag ist die Flache und b die Bogenlidnge eines
Kreissektors mit Radius » und Offnungswinkel ¢.
A ist die Flidche des ganzen Kreises und U = 2r7
der Kreisumfang. Aus dem Verhéltnis

As b _ b p
A U  2rm  360°
folgt
4 @ 2rm prT
57 3600 b 3600  180°

Da b proportional zu ¢ ist, kann b als Maf fiir den
Winkel verwendet werden. Man definiert das Bo-
genmaj$ des Winkels ¢ als Bogenlédnge eines Kreis-
sektors mit Radius 1 und Offnungswinkel ¢:

(Yol/y

- 180° =
Y= 1800 T

=

Zur Messung von Winkeln verwendet
man das Gradmafl und das Bogenmaf.

Kreissektor oder
Kreisausschnitt

ﬂ' ﬂ'
°—-30-1°=30: — — —
30° =30 30 180~ 6
1 o
1= 80

= 57,296°

™
sin — = si 300 =
sin 6 sin

Mit den neuen Formeln vereinfachen sich Aus-
driicke fiir Bogenlénge und Fliche eines Kreissek-
tors (Radius r):

b=rp
As = .d 'A:£T’7T:1T2g0
360° 2w 2
1 1
Ag = 57“2@ = §br

(Zum leichten Merken: Wie Dreiecksfliche mit
Grundlinie b und Héhe r.)

Kreissegment (Kreisabschnitt)

Lange der Sehne: s = rsin%

Hohe des Segments: h =7 — rcos g

Ach = AScktor - ADrcicck =

1, 1
o7 @‘55(7“—]1)
rb—s(r —h)

2
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Zur Umrechnung muss man sich nur ei- © ‘ 360° ‘ 270° ‘ 180° ‘ 90° ‘ 60° ‘ 45° ‘ 30°

F 1 ken: s s ™ ™ ™

e TOTIel merken eler [ nl3l5]5]2

180° =
s =m Achtung!

Es heifit wirklich 180° = 7 und nicht 180° = .
180° = T, 1° — i7 1= 180 — Zwei Orte auf dem Aquator (West- und Ostkiiste
180 7T 180° von Afrika) haben die Lingen A\; = 9° und A\s =

43°. Mit dem Erdradius R = 6380km ist ihre
Entfernung

34
e=RMs—\)=R-34°=R- " — 3786 km
180
Die Rechnung

z = 6380km - 34° = 216920 km°

ist zwar auch richtig, nur muss die ungewohnte
Lingeneinheit km® noch umgerechnet werden:

2 = 216920 km°® = 216920 km - 1% — 3786 km

Kreissegment oder
Kreisabschnitt
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Definitionen und Regeln Beispiele
Die Kugel
Definition der Kugel Beispiel:

Die Kugeloberfliche K ist die Menge aller Punk-
te P, die von einem festen Punkt M (dem Mittel-
punkt) die gleiche Entfernung r (Radius) haben:

K ={P|MP = r}

Ist M der Ursprung eines kartesischen Koordina-
tensystems, dann folgt aus dem dreidimensiona-
len Pythagoras (siehe S.77)

’P(x\y\z)EK = +yP+27=1

Das Kugelvolumen

Alle Punkte der Kugeloberfliche haben vom Mit-
telpunkt die gleiche Entfernung r (Radius). Um
das Volumen V einer Kugel mit Radius r zu
berechnen, betrachtet man als Vergleichskorper
einen Zylinder mit Radius » und Hoéhe h = 2r,
von dem oben und unten ein Kegel herausgefrast
wurde (wie ein Vulkankrater). Eine Ebene paral-
lel zur Grundfliche des Zylinders schneidet aus
dem angebohrten Zylinder die Fliche A; (Kreis-
ring) und aus der Kugel die Fliche Ay (Kreis)
aus. Wegen z = y (45°-Winkel) gilt:

Ay =7 — 2% = (r? —y®)m = R?m = Ay

Aus dem Prinzip von Cavalieri (siehe S. 78) folgt
dann, dass das Kugelvolumen V' gleich dem Vo-
lumen des angebohrten Zylinders ist:

V = Vzytinder — 2VKegel =
1

2
= L —92. T2 e =
rom e 2r 3r r

2 4
:2r37r—§r3ﬂ:§r37r
47
V=" 3
3r

Welchen Radius hat eine Kugel mit dem Volumen
V =1m3?
4 4

3/ 3V
_— _— = 2
3 T e 0,620 m

T :V —t —
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Welcher Punkt A (3|4]z) liegt auf der Kugel um
den Ursprung mit Radius r = 137

32+424+22=132 = z=4+V144 =412
A (3|4/12) oder A (34| —12)

FEine Ebene E schneidet eine Kugel K in einem
Kreis k:
ENK=k

Liegt der Kugelmittelpunkt in E, nennt man k
einen Grof$kreis. Grofikreise haben den gleichen
Radius wie die Kugel.

Az

Beispiele:

Der Erdradius ist R = 6380 km, das Volumen der
Erde also

4
Vira = % R? = 1,09 10'2 km?

Welche Kantenlédnge a hat ein Wiirfel mit dem

gleichen Volumen wie eine Kugel mit Radius r?
4 /4

3——7T7“3 = a=4 §r=1,612r

@73
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Definitionen und Regeln

Beispiele

Die Kugeloberfliche

Zur Berechnung der Kugeloberfliche stellen wir
uns einen kugelférmigen Wiistenplaneten vor. Ein
Gelidndefahrzeug (Sandbuggy) mit der Spurbreite
x (Abstand der Réder auf einer Achse) umrundet
den Nordpol auf einem Breitenkreis. Wegen (siehe
nebenstehende Abbildung) ¢’ = 90° —e = ¢ folgt
(dhnliche Dreiecke)

A A
Ay Ny

z
r x x
Die von den Reifenspuren eingeschlossene Fliche
AA ist in sehr guter Niherung (die ,, Wélbung*
der Fliche kann wegen z < r praktisch ver-
nachléssigt werden)

AAr2zm-z=2- m—yﬂ'a: =2rmAy (1)
x

AA ist nicht von der Spurbreite x, sondern nur
von der Dicke Ay in Richtung der Kugelach-
se abhéngig! Die Mantelfliche einer Kugelschicht
der Dicke h setzen wir aus n diinnen Scheiben der
Dicke Ay zusammen (nAy = h). Verwendet man
immer diinnere und dafiir immer mehr Scheiben,
wird aus dem =-Zeichen in (1) das Gleichheits-
zeichen:

Ap =n-AA=nAy2rm =2rrh
—~—
h

Die Mantelflache einer Kugelschicht der
Dicke h mit dem Kugelradius r ist

Ay = 2rmh

Fiir h = 2r erhélt man die gesamte Oberflache

der Kugel

85

Ein Spezialfall der Kugel-
schicht ist die Kugelhau-
be oder das Kugelsegment.
Fiir den zur Kugelhaube
gehorenden Teil der Kuge-
loberflache gilt dann auch

A =2rmh

Kugelhaube
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Definitionen und Regeln Beispiele

Trigonometrie

Winkelfunktionen fiir beliebige Winkel

k ist der Einheitskreis (r = 1) mit dem Koordina- v

tenursprung O als Mittelpunkt. P (z|y) ist ein be- ) 1 (@ly)

liebiger Punkt auf der Kreislinie (P € k), E (1/0). I

© =<POE ist der Winkel zwischen [OP und der 1

x-Achse, im Gegenuhrzeigersinn positiv gezihlt. sin ¢

Definition: o ga\ E
0< <900 cos® z 1 =

’P(x\y)ek — sinp =y, cosgpzw‘ sing >0
cosp = 0
’—1§sing0§l‘ ’—1§cos<p§1‘

’foo§tang0§+oo‘

g

= ‘COSL){\ 1
sin ¢
1
P~ Ty Y12 P
90° < ¢ < 180° 180° < ¢ < 270° 270° < ¢ < 360°
singp 20 singp < 0 singp < 0
cosp < 0 cosp S0 cosp >0
® 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° 150° | 180° | 210° 225° 240°
s ™ s s 27 3 51 T 5w 4
N A A e O I O I I I 5 m o T 3
sinp | 0| 3 [3v2[3v3 1 [3VB[ VB[ 4 | 0 | -} [-3vE[14B
cose | 1| BVB[4VE| & | 0 | % |-3vE|-3vB| -1 | 1B |-bvE| -}
© 270° | 300° 315° | 330° | 360° | 4500° | 540° | 630° | 720° | —30° | —60°
3 51 Ve 117w 5w Ve s s
Y | 5| 35 e i e e e e e e T
sing | -1 | —3v3|-3v2| -2 | © 1 0 | -1 0 | % |-
cosp | 0 i V2 [4V3 ) 1 0 -1 1 0 1 | iv3 | 4




