Satzgruppe des Pythagoras

1. Pythagoras auf Hawaii

Mitte Oktober findet alljahrlich die Weltmeisterschaft im Triathlon (,,IronMan*) auf
Big Island (Hawaii) statt. Dabei miissen folgende Distanzen zuriickgelegt werden:
3,8 km Schwimmen im Meer,

180, 0 km Radfahren und

42, 2km Laufen (Marathon).

Die Schwimmstrecke ist ein Rechteckkurs.

Alle 1400 Teilnehmer starten gleichzeitig von der 70 m breiten Bucht. Nachdem sie
die beiden Wendebojen passiert haben, gehen sie im Ziel wieder an Land.
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(a) Wie viele Teilnehmer stehen auf einem Meter, wenn sich beim Start alle gleichméBig
auf die Bucht verteilen?

(b) Wie lang ist die Strecke auf der Ideallinie? Zeichne alternative Strecken und
berechne deren Lénge.

(c) Welche Strecke legt ein Schwimmer zusétzlich zurtick, der (linksstartend) zunéchst
1500 m geradeaus schwimmt und dann Kurs auf die erste Wendeboje nimmt?

(d) Wie viel Zeit verliert dieser Schwimmer wenn er 100 m durchschnittlich in 1 : 30
min schwimmt?

(e) Wie viel Prozent macht dieser Zeitverlust gegeniiber seiner theoretisch erreich-
baren Zeit (Schwimmen auf der Ideallinie) aus?

(f) Wie grof ist der Zeitverlust, wenn ein Teilnehmer vom linken Rand der Bucht
direkt die erste Boje ansteuert?

(g) Wie wirkt sich das Gedrénge auf einen Schwimmer aus? Oder: Finde mogliche
mathematische Beschreibungen des Vorteils nicht im Gedrénge schwimmen zu
miissen (z.B. hohere konstante Geschwindigkeit oder prozentualer Vorteil) und
berechne jeweils die Gesamtzeiteré.



(h) Wie viel schneller miisste der Schwimmer auflerhalb des Gedrénges mindestens
sein, damit er den Nachteil der ldngeren Strecke ausgleichen kann?

Lésung: (a) 20 Teilnehmer pro Meter bei gleichméBiger Verteilung. Allerdings Haufung auf der
rechten Seite zu erwarten.

(b) Schwimmen auf der Ideallinie: Strecke = 3800 m.

Linge der Alternativroute: /702 + 3002 ~ 308, 1; also zusitzliche Strecke von ca.
8, 1m.

Zeitverlust: 90 - 0,081 = 7,29; also rund 7 Sekunden.
Insgesamt benétigte Zeit = 1,5 - 38 = 57 (min). Damit ein Zeitverlust von ca. 0,2%.
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Zusitzliche Strecke: 1,36 m; dies entspricht einem Zeitverlust von ca. einer Sekunde.
Es stellt sich allerdings die Frage, ob die Diagonalstrecke frei ist.

(g) z.B.: Die Geschwindigkeit des Schwimmers verringert sich im Gedringe so, dass er
durchschnittlich fiir 100m 1 : 40 min braucht. Dann benétigte Zeit auf Ideallinie (nur
bis zur ersten Boje): g - 18 = 30; also 30 Minuten. Bendtigte Strecke bis zur ersten
Boje mit Umweg (wie 3): 1808, 1 m; also Zeit: 1,5 - 18,081 ~ 27, 1; also 27 Minuten
und 7 Sekunden.

(h) z.B.: Die Geschwindigkeit des Schwimmers, der den Umweg schwimmt sei x. Der
Schwimmer auf der Ideallinie legt 100m in 90sek zuriick. Dann gilt: 90 - 18 = «x -
18,081 < x ~ 89, 6; also ungefihr genauso lange, falls der Schwimmer 100 m durch-
schnittlich in 89, 6 sek zuriicklegt.

2. Pythagoras auf dem Sportplatz
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Ein rechteckiger Sportplatz ist 100 m lang und 50 m breit. Ulli startet direkt zur
gegeniiberliegenden Ecke. Frank lauft an der Auflenlinie entlang.

(a) Wie viel Prozent des Weges spart Ulli?
(b) Wie viel m ist Frank noch vom Ziel entfernt, wenn Ulli ankommt? (Was muss

man hierbei voraussetzen? Gleiche Geschwindigkeit)

(c) Mit welcher Geschwindigkeit muss Frank laufen, um gleichzeitig mit Ulli an-
zukommen?

(d) Wann treffen sie sich wieder, wenn sie auf ihren Wegen dauernd hin- und her-
laufen?

(e) Wo begegnen sie sich, wenn Ulli Frank entgegenlduft?

Lisung: (a) Diagonale: v/1002 + 502 ~ 111,8 A 74,5% des AuBenweges.

) Entfernung: 150 — 111,8 = 38,2 m.

(c¢) Frank muss ca. 1,34 mal so schnell laufen wie Ulli.

(d) Nach 900 bzw. 894,4m wird es relativ knapp. Gilt das als Treffpunkt?
) Begegnung ca. 19,1 m von der Eckfahne entfernt.

Ein Késtchen auf der Karte entsprechen 100 m in der Realitét.
Berechne die Luftlinienentfernungen.




Losung: Schule - Bahnhof: 640,31 m
Schule - Schloss: 781,02 m
Schule - Museum: 447,21 m
Rathaus - Museum: 1208, 30 m
Rathaus - Bahnhof: 223,61 m
Bahnhof - Museum: 1081, 67 m
Bahnhof - Schloss: 1104, 54 m
Bahnhof - Denkmal: 1118, 03 m

4. Wie weit kann man sehen?

Wie weit kann man von einem 45 m hohen Leuchtturm sehen? Stelle dir Erde als
Kugel vor und verwende bei der Berechnung fiir den Erdradius 6370 km .

Quelle: Schnittpunkte 9 (1995), S. 130

Variation: Auf Vorgabe der Zeichnung verzichten.

5. Der Leuchtturm von Alexandria (vgl. Aufg. 4)

In dem nachfolgenden Text sind falsche Werte fiir die Sichtweiten von diversen
Tirmen angegeben worden. Korrigiere sie!



Im Altertum gab es sieben Bauwerke, die man als ,, Welt-
wunder® bezeichnete. Fines dieser sieben Weltwunder
war der Leuchtturm von Alexandria. Alexandria ist ei-
ne Hafenstadt in Agypten, sie wurde 331 v. Chr. wvon
Alexander dem Groffen gegriindet und war eine der be-
deutendsten Grofistidte der alten Welt. Damals gehdrte
Agypten zum griechischen Weltreich, das sich iber Per-
sien bis Indien erstreckte. Der beriihmte Leuchtturm
stand auf einer kleinen Felsinsel vor der Hafeneinfahrt,
die Insel nannte sich Pharos. Mit der Zeit hat sich
der Name der Insel so mit dem Turm verkniipft, dass
man von dem Bauwerk selbst als dem ,Pharos von
Alezandria® sprach. Das franzésische Wort ,,Phare* fiir
Leuchtturm kommt daher. Gebaut wurde der Turm ab
290 v. Chr., 279 wurde er dann feierlich eingeweiht.
Urspriinglich war das Bauwerk allerdings gar nicht als
Leuchtturm gedacht, sondern als Wahrzeichen der neu-
en Stadt, als Kiinder der Weltmacht des griechisch-
morgenlindischen Reiches. Seine enorme Héhe deutet
das an, er war mehr als 120 m hoch.

Schon im Altertum war bekannt, dass die ideale Hohe
eines Leuchtturms bei etwa 40 m liegt. Sein Leuchtfeuer
hat namlich durch die Erdkriimmung nur eine begrenz-
te Reichweite. Fin Feuer auf der Spitze eines 10 m ho-
hen Turms leuchtet 20 km weit. Baut man thn doppelt so
hoch, leuchtet das Feuer nicht etwa doppelt so weit: Die
Sichtweite eines in 20m Hdéhe angebrachten Lichts be-
tragt nur 25 km. Und ein Turm von 110 m Hohe strahlt
nicht etnmal 1 km weiter als einer von 100m. Der Bau
eines allzu hohen Leuchtturms bedeutet folglich nur Ver-
schwendung von Zeit und Material. Da der riesige Turm
aber nun schon mal stand, ging man um das Jahr 150
(also rund 400 Jahre nach seiner Vollendung) dazu dber,
auf der Turmspitze ein ndchtliches Feuer zu schiiren und
das Bauwerk fortan auch als Leuchtturm zu benutzen.

6. Ein Pythagoras Puzzle



Quelle: Steudel, H.: Der Satz des Pythagoras - ein Legespiel. In: mathematik lehren
(1994)

7. Und er sagte sein einziges Wort ...



Quelle: Fraedrich, A.M.: Die Satzgruppe des Pythagoras. BI (1995)

. Wie lang ist die Diagonale im Rechteck

Zunéchst wird an die vorangegangene Unterrichtseinheit angekniipft und die Lénge
der Diagonalen im Quadrat bestimmt. (Teilen von zwei identischen Quadraten durch
Diagonalschnitt). Wichtig ist, dass die Schiiler begriinden, warum beim Zusammen-
legen alles passt.

Nun kann die Frage gestellt werden, ob sich zur Bestimmung der Diagonalenlédnge im
Rechteck nicht analog zwei kongruente Rechtecke zerlegen lassen. Die Schiilerinnen
und Schiiler erhalten dazu Papier und Schere, damit sie experimentieren kénnen.
Die naheliegende Figur (die Raute) 16st das Problem nicht, aber weiteres Probieren



diirfte mit ziemlicher Sicherheit in jeder Klasse auf die dem indischen Mathemati-
ker Bhaskara (12 Jh.) zugeschriebene Konfiguration fiihren: Die vier rechtwinkligen
Teildreiecke bilden ein Quadrat mit einem quadratischen Loch. Das Quadrat hat
die Seitenlénge ¢, das Loch die Seitenlidnge (a — b).

Damit ldsst sich die Gleichung ¢® = 41 -ab+ (a—b)? aufstellen und unter Benutzung
der zweiten binomischen Formel in den Satz des Pythagoras umformen.

Die Beweislast liegt im Nachweis, dass wirklich Quadrate entstehen. Hierzu muss
man wie im Spezialfall die Kongruenz der Teildreiecke, den rechten Winkel in je-
dem Teildreieck und die Tatsache heranziehen, dass die restlichen Winkel jedes
Teildreiecks zusammen einen rechten Winkel bilden. Kritisch ist die Stelle, wo drei
rechtwinklige Dreiecke bereits zusammengesetzt sind und bewiesen werden muss,
dass das vierte Dreieck wirklich eingepasst werden kann.

9. Amasis’ Problem

Es begab sich im alten Agypten, dass der reiche Kaufmann Potiphar nach reiflicher
Uberlegung der Verméhlung seiner Tochter zugestimmt hatte. Nun wollte er dieses
grofie und wunderbare Ereignis in der ganzen Stadt bekannt geben. Sein Schreiber
sollte die freudige Neuigkeit in schonsten Hieroglyphen auf feines Papyrus schreiben.
Zu diesem Zwecke benotigte Potiphar Papyrusrollen der besten Qualitét.

So ging er zu dem Papyrushéndler Amasis und erklédrte ihm sein Anliegen. Amasis
zeigte ihm die feinsten Papyrusbléitter, die alle von quadratischer Form waren. Sie
gefielen Potiphar durchaus, jedoch war ihm seine Tochter sehr kostbar, und deshalb
wiinschte er sich fiir die Bekanntgabe ihrer Verméhlung noch grofiere Papyrusblétter.
So sprach er: ,Edler Amasis, du wirst doch gerithmt fiir deine geometrischen Féahig-
keiten. Kénntest du nicht Papyrusblatter konstruieren, deren Fliache jeweils genau
doppelt so grof} ist wie die des hier vorliegenden Papyrus, und die ebenso quadra-
tisch sind?“ |, Aber selbstverstidndlich, guter Potiphar“, antwortete Amasis sichtlich
geschmeichelt. ,,Ich werde gerne quadratische Papyrusblédtter nach deinen Wiinschen

konstruieren. Das ist fiir mich eine der leichteren Ubungen. Gib mir einen Tag Zeit.
9



Morgen um die gleiche Stunde kannst du die Papyrusblétter abholen.“ Worauf Po-
tiphar sich gebiihrend bedankte und ging.

Zuriick blieb der arme Amasis, der in jener Nacht viele Stunden schwitzend {iber
Papyrusrollen gelehnt zubrachte. Sein leichtfertig gegebenes Versprechen war doch
nicht so einfach einzuhalten, wie er zunéchst geglaubt hatte. Thm wollte keine Losung
zur Konstruktion von Papyrusbléttern in der von Potiphar gewiinschten Grofle ein-
fallen. Vielleicht kannst du ihm helfen.

10. Pyramiden
Wie viel Zeltstoff benttigt man fiir die Herstellung des Zeltes?

Quelle: Mathematik heute 9 (1996)

11. Kiirzeste Wege

Gegeben sei ein quaderformiger Korper mit a = 20 cm, b = 10 cm und ¢ = 15 cm. Auf
dem Eckpunkt S sitzt eine Spinne, auf F' eine Fliege. Die Spinne will auf kiirzestem
Weg - auf den Begrenzungsflichen des Korpers laufend - zur Fliege gelangen.
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Quelle: Walsch, W.: Aufgabenfamilien 9, in: MiS 33 (1995)

Losung: Sicher muss man irgendwie , schrig® iiber jeweils zwei Begrenzungsflichen laufen. Um die
genaue Lage dieses Weges zu ermitteln, kann man die Seitenfliichen geklappt vorstellen.
Fiir die Abbildung ergibt sich so: 1 = /(a + b)2 + ¢2;1; = 33,5 cm. Damit ist die Aufgabe
aber noch nicht gelost, da die Spinne ja auch iiber andere Begrenzungsflichen laufen kann.

So findet man hier: Iy = /(a+¢)? +b%ls = 36,4cm und I3 = /(b+¢)? 4+ a?;ls =

32,0 cm.

12. Die dgyptischen Seilspanner

Lies die folgenden Zeitungsartikel.
Erkldre, worum es geht. Ein Artikel enthélt Fehler.

Die dgyptischen Seilspanner (um 2000 v. Chr.) hatten eine sehr genaue Methode um
rechte Winkel zu konstruieren. Sie benutzten dazu ein Seil mit Knoten in gleichen
Absténden.

UND Si€ NAHM<N €iV TAU
MIT12KNOTEN,..

(a) Warum soll es wichtig sein, genau rechte Winkel konstruieren zu kénnen? Hast
du eine Idee, wie das heute die Maurer machen?

(b) Nimm ein langes Stiick Bindfaden und markiere darauf 12 gleich grofie Ab-
schnitte. Finde moglichst viele Dreiecke, so dass jeder der drei Eckpunkte ge-
nau bei einem Knoten liegt. Welches haben wohl die dgyptischen Seilspanner
benutzt und warum gerade dieses?

Quelle: MUED
Variationen:

(a) Selbst Schnur hestellen, Schiiler Tripel finden lassen.
(b) Alle 15 Dreiecke finden lassen, die man mit weniger als 12 Knoten legen kann.

(c) Streichholzer statt Schnur Verweﬁlen.



(a) Neueinteilung der Felder nach der jihrlichen Nilschwemme. Maurer nutzen oft eine
analoge Lattenkonstruktion.
(b) 12 verschiedene Tripel.

Lésung:

13. Anwendungen des Satzes des Pythagoras

Quellen: Welt der Mathematik 9 (1990), Mathematik heute 9 (1996), Lambacher
Schweizer 9 (1997), Schnittpunkt 9 (1995), MUED

Gib fiir die rechtwinkligen Dreiecke jeweils die Gleichung nach dem Satz des Pytha-

goras an.

a) b) C) d) e)
u Z
/Q\ v bm X b
t C a

14. Rechteckdiagonale
Berechne die Lénge der Diagonalen des Rechtecks ABCD.

y

=
W je—— 5cm —|O

A e 12cm

Lésung: Diagonale = 13 cm

15. Dreiecke berechnen
Berechne bei den rechtwinkligen Dreiecken die fehlenden Seitenldngen.

12
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Lésung: (a) x =~ 9,43 cm

(b) y~9,22cm

(c) z~11,18cm

(d) uw=35,23cm

(e) v~ 8,94cm

16. Kathetenbestimmung

Bei der Festlegung der Bestellmafle fiir eine rechtwinkligdreieckige Isolierglasscheibe
wurde vergessen, das Mafl einer Seitenléinge anzugeben.

| 813

Losung: Mafl ~ 978,27

17. Dreieck-Flichenberechnung

Ein rechtwinkliges Dreieck hat die Kathete » = 6 cm und die Hypotenuse t = 15 cm.
Berechne die Liange der anderen Kathete s und den Flédcheninhalt des Dreiecks.

Lésung: Kathete s ~ 13,75cm

Flicheninhalt ~ 41,24 cm? 13



18. Dreieckseiten

In einem Dreieck ABC' sind gegeben:

(a) a =10dm
c=6dm
a = 90°

(b) a=8m
b=12m
8 = 90°

Berechne die dritte Dreiecksseite.

Lésung: (a) b=8dm
(b) ¢~ 8,94m

19. Sockelleisten

In einem Wohnraum werden Fuflsockelleisten montiert. Wie viele Meter dieser Lei-
sten werden in der Kalkulation verrechnet, wenn die beiden Tiiren ausgespart werden
und ein Verschnittzuschlag von 15% einbezogen wird?

6420

0%
4010

4650

Lésung: U =~ 17633, 26
Mit Verschnitt ~ 20278, 25

20. Pfostenschuss

Elfmeter! Olaf knallt den Ball in einer Hohe von 1,50 m an den Pfosten. Welche
Strecke legt der Ball dabei mindestens zuriick?
Das Tor ist 7,32, m breit und 2,44, m hoch.

Losung: Strecke (min.) ~ 11,69 m 14



21. Zahnradbahn

Lésung:

22.

Lésung:

23.

(a) Die steilste Zahnradbahn der Welt fahrt auf den Pilatus (Schweiz). Auf einem
Streckenabschnitt von 1130 m Lénge iiberwindet sie gleichméfig einen Héhen-
unterschied von 489 m.

Wie lang erscheint dieser Steckenabschnitt auf einer Karte im Mafistab 1 :

250007

(b) Eine andere Zahnradbahnstrecke erscheint auf einer Karte 12 cm lang (Mafistab
1:10000). Die wirkliche Streckenléinge betrigt 1250 m.
Wie grof3 ist der Hohenunterschied?

(a) Strecke ~ 1018, 71 m
Auf der Karte ~ 4,07 cm

(b) Hohenunterschied = 350 m

Feuerwehrleiter

Wie lang muss die Feuerwehrleiter sein, falls es im obersten Stockwerk des Hoch-
hauses brennen sollte?

Feuerleiter =~ 25,71 m

Siule

Beim grofien Brand von London im September 1666 wurden % der City vernichtet.
Als Mahnmal wurde ein Saule (genannt Monument) errichtet, deren Hohe genau
der Entfernung vom Fufl der Séule zu der Stelle entspricht, an der das Feuer aus-
brach (einer Béckerei in der Pudding Lane). Ein Londonbesucher misst die noch
zuganglichen Strecken. Bestimme damit die Hohe der Séule.

15
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Losung: Hohe der Saule ~ 61,59 m
24. Echolot
Man benutzt das Echolot, um die Meerestiefe zu messen. Das funktioniert folgen-
dermaflen:

In A wird ein Schallsignal erzeugt. Dieses breitet sich aus und wird am Meeresboden
zuriickgeworfen. In B wird der reflektierte Schall nach einiger Zeit wieder empfan-
gen. Aus der Schalldifferenz zwischen Schallempfang in B und Schallerzeugung in
A rechnet man die Tiefe ¢ aus.

Bestimme die Meerestiefe fiir den vorliegenden Fall:

Das Schiff ist 16 m breit. Der Schall legt in einer Sekunde 1510 m im Wasser zuriick.
Die Schalldifferenz an der Stelle sei 0, 4 Sekunden. Ergéanze und beschrifte die Skizze
so, dass dein Rechenweg erkennbar wird.

16
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Losung: Meerestiefe =~ 301,89 m

25. Boje

Eine Boje kann 0,5 m senkrecht iiber die Wasseroberfliche emporgehoben oder 2m
zur Seite bewegt werden, bis das Halteseil straff gespannt ist. Wie tief ist das Wasser?

Losung: Wassertiefe = 3,75 m

17



26. Geknickter Baum

Ein 3,40 m hoher Baum ist umgeknickt. Er ragt jetzt genau iiber den 2m breiten
Fluss. In welcher Hohe ist der Baum umgeknickt?

Fig. 5

Lésung: Knick in Hohe ~ 1,11 m (Voraussetzung: Baum steht direkt am Fluss)

27. Parkliicke

Kann das mittlere Auto noch ausparken? Es ist 4,80 m lang und 1,80 m breit; der
Abstand zum vorderen und hinteren Fahrzeug betragt jeweils 30 cm.

Losung: Diagonale ~ 5,13 m; das klappt schon. ..

28. Waischeleine
Zwischen zwei Pfihlen mit einem Abstand von 3, 80 m ist waagerecht eine dehnbare

Whéscheleine straff gespannt.

(a) Héngt man z.B. in die Mitte der Leine einen Biigel mit einem nassen Wischestiick,
senkt sich die Wischeleine um 20 cm. Wie stark hat sich die Wéscheleine ge-
dehnt?

(b) Die Wascheleine ist bis zu 8% ihrer Liange dehnbar. Um wie viel em diirfte sich
die Wascheleine hochstens senken, ohne zu zerreiflen?

Lésung: (a) Dehnung ~ 2,1cm
(b) Senkung (max.) ~ 60 cm

18



29. Dachsparren

Berechne fiir jedes abgebildete Gebaude die Léange eines Dachsparren. Jeder Dach-
sparren soll dabei 40 cm {iberstehen.

Losung: Sparrenldngen
(a) =5,4m
(b) ~9,05m
(¢) =9,67Tm

30. Maximale Schrankhéhe

Wie hoch darf der Schrank hochstens sein, damit man ihn wie angegeben aufstellen
kann?

240 m

Lésung: Schrankhohe (max.) ~ 2,32m

31. Turm und Brunnen

Auf einem ebenen Feld stehen zwei Tiirme, einer 60 Fufl hoch, der andere 80 Fuf}
hoch. Thr Abstand betrdgt 100 Fufl. Fiir die beiden Vogel ist der Weg von der
Turmspitze bis zu einem Brunnen zwischen den Tiirmen gleich weit. Wie weit ist

der Brunnen von den Tiirmen entfern%
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Losung: Entfernung Brunnen - Turm = 64 m bzw. 36 m

32. Aufgerollte Schnur

Eine Schnur ist symmetrisch um einen Stab gewickelt. Die Schnur windet sich genau
4 mal um den Stab. Der Umfang des Stabes ist 4 cm und die Lange des Stabes ist
12 cm.

Wie lang ist die Schnur?

Losung: Handlungsvorstellung: Kiichenpapierrolle ldngs aufschneiden; Schnur = 20 cm

33. Pythagoras und Vernetzungen

20
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»Pythagoras auf der Strafle“

(D Geringe Steigungen sind im Verkehr sehr erwiinscht. Nenne
Griinde dafiir.

Die Steigung der Autobahnen ist in der Regel geringer als 4 %,
steile Strecken (z.B. zwischen Stuttgart und Ulm, Albrand) haben
selten mehr als 6 % Steigung. Geringe Steigungen miissen aber
durch lange Wege erkauft werden: Je geringer die Steigung, um so
linger der Weg bei fester Hohe. Die Anlage langer und gerader
Wege ist oft gar nicht moglich oder wire zu teuer (Briickenbauten!).
Ein Ausweg sind Serpentinen. Hier ist eine typische Situation stark
vereinfacht dargestellt.

h=600m
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@ Manche Kaufhiuser haben das Dach, das iiber eine Wendelstra-
fle erreichbar ist, als Parkfliche eingerichtet. Wie groff muff man den
Radius r, fiir den duferen Zylinder, der die Wendelstrafle umgrenzt,
wihlen, wenn die Hohe 16 m:betrigt und die Strafle 4 volle
Windungen enthalten und die Steigung der Strafle auf ihrer rechten
(dufleren) Randlinie 10 % betragen soll?

Wielang sind weiterhin der juflere und der innere Rand der Strafle,
wenn diese 4 m breit sein soll?

B

Arbeitsblatt
21

Eine Strafle soll vom Talpunkt A zum Bergpunkt B iiber eine
steile Ebene (also iiberall gleich geneigte Fliche) fiihren. Der Ho-
henunterschied zwischen A und B betrage h = 600 m, und der
Horizontalabstand, also die Linge von AC sei 1000 m, (dieses Maf}
kann man aus der Landkarte bekommen, dort sind ja immer nur die
Horizontalabstinde gezeichnet.) Die Steigung ist also 60 %, eine
gerade Strafle AB wire viel zu steil. Statt dessen soll eine Serpenti-
nenstrafle A A; A, A; A, As B gebaut werden, die iiberall dieselbe
Steigung haben soll, nimlich nur noch 20 %. Die Teilstrecken AA;,
AjA,, ... sollen gleich lang sein: Von der Breite der Strafle wird
abgesehen, die ,Haarnadelkurven® in A;, A, As betrachten wir als
Punkte.

Wie lang wird die Strafle A A; A; A; A4 As B?

@ Ein Pkw ist 4,60 m lang und 1,70 m breit. Er steht in einer
parkenden Autoschlange und hat zum Vorginger und Nachfolger
nur je 30 cm Abstand. Kann der Wagen aus der Parkliicke heraus
gefahren werden, ohne die anderen Wagen zu beriihren?

Zeichne vereinfacht die Situation von oben (Grundrifl)!

030m

@ Besondere Beachtung verdienen Briicken, die regelmifig kon-
trolliert werden miissen. Durch Bewegungen der Erde, verursacht
z. B. durch starke Regenfille, konnen Briickenpfeiler unten ver-
schoben werden, so daf sie nicht mehr lotrecht stehen, was eine
Unebenheit der Fahrbahn nach sich zieht. Ein Briickenpfeiler von
12 m Hohe sei unten um 20 cm seitlich verschoben worden. Welche
Senkung der Briicke wird dadurch bewirkt?

X_

“lehren 2/Febr. 84 47




Lésung:

Hinweise zu den Arbeitsblittern
»Pythagoras auf der Strafle”

Bei Aufgabe (1) ist zu beachten: Durch
Ausstrecken erhilt man das neue Steigungs-
dreieck mit h = 600 m und e = 3000 m (Also
s = 3059 m, wihrend die direkte Verbin-
dung AB rd. 1166 m betrigt). Zusatzfrage:
Wie lang miifite die Serpentinenstrafle sein,
wenn man die Steigung auf 10 % herunter-
driicken will? (rund 6030 m).

Im Unterricht erscheint bei Aufgabe (2)
folgende Hilfe sinnvoll: Schlitzen wir den
dufleren Zylinder langs einer Mantellinie (in
Gedanken) auf und rollen ihn in der Ebene
ab, so erscheint die iuflere Randlinie der
Wendelstrale, die in Wirklichkeit eine
Schraubenlinie ist, als Streckenschar, was an
einem Pappmodell sofort einsichug wird

(Bild 4).

B B

A A

Bild 5: Aufgeschlitztes Pappmodell einer Park-
hausstrafle,

Linge des Rechtecks = Umfang des
Grundkreiszylinders = 104 m = 40 m (we-
gen 10 % Steigung).

Alsor, =40m : 2 n = 6,37 m. Damit ist
r; = 2,37 m und die linke innere Steigung
betrigt 4 m : 2,37 m - 2 = 27 % (!).

Linge des dufleren und des inneren Stra-
lenrandes (Pythagoras)

4 Va0%+4% m ~ 160,8 m und
4-v14,89°+4° m = 61,7 m.
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Was dndert sich, wenn man r; = | iy
wihlt, bei 4 Windungen, 16 m Hohe upq
4 m Straflenbreite?

Zu Aufgabe (3): Die Linge des Park.
rechtecks (hier 4,60 m + 2 - 0,30 m =
5,20 m) mufl etwas grofler sein als die Di,.
gonale des ,Autorechtecks®, das hier 4,60 1,
lang und 1,70 m breit ist. Mit Hilfe de
Pythagoras ergibt sich als Linge der ,Diago.

nalen®

V4,60° + 1,70 m =~ 4,90 m < 5,20 m.

Bild 6: Zeichnung zu Aufgabe @)

Der Wagen kann also sogar ganz gut aus
der Parkliicke herausgefahren werden. Gin-
ge das auch noch, wenn der Wagen 4,69 m
lang und 1,77 m breit (Audi 100) wire? (Ja).
— Wie lang mufl das Parkrechteck minde-
stens sein, wenn ein Pkw von 4,25 m Linge
und 1,52 m Breite parken konnen soll?
(4,52 m).

Bei Aufgabe (@) ist ein stark vereinfa-
chendes und vergroberndes Bild der Situa-
tion gezeichnet. Gesucht ist x, gegeben sind

h=12m,a=02m.

Esistx = h — v h*-a’

=12 — V127-0,2?

=12 — vV 143,96 = 0,00166

Die Briicke senkt sich also um rd. 1,7 mm.



34. Das Tunnelproblem

Unterwegs nach Hamburg: Das Tunnelproblem

-~ s >
11 m 6m 1,1m
Gehsteig Stralie Gehsteig

Stellt euch vor, ihr seid mit einem Transporter auf dem Weg nach Hamburg. Immer
auf der A7 Richtung Norden. Kurz hinter Gottingen geratet ihr in einen langen Stau
und entscheidet euch deshalb, bei der nachsten Abfahrt die Autobahn zu verlassen.
Weiter geht’s auf der Landstrafle. In einer kleinen Ortschaft stellt sich euch aller-
dings ein schwieriges Problem: die Strafle, auf der ihr euch befindet, fithrt durch
einen Tunnel, der euch sehr, sehr niedrig erscheint. Ob der Transporter hindurch-
passen wird? Leider haben bose Buben, die in der Gegend ihr Unwesen treiben,
das Verkehrsschild zur Hohenbegrenzung, das normalerweise iiber jeder Straflen-
unterfithrung oder Briicke befestigt ist, entwendet. Ein Blick in die Wagenpapiere
bringt keine Erleichterung, denn es stellt sich heraus, dass der Transporter 2,70 m
hoch ist. Ganz schén hoch! Das Risiko, auf gut Gliick loszufahren, erscheint euch zu
grof}; zumal das Verkehrsaufkommen auf der Gegenspur sehr grof ist, ihr also auf
eurer Fahrspur bleiben miisst.

Aber schliefllich erinnert ihr euch an den Matheunterricht. Wenn sich die Hohe der
Tunneldurchfahrt an der kritischen Stelle berechnen liele, héttet ihr ja tatséchlich
etwas Niitzliches gelernt! Immerhin wisst ihr, dass der Querschnitt des Tunnels
halbkreisformig ist. Auflerdem habt ihr ein einfaches Mafiband bei euch, mit dem
ihr zumindest die Breite der Strafle und des schmalen Gehsteigs messen konnt (MaSe
siehe Zeichnung).

Quelle: Mathematik heute (1996); Text: Dagmar Seuberlich
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Losung: Aufstellen von drei Gleichungen nach Satz des Pythagoras. Losung des linearen Glei-
chungssystems. Allgemeine Losung liefert Hohensatz. Kritische Hohe =~ 2,79 m; Durch-
fahrt moglich.

35. Vermischtes zur Satzgruppe des Pythagoras

Internet Recherche zum Satz des Pythagoras

Ihr sollt in Zweiergruppen eine Recherche im Internet zum Satz des Pythagoras ma-
chen und eure Ergebnisse dokumentieren. Die Dokumentation wird bewertet. Die
folgenden Aufgaben geben eine Leitlinie fiir Recherche und Dokumentation. Die Do-
kumentation kann handschriftlich erfolgen.

(a) Benutzt eine deutsche Suchmaschine, z.B. www.altavista.de oder www.fireball.de
um geeignete Webseiten zu finden.
Hinweis: Verwendet das Zeichen + und Anfithrungszeichen z.B. bei ,Satz des
Pythagoras® (warum?).

(b) Was besagt der Satz des Pythagoras? Gebt drei unterschiedliche von euch ge-
fundene Formulierungen an. Formuliert den Satz auch in euren eigenen Worten.

(c) Schwerpunkt: Findet Beweise zum Satz des Pythagoras und vollzieht sie fiir
euch selbst nach (Mitschrift, Zeichnungen ins Matheheft) Dokumentiert zwei
unterschiedliche Beweise (es gibt z.B. arithmetische, Zerlegungs-, Ergdnzungs-
oder Scherungsbeweise).

(d) Was besagt die Umkehrung des Satzes des Pythagoras?
(Zusatz: Warum muss man die Umkehrung extra beweisen?)

(e) Dokumentiert einige unterschiedliche Anwendungen des Satzes des Pythagoras
und dessen Umkehrung.

(f) Findet biografische Daten iiber Pythagoras und dokumentiert Wesentliches.

(g) Gebt maximal drei Webadressen (URL) an, bei denen das Thema eurer Mei-
nung nach am besten dargestellt wird.

(h) Zusatz: Findet Anekdoten, Witze, Cartoons und sonstiges ,,Schriages“ zum The-
ma und dokumentiert diese.

36. Der Satz von Fermat
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MA™ TMATIK

HNA ,A4.%7. %12

I ermat-Theorem“; 350
Jahre altes Ritsel gelost

Als ,Begliickung“ empfinden
fiihrende Mathematiker auf der
ganzen Welt, daB das wohl be-
kannteste Ritsel der Mathema-

tik jetzt geldst ist. Andrew Wiles

(40) von der Cambridge Univer-
sity legte Fachkollegen einen
Beweis der 350. Jahre alten
»Fermat-Theorems“ VOr.
»~Durch diesen Beweis hat sich
die Landschaft der Mathematik
verdndert®, wiirdigte. Kenneth
Ribet von der Universitit von

Kalifornien (Berkeley) die Ar-.

beit des Briten.

Der franzosische Gelehrte
Pierre de Fermat hatte 1637 die
Behauptung aufgestellt, daff es
unmdglich sei, den Kubus einer
ganzen Zahl (beispielsweise
»Zwei hoch drei“) als eine Sum-
me zweier Kuben darzustellen.
Anders ausgedriickt: Der Lehr-
satz von Pythagoras ist - zu-
mindest flir ganze Zahlen - im
Dreidimensionalen nicht giil-
tig. Der Franzose blieb in sei-
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nem Buch den Beweis schuldig
- mit dem schlichten Hinweis,
er wiirde nicht auf den Rand
der Seite passen.

Nachdem Generationen von
Profi- und Amateur-Mathema-
tikern an der strengen Beweis-
flihrung gescheitert waren, ge-
lang nach mehr als 350 Jahren
dem Briten Wiles die Verifizie-
rung des Fermatschen Theo-
rems. :

»Wiles konnte in seiner Ar-
beit auf Vermutungen zuriick-
greifen, die der japanische Zah-
lenforscher Yutaka Taniyama
in den flinfziger Jahren formu-
lierte“, erliduterte Hans-Georg
Riick vom Institut fiir Experi-
mentelle Mathematik der Uni-
versitit Essen. Bedeutend fiir
die Forschung sei vor allem der
strenge Beweis der Taniyama-
Thesen. Es kénne aber noch bis
zu einem Jahr dauern, bis alle
Einzelheiten nachgepriift sind.

(dpa)



DIE ZEIT Nr. 46 11. November 1994

Nun ist das Fermatsche Theorem
wohl endlich bewiesen

Frledigt?

ie beriihmteste mathematische KopfnuB,
D der Beweis der Fermatschen Vermutung,

ist anscheinend geknackt. Bereits vor ein-
einhalb Jahren schien es, als habe der Brite An-
drew Wiles das Problem gelost (siehe ZEIT
27/93). Doch stellte sich die Meldung wenige Wo-
chen spiter als voreilig heraus. Eine Liicke im Be-
weis war aufgetaucht. Wiles scheint sie jetzt ge-
flickt zu haben.

Vor 357 Jahren kritzelte der franzosische Jurist
und Hobbymathematiker Pierre de Fermat an den
Rand eines Buches: ,,Es ist unmdglich, eine Ku-
bikzahl als Summe zweier Kuben zu schreiben,
eine vierte Potenz als Summe zweier vierten Po-
tenzen, oder allgemeiner gesagt, irgendeine ho-
here Potenz als Summe von zwei Potenzen glei-
chen Grades.“ Mit anderen Worten: Die Glei-
chung x" + y* = z° hat keine positiven ganzzahligen
Losungen, wenn n eine ganze Zahl groBer als 2 ist
(fir n=2 gibt es die natiirlich, zum Beispiel
32 + 42 =5%), Fermat fiigte hinzu: ,Ich habe eine
wahrhaft wunderbare Beweisfiihrung dieses allge-
meinen' Satzes entdeckt, die auf diesem Rand
nicht Platz findet.“ Der Autor nahm sie mit ins
Grab. Und bis heute nerven ganze Heerscharen
von Hobbymathematikern die Zunft damit, sie
hitten Fermats Geheimnis geliiftet. Doch bislang
saB noch jedes der Mdchtegerngenies einem Trug-
schluB auf — genauso wie vermutlich seinerzeit der
Altmeister selbst.

Vor elf Jahren lieB sich aus einer Arbeit des
deutschen Mathematikers Gerd Faltings folgern,
daB es fiir jedes n, das groBer als 2 ist, hochstens
endlich viele ganzzahlige Losungen der Gleichung
gibt. Zum ersten Mal war damit eine fiir alle Ex-
ponenten giiltige Aussage bewiesen. Faltings’
Uberlegungen hatten eine weitere Konsequenz:
Sollte die Gleichung x" + y" = z" doch losbar sein,
muf} einer der Summanden mehr als eine halbe
Million Stellen haben. Computerberechnungen
haben zudem Fermat fiir alle n kleiner als 150 000
verifiziert. Ein Beweis wollte dennoch niemandem
gelingen.
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Im vergangenen Jahr reichte Andrew Wiles sei-
nen 200 Seiten dicken Beweisversuch bei der
Fachzeitschrift Interventiones Mathematicae ein.
Interessierten Kollegen verweigerte Wiles indes
den Vorabdruck seines Formelwerks, iiber das er
acht Jahre lang einsam in seinem Biiro auf einem
Dachboden gegriibelt hatte. Als Faltings, der da-
mals wie Wiles an der Universitit Princeton arbei-
tete, ihn um eine Kopie bat, meinte der Brite, er
wolle lieber alles fiir sich behalten, bis die Arbeit
veroffentlicht sei. Unter Mathematikern ist derar-
tige Geheimniskramerei #uBerst ungewdéhnlich.
Wiles muBte harsche Kritik einstecken.

Wie iiblich schickten die Herausgeber der In-
terventiones Mathematicae das Manuskript ande-
ren Fachkollegen zur Durchsicht, und die fanden
die Liicke. An der miihte sich Wiles, auf den
Dachboden zuriickgekehrt, fast ein Jahr lang ab —
und nun erzielte er zusammen mit seinem ehe-
maligen Studenten-‘RichardTayler: ‘dér an der
Universitdt Cambridge in England lehrt, den
Durchbruch. Thre neue, 25 Seiten starke Arbeit
schickte Wiles vor drei Wochen zusammen mit
der ersten an vier Kollegen. Einer von ihnen war
Faltings. Der hat den Beweis inzwischen fiir rich-
tig befunden: ,Ich halte Fermat damit fiir erle-
digt.“

Wiles scheint nicht nur mathematisch dazuge-
lernt zu haben: Diesmal 148t er die beiden Papiere
jedem Fachkollegen zukommen, der sie bei ihm
anfordert. Ansonsten hiillt er sich in Schweigen;
Interviews verweigert er. Nach der Pleite im letz-
ten Jahr will er wohl abwarten, bis sein Beweis
mit ausreichender Sicherheit als korrekt gelten
kann. Da sich diesmal viele Képfe dariiberbeugen
konnen, um Fehler zu suchen, sollte sich das in-
nerhalb weniger Wochen herausstellen. Bis dahin
gilt die Devise, die Nicholas Katz, ebenfalls Ma-
thematiker in Princeton und ein Freund Wiles’,
ausgegeben hat: Daumen driicken.

Wolfgang Blum



ANDREW JOHN WILES

Das , Jahrhundert-Rétsel gel

350 Jahre lang haben sich
Generationen von Wis-
senschaftlern und Laien
an dem ,,Fermatschen
Problem“ abgemiiht.
1994 fand Andrew Wiles
die Losung - eine wissen-
schaftliche Sensation.

GOTTINGEN = Seit der Schul-
zeit weiB ein jeder: x* + y? = Z%.
Doch gilt die Geichung noch,
wenn der Exponent groBer ist
als zwei? Um das Jahr 1636 be-

VON GERD HENKE

hauptete der franzésische Ju-
rist und Hobby-Mathematiker,
Pierre de Fermat, schlichtweg,
daB es eben keine natiirlichen
Zahlen gébe, die diese Glei-
chung erfiillten. Damit war sie
- auf den Rand eines Lehr-
buches gepinnt - in der Welt,
die Vermutung, an der Genera-
tionen von Mathematikern
schier verzweifelten.

Auch Paul Wolfskehl erging
es wie vielen seiner Zunft-
Kollegen: Irgendwann wihrend
seines Studiums in den 80er
Jahren des vorigen Jahrhundert
wurde der Sohn eines reichen
jildischen -Bankiers mit dem
,,Fermatschen Theorem", kurz
FLT, konfrontiert. Das Rétsel
schlug ihn fortan in seinen
Bann und lieB ihn bis zu seinem
Tod im Jahr 1905 nicht mehr
los. Wolfskehl war so fasziniert
von der Aufgabe, daBl er testa-
mentarisch einen Preéis auslob-
te: 100 000 Goldmark fiir den,
der den Beweis fiir Fermats
Vermutung lieferte.

Welche Anziehungskraft das
zahlentheoretische Problem
entfaltete, erfuhr fortan auch
die Gottinger Akademie der
Wissenschaften. Dort, wo der
Wolfskehl-Preis verwaltet wur-
de, verging kaum eine Woche,
in der nicht ein Losungsvor-
schlag aus irgendeinem Winkel
der Welt im Briefkasten lande-
te. So hatte die Akademie seit
1905 mehr als 5000 Vorschlage
zu priifen. An der mathemati-
schen Fakultit waren eigens
Assistenten fiir die Priifung der
ernstzunehmenden Ansétze ab-
gestellt.

Fast neun Jahrzehnte ver-
gingen, ohne daB der endgiilti-
ge Beweis fiir das FLT erbracht
werden konnte. Zwar hatte es
einige bemerkenswerte Ansétze
gegeben, so von dem Essener
Mathematik-Professor Gerhard
Frey, doch des Ritsels voll-
standige Losung war noch
nicht gelungen. Die war An-
drew John Wiles allein vor-
behalten: 1994 — 89 Jahre nach
Wolfskehls Testament - lieB
sein Aufsatz in den , Annals of
Mathematics“ die wissenschaft-
liche Welt aufhorchen. Der Ma-
thematik-Professor an der ame-
rikanischen Elite-Uni
Princeton, hatte den Weg ge-
funden. Das Jahrhundertpro-
blem war tatsdchlich gelost.
Auch die Fachleute der Gottin-
ger Akademie sahen die wis-
senschaftliche Sensation und
erkannten dem heute 44jéh-
rigen gebiirtigen Englander den
Wolfskehl-Preis zu.

Vergangenen Freitag, drei
Jahre nach der Verdffent-
lichung seines FLT-Beweises,
erhielt Andrew John Wiles sein

Andrew
John Wiles
hat das Fer-
matsche
Problem ge-
lost. Auf
dem Lo-
sungsweg
habe der
Princeton-
Professor
der Zahlen-
theorie vol-
lig neue We-
ge erdffnet,
anerkennen
Kollegen.
(Foto: Pohl)

Preisgeld in Hohe von 70 000
Mark - ganz'wie es Paul Wolfs-
kehl in seinem Testament be-
stimmt hatte. Die Akademie
ehrte Wiles mit einem Festakt
anlaBlich ihrer Sommertagung.
Mit mehr als 1000 Gésten fand
die Veranstaltung in der Aula
der Universitdt eine Resonanz
wie kaum eine zuvor.

Schon als zehnjshriger Junge
sei er in einer 6ffentlichen Bii-
cherei auf Fermats Problem
gestoBen, berichtete Wiles. Von
da an habe es ihn nicht mehr
losgelassen. Auch wihrend sei-
nes Studiums in Cambridge
und Oxford sah sich das Ma-

HUN  A.w.qq9
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thematik-Genie immer im Bann

des FLT. Als Professor in
Princeton habe er schlieBlich
,acht Jahre lang Tag und
Nacht mit dem Problem ge-
kampft“, bekannte Wiles. -

Er habe ,durch souveridne
Beherrschung modernster ma-
thematischer Methoden, mit
Ausdauer und Genialitat“ eines
der groBen zahlentheoretischen
Probleme gelost, wiirdigte Ger-
hard Frey den Preistréger.

Einen Computer habe er da-
zu nie in Anspruch genommen,
verriet Professor Wiles. Den
benétige er allenfalls zur Kom-
munikation.

Lésung: In der HNA vom 11.7.93 wird der Satz auf den dreidimensionalen Fall beschrinkt.

37. Umzugsprobleme

Herr Hurtig will beim Umzug seinen tollen Tisch in die neue Wohnung schaffen. Al-
lerdings ist die Tischplatte 1,83m breit und 2,20 m lang. Sie besteht aus einer star-
ren Metallplatte und einer darunter liegenden Holzplatte. Durch die nur 70cm breite
Haustiire geht die Metallplatte, deren Hohe zu vernachléssigen ist, nicht durch.

(a) Wie hoch ist die Haustiire hochstens?
(b) Bekommt er die Platte durch sein quadratisches Fenster, das 1,3m breit ist?
(c) Wie viel muss er von der Breite der Holzplatte abségen, damit die 10cm dicke

Platte durch das Fenster passt?

Die Schiiler erhalten keine Skizze. Sie sollen aus dem Text ein mathematisches Mo-
dell entwickeln, das den oben beschriebenen Sachverhalt moglichst gut wiedergibt.
Erst damit lasst sich die Aufgabe bewéltigen.
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Als Hilfe kann die oben abgebildete Skizze in beweglicher Form mit einem Beamer
projiziert werden.

38. Pythagoras-Parkett

Ein Pythagoras-Beweis ohne viele Worte
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Die Zeichnung kann an der Tafel, am TLP oder am Computer entwickelt werden. Es
ist aber auch empfehlenswert, gentigend viele rechtwinklige Dreiecke und Quadrate
aus Papier oder Karton auszuschneiden, und die Figur durch konkretes Tun zu
erzeugen.
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