Quadratische Funktionen

1. Gegeben sind die Parabel p : y = —0, 522 — 3z — 1 und die Gerade g : y = —0, 5z — 4
auf G =R x R.
Die zugehorigen Funktionsgraphen sind in Ausschnitten dargestellt:

A

Y

Auf der Parabel p wandern sowohl Punkte A, (x | —0, 52* — 3z — 1) als auch Punkte
C,. Dabei ist der Abszissenwert der Punkte C), stets um 3 grofler als der Abszissen-
wert x der Punkte A,,.

(a) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte P und @) der Parabel p mit der
Geraden g.

(b) Berechne die Koordinaten der Punkte ), in Abhéngigkeit vom z-Wert der
Punkte A,,.
[ Ergebnis: C,,(z + 3 | =0, 5z% — 6z — 14,5) |
(¢) Zusammen mit dem Punkt B(—4| — 2) werden zwischen Gerade und Parabel
Dreiecke A, BC,, erzeugt.
Zeichne fiir A;(—5|y;) das Dreieck A; BC} in obiges Koordinatensystem ein.

(d) Berechne den Fliacheninhalt der Dreiecke A,, BC,, in Abhéngigkeit von z.
[ Ergebnis: A(x) = (0, 7522 + 8,25z + 28, 5) cm?]
(e) Unter allen Dreiecken A, BC,, gibt es eines, das einen minimalen Flécheninhalt
aufweist. Berechne dieses Minimum und die zugehérige Belegung von x.

(f) Unter allen Dreiecken A, BC,, gibt es das Dreieck A3BCj3, so dass <A3BP =
<BA3Cj5 gilt. Berechne den zugelrllbrigen Abszissenwert x.
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(a) 0,522 — 3z —1=-0,50 -4 = —0,522—-2,52+3=0

D*=12,25 = +/D*=3,5
2,5+ 3,5

x1 = —6 in glz yy=—-1 = P(-6|-1)

xo=1ing:yo=-4,5 = Q(1|—4,5)
(b) Das Ergebnis folgt aus: Cy,(z 4+ 3 | —0,5(z + 3) — 6(x + 3) — 14, 5).
(c) Siehe Zeichnung

T2 =

e x4+ 7 = z+4
(d) BGw = <—0, 522 — 6z — 12,5) und - B = <_07 bu? — 3z + 1)
1 x+7 r+4
Alz) = 5‘—0,5332—69:—12,5 —0,5x2—3x+1‘

= A(z) = (0,752 + 8,25z + 28,5) cm?
(e) © = —5,5 liefert Ay, = 5,8125 cm?.
(f) Die Seite [A3C3] muss zur Graden g parallel sein:

ﬁ_ r+3—x - 3
n&n =\ 0,522 — 62 — 14,5 — (=0,52% — 3z — 1)) ~ \ —3z — 13,5

w:_oé -~ r—=—4

2. Gegeben sind die Parabel p und die Gerade g durch die Gleichungen:
piy=—0,252>+x+7und g:y=—0,52x +3 auf G =R x R.
Die zugehorigen Funktionsgraphen sing in Ausschnitten dargestellt:
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(a) Ermittle die Koordinaten der Schnittpunkte P und @) der Parabel p mit der
Geraden g. Der Punkt P soll dabei nicht im IV. Quadranten liegen.

(b) Die Punkte A, (z | —0,252* + x + 7) auf der Parabel p und die Punkte B, auf
der Geraden g besitzen jeweils den gleichen Abszissenwert.
Die Punkte A,, und B, sind Eckpunkte von gleichschenkligen Dreiecken A, B, C,,
mit den Basen [A, B,|. Die Hohen auf diese Basen sind stets 4 cm lang. Die

Punkte C,, sollen stets rechts von den Basen [A,,B,] liegen.
Zeichne fiir v = —1 das Dreieck A;B;C ein.

(c) Zeichne fiir Cy(7,5 | y2) das Dreieck Ay BoCs ein.
Berechne die Koordinaten des Punktes A,.

(d) Zeige durch Rechnung: Fiir den Fldcheninhalt A dieser Dreiecke A, B, C, gilt
in Abhéngigkeit von x:
A(x) = (0,522 4+ 3z + 8) cm?
(e) Unter allen Dreiecken A, BC,, gibt es eines, das einen maximalen Flicheninhalt
aufweist. Berechne dieses Maximum und die zugehorige Belegung von x.

(f) Gibt es unter allen Dreiecken A, BC,, ein Dreeick A3B3;Cj3, dessen Eckpunkt
C5 auf der y-Achse liegt? Begriinde deine Antwort.

Lésung: (a) Der Schnittpunkt im IV.Quadranten muss @ sein.
1. Moglichkeit:

—0,2522 + 2 +7=—-0,52+3 = —0,2522+1,50+4=0
D*=6,25 = +D*=25



()

~1,5+2,5

-0,5
r1=-2ingy1=4 = P(-2]4)
xo=8ingiyy=-1 = QB]-1)
2. Moglichkeit:
Aus der schon vorhandenen Zeichnung kannst du ablesen: P(—2 | 4) und Q(8 | —1).
Wenn du die Koordinaten dieser Punkte in die Gleichung der Parabel und die der
Geraden einsetzt, ergeben sich insgesamt vier wahre Aussagen. Das bedeutet, dass
die Punkte P und @) sowohl auf der Geraden g als auch auf der Parabel p liegen.
Weil aber eine Gerade eine Parabel hochstens in zwei Punkten schneiden kann, sind
P und @Q die gesuchten Schnittpunkte.
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Siehe Zeichnung.

ro=79 = x=75—-—4=3,5

= y=-0,25-3,5>+3,5+7="7,4375 = A(3,5|7,4375)

ya, —yp, = —0,2522 + 2+ 7 — (0,50 4+ 3) = —0,252% + 1,5z + 4

A(x) =0,5-(=0,2522 + 1,52 +4) -4em? = A(x) = (-0,52° + 3z + 8) cm?

x = 3 liefert Apax = 12, 5cm?.

Wenn der Punkt C3 auf der y-Achse liegen soll, dann miissen die Punkte Az und B3
auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand von 4 cm liegen, die durch den II. und
ITI. Quadranten verléuft.

Der Abstand des Punktes P von der y-Achse betrigt 2 cm. Demnach kdme der Punkt
Bs auf der Geraden g iiber den Punkt Ag auf der Parabel p zu liegen. Dadurch hitte
das Dreieck A3B3C'3 den falschen Drehsinn, weil der Punkt C5 ja wie alle Punkte C,
rechts von der Basis liegen miisste; d.h. es gibt unter allen Dreiecken A, B, C, kein

solches Dreieck A3B3Cs.
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3. Die Parabel p besitzt die Scheitelkoordinaten S(3 | 1) und sie verlduft durch einen
Punkt mit den Koordinaten (5 | 3). Aulerdem ist eine Gerade g durch die Gleichung
y =x — 2,5 gegeben.
Die zugehorigen Funktionsgraphen sind in Ausschnitten dargestellt.
Auf der Geraden g liegen Punkte A, (x | * — 2,5) und auf der Parabel p liegen
Punkte C),, die jeweils denselben Abszissenwert wie die Punkte A,, besitzen.
Damit werden Rauten A, B, C,, D,, erzeugt, deren Diagonalen [B, D,,| stets 4 cm lang
sind.

yA

(a) Zeige: Die Parabel p besitzt die Gleichung y = 0, 52% — 3z + 5, 5.
(b) Begriinde rechnerisch: Die Gerade ¢ ist eine Tangente an die Parabel p.
(c) e Zeichne fiir x = —1 die Raute A;B;C,D; ein.

e Zeichne fiir Dy(4 | yp,) die Raute Ay ByCy D5 ein.

(d) e Fiir die Diagonalenlidngen A, C,, gilt in Abhéngigkeit von x:
A,C,(x) = (0,52% — 4z + 8) cm.
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Ermittle damit alle Belegungen von x, fiir die es solche Rauten A, B,,C,,D,,
gibt.

e Fiir den Flidcheninhalt A der Rauten A, B, C,D,, gilt in Abhéingigkeit von
x:
A(z) = (2* — 8z + 16) cm?.
Bestétige damit das Ergebnis der vorherigen Aufgabe.

e Bestétige mit dem Ergebnis der Aufgabe (b) das Ergebnis der vorherigen
Aufgabe.

(e) Unter allen Rauten A, B, C, D, gibt es auch Quadrate.

e Jeweils ein Eckpunkt dieser Quadrate muss auf der Geraden ¢ liegen.
Warum?

e Wie viele solcher Quadrate gibt es? Begriinde deine Antwort.

Lésung: (a) S(3]1) und (5] 3) in die Scheitelform:
p:3=a-(5-32%+1 = a=0,5
p:y=05-(z—-3)2+1=...=0,522 - 32 +5,5
(b) pNg:0,522 —3x+55=2-25 = 0,522—-42+8=0 = D*=0
Also ist die Gerade g eine Tangente an die Parabel p.
(¢c) e Siehe Zeichnung.
e Wenn der Punkt D5 den Abszissenwert 4 besitzt, dann muss der Punkt Bs den
Abszissenwert 4 + 4 = 8 besitzen.
Somit miissen die Punkte As und Cs jeweils den z-Wert 8%4 = 6 besitzen, denn
in jeder Raute halbieren sich die Diagonalen. Das ergibt dann das folgende Bild:
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o A,Cy(z) = (0,522 — 42 4+ 8) cm = [0,5(2? — 8z + 16)]cm = 0,5(z — 4)?cm

Es gilt stets (z —4)? = 0 und damit 0,5(z — 4)? = 0.

Fiir x = 4 gilt 4,,C,,(4) = 0cm ; d.h. die betreffende ,,Raute* wiirde zur Strecke
entarten.

Der Drehsinn sdmtlicher Rauten bleibt immer richtig, weil die Punkte C,, auf der
Parabel p stets ,,iiber* der Geraden g mit ihren Punkten A,, liegen.

Also gibt es Rauten A, B,C, D, fir x € R\ {4}.

Fiir den Flidcheninhalt A der Rauten A, B,C,D, gilt in Abhéngigkeit von x:
A(x) =0,5-4-(0,52% —4x +8)ecm? = ... = (v — 4)?cm?

Nur fir # = 4 verschwindet der Flicheninhalt der betreffenden (zur Strecke
entarteten) Raute.

Also gibt es Rauten A, B,C, D, fir x € R\ {4}.

Die Gerade g ist eine Tangente der Parabel p. Also gibt es keinen Punkt auf der
Parabel, der die Gerade g iiberqueren und damit den Drehsinn auch nur einer
der Rauten A,,B,,C,,D,, umkehren konnte.

Einzig der Beriihrpunkt B* stellt einen kritischen Fall dar.

Wie in der Losung (b) schon gezeigt, gilt 0, 52> —42+8 =0 = 0,5(xz—4)?> =0
und damit folgt B*(4 | 1,5) (siehe Zeichnung). Nur dort gibt es eine (zu Strecke
entartete) , Raute.

Also gibt es Rauten AanCnDn7f1'ir x € R\ {4}.



(e) e Die Quadratdiagonalen liegen wie alle Rautendiagonalen A,,C,, zur y-Achse par-
allel und sie halbieren jeweils zwei rechte Innenwinkel der betreffenden Quadrate.
Die Gerade g besitzt den Steigungsfaktor m=1; d.h. sie schneidet die x-Achse un-
ter einem 45°-Winkel. Folglich miissen die Quadratdiagonalen einen 45°-Winkel
mit der Geraden ¢ einschlieflen. Also miissen die Quadrateckpunkte unter den
Rauteneckpunkten B,, auf der Geraden ¢ liegen.

e 1. Moglichkeit:
0,502 —4dx+8=4 = 0,52’2—4x+4=0 = D*=8.
Die quadratische Gleichung besitzt zwei Losungen und damit gibt es zwei Qua-
drate.
2. Moglichkeit:
Der Eckpunkt By der Raute A1 B1Cy D1 liegt ,,iiber® der Geraden g, der Eckpunkt
By der Raute Ay BoCs Dy liegt dagegen ,unter” der Geraden g.
Also muss einer der Punkte B, — wir nennen ihn B3 — wihrend der Wanderung
von der Position 1 zur Position 2 auf der Geraden g liegen.
Die Gerade g besitzt den Steigungsfaktor m=1; d.h. sie schneidet die z-Achse
unter einem 45°-Winkel. Das bedeutet, dass auch in der betreffenden Raute
A3B3C3Ds  <tB3A3Cs = 45° gilt. Aus Symmetriegriinden muss dann <{B3A3D3 =
90° gelten. Wenn jedoch in der Raute A3B3C3D3 ein Innenwinkel das Mafi 90°
besitzt, dann muss diese Raute (wie jede andere auch) ein Quadrat sein.
Wenn nun Punkte B,, iiber den Punkt By der Raute A BsCoDs hinaus nach
rechts wandern, nehmen die Diagonalenldngen A, C,, wieder zu. Sie ,,heben*“ dann
die Punkte B,, iiber die Gerade g hinweg. Also muss es einen weiteren Punkt By
geben der auf der Geraden ¢ liegt. Aus den vorherigen Uberlegungen muss dieser
Punkt By zu einem weiteren Quadrat A4B4C4D4 gehoren.
Links von der Position des Quadrates A3B3C3D3 und rechts von der Position des
Quadrates A4 B4Cy D, iiberquert keiner der Punkte B, mehr die Gerade g. Also
bleibt es bei den beiden Quadraten.

Anmerkung:

Die verédnderlichen Rauten lassen sich sehr anschaulich in einer Datei, die mit
Hilfe des dem dynamischen Mathematikprogrammes ,, GEONExT“ erzeugt wurde
(,10eh116.gxt*), darstellen.

4. Gegeben sind eine Parabel p und eine Gerade g durch die Gleichungen:
P:y=-0,52>—4x+1und g :y = 0,52 + 3.
Die zugehorigen Funktionsgraphen sind in Ausschnitten dargestellt:



Auf der Parabel p liegen dort, wo die Parabel oberhalb der Geraden verliuft,
Punkte P,(z | —0,52% — 4z + 1).

Auf der Geraden g liegen Punkte @,, jeweils mit dem gleichen Abszissenwert x wie
die Punkte P,. Zudem liegen auf der Geraden g Punkte R,,, deren Abszissenwert
jeweils um 2 grofler als der Abszissenwert der Punkte P, bzw. @, ist .

Dadurch werden Dreiecke P,Q, R, erzeugt.

(a) Zeichne fiir x = —4,5 das Dreieck P;QR; ein.

(b) Zeige: Die Streckenliangen P,(), lassen sich in Abhéngigkeit von = wie folgt
darstellen:
P,Q,(z) = (—0,52* — 4,52 — 2) cm

(c) Begriinde: Die langste unter allen Streckenldangen P, (),, erzeugt gleichzeitig das
flichengrofite unter allen Dreiecken P,Q), R,

(d) Untersuche rechnerisch, ob es unter allen Dreiecken P,Q,R, gleichschenklige
gibt, deren Basis jeweils eine der Strecken [P,Q,] ist.

(e) e Zeichne fiir x = —7 das Dreieck P, R5 ein.
Weise rechnerisch nach, dass dieses Dreieck rechtwinklig ist.
e Berechne das Maf eines der spitzen Innenwinkel dieses Dreiecks.

e Es gibt ein weiteres Dreieck P3(Q3R3, das zum Dreieck P,(); Ry kongruent
ist.
Konstruiere den Eckpunkt ngdieses Dreiecks (die Konstruktionslinie muss



deutlich sichtbar sein) und begriinde deine Vorgehensweise.
Zeichne dieses Dreieck P3()3R3 ein.

(f) Unter allen Dreiecken P, @, R,, gibt es noch zwei rechtwinklige Dreiecke PyQ4 R,

Lésung: (a)

(b)

und PsQsRs mit den Hypotenusen [Q4R4] bzw. [Q5R5]. Berechne die zugehori-
gen z-Werte.

Siehe Zeichnung.
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Es gilt: P,Q, 2 = (v — x)2cm? + [(—0,522 — 42 + 1) — (0,52 + 3)] cm?

= (—0,52? — 4,5z — 2)? cm?.

= P,Q,=| 0,522 — 4,52 — 2| cm.

Weil die y-Werte der Punkte P, stets grofler als die y-Werte der Punkte @), sind,
kannst du die Betragstriche weglassen.

Also folgt: P,Qn(x) = (—0,52% — 4,52 — 2) cm

1. Moglichkeit: anschaulich

Die Hohen [R, F,,| der Dreiecke P,Qn R, sind konstant 2cm lang (vgl. [R1F1] in der
Zeichnung). Nur die Langen der zugehérigen Grundlinien [P, @,] sind verédnderlich.
Wegen der Formelgleichung fiir Dreiecksflichen A = % - Grundlinie - Hohe héngt der
Fliacheninhalt dieser Dreiecke P, @, R, nur von den Lingen der Grundlinien [P, Q)]
ab. Wenn dort die maximale Lénge erreicht ist, dann ist auch die zugehdorige Drei-
ecksfliche am grofiten.

2. Moglichkeit: rechnerisch

Fiir den Flidcheninhalt A der Dreiecke P,Q,R, gilt in Abhéingigkeit von x:
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A(.%') - §PnQanFn:

1

5 (=0, 522 — 4,5z — 2) - 2cm? = (=0, 522 — 4,52 — 2) cm?.
Damit stimmen fiir jeden zuléssigen z-Wert die Maflzahlen von Flidcheninhalt und
Grundlinienlédnge tiberein.

Wenn also eine der Grundlinien [P, Q] am ldngsten wird, dann ist auch der Inhalt
der zugehorigen Dreiecksfliche maximal.

(d) Es gilt Qn(z | 0,52+ 3) und R,(z+2]0,5(x +2)+3) = (z+2]0,5z +4).
Betrachte das Steigungsdreieck Q1 H Ry, das an der Geraden g unverinderlich ist.
Dem kannst du entnehmen, dass stes Q, R, = v/12 + 22 cm = /5 cm gilt.

Von Aufgabe (b) ist P,Q,(x) = (—0,52% — 4,52 — 2) cm schon bekannt.
Es muss —0, 522 — 4,52 — 2 = /5 gelten.

& 0,522 +4,50+2+v5) =0 = D*=16,25—-25(~11,78) >0
Also gibt es zwei solche gleichschenklige Dreiecke.

(e) e Siehe Zeichnung.

o x = —T7 liefert: Po(—714,5), Q2(—7| —0,5) und Ry(—5|0,5).
PyQ2 = 5cm, QoRa(r) = v/5em (siche Losung der Aufgabe (d)) und PRy =
V(=5+T7)2+ (4,5 -0,5)2cm = /20 cm
In diesem Dreieck PoQ2o R gilt der Satz des PYTHAGORAS:
52 = /52 + /202, Also ist das Dreieck P»Qs Ry rechtwinklig.

e Jeder Eckpunkt @, der Dreiecke P,Q,R, ist Scheitel eines Winkels mit dem
Maf8l ¢ (Stufen- oder F-Winkel). Im Steigungsdreieck Q1 H R; ist der Punkt R
ebenfalls Scheitel eines Winkels mit dem Mafl ¢ (Wechsel- oder Z-Winkel).
Dort gilt: tanp = % = @ ~63,43°.

e Die Parallele h zur Geraden g durch den Punkt P, schneidet die Parabel p im
gesuchten Punkt P; (Siehe Zeichnung).
Begriindung:
Der Punkt P, besitzt den Abstand PRy zur Geraden g. Alle Punkte P, aber,
die den Abstand PRy von der Geraden g haben, liegen auf einer Parallelen (in
der Zeichnung: h) zur Geraden g die den Abstand P, Ry besitzt.

e Weil alle Strecken [Q,R,]+/5cm lang sind, miissen die gesuchten Dreiecke z.B.
zum Steigungsdreieck Q1 H Ry kongruent sein; d.h. es muss gelten:
PoQn(z) = (0,522 — 4,52 —2)em = lem <  —0,522 — 4,50 —3 =0

4,5 + /14,25 .

-1

D* =14,25 = 1x120= r1 ~ —8,27 und z; ~ —0,72

5. Gegeben ist Parabel p mit der Gleichung p : y = ax? — x — 3, die durch den Punkt
P(—=3|2,25) verlauft.
Auflerdem ist eine Gerade g durch die Gleichung ¢ : y = 0,52 + 1 gegeben.
Die zugehorigen Funktionsgraphen sind in Ausschnitten dargestellt:
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(a) e Berechne die Scheitelkoordinaten der Parabel p.
[ Teilergebnis: p:y = 0,252% — 2 — 3 |
e Untersuche, ob die Gerade h mit der Gleichung h : y = 0,5z — 5,26 die
Parabel p beriihrt.

(b) Auf der Parabel p liegen Punkte B,(z | 0,252® — x — 3). Auf der Geraden
g liegen Punkte C,(z | 0,5z + 1) mit dem gleichen Abszissenwert x wie die
Punkte B,.

Fir x €] —2; 8] g erzeugen die Punkte A,, zusammen mit den Punkten B,, und
C,, rechtwinklige Dreiecke A, B,C,, mit den Hypotenusen [A,C,]. Dabei sind
die Katheten [A,, B,] stets 4 cm lang.

Zeichne fiir £ = —1 und & = 5 die beiden Dreiecke A B;Cy und Ay ByC5 ein.

(c) Berechne die Lange der Katheten [B,C,] in Abhingigkeit von x.
[ Ergebnis: B,C,,(x) = (—0,252% + 1,52 + 4) cm |
(d) Unter allen Dreiecken A, B,C, gibt es eines mit maximalem Flicheninhalt.

berechne dieses Maximum und die zugehdrige Belegung von z.

(e) Unter allen Dreiecken A, B,C, gibt es zwei Dreiecke A3B3C3 und AyB,Cly,
so dass der Winkel A3C5Bs bzw. A,Cy B, das Mafl 45 ° besitzt. Berechne die
zugehorigen Belegungen von z.

(f) Untersuche rechnerisch, ob es unter allen Dreiecken A, B, C,, eines gibt, deren
Hypotenuse auf der Geraden g liegt.

Liosung: (a) e P(=3]3,25)inp:2,25=a-(-3)?—(-3)-3 = 2,25=9a = a=0,25
und p: y = 0,252% — x — 3.

_ _1)2
s(o—=L |5 D) _ o)y
2.0,25 1:0,25) ",




® 0,252° —2x—3=0,50—-5,26 = D*=—0,01 <0: Die Gerade g meidet die

Parabel p.
(b)
y 3
\ /
G2
\ /
U1 1
0 z
Ay By Ao b
I~ L
(c)
BnCn(z) = yc.—Yn.,
WCo(z) = 0,52 +1—(0,252% —x — 3)
= 0,5z+1—-0,252%+2+3
B,Ch(z) = (-0,252% + 1,52 + 4) cm?
(d) Fiir den Flicheninhalt A der Dreiecke A, B, C), gilt in Abhéngigkeit von :
1
A(w) = 5 -4 (=0, 252 4 1,52 + 4) cm?.

A(z) =2-(—0,252% + 1,52 + 4) cm?.
A(z) = (—0,52% + 3z + 8) cm?.
x = 3 liefert A4, = 12,5cm?.
(e) Die beiden Dreiecke A3B3C5 und A4B4Cy miissen gleichschenklig sein:
B,Cy(z) =4cm: = —0,2522+ 1,52 +4=4
& z(-0,25z+1,5)=0 & =0 V x=6
(f) Die Dreiecke A,,B,,C,, konnen als Steigungsdreiecke zu den Hypotenusen [A,,C,,] auf-
gefasst werden:
Wenn eine dieser Hypotenusen [4,,C,] auf der Geraden g liegen soll, dann miissen
beide Steigungsfaktoren iibereinstimmen; d.h.

—0,252% + 1,5z + 4 1
2

I & 0,502 +3x+8=41

& —0,5224+3x4+4=0= D*=17>0.
Also gibt es zwei solche Dreiecke.

6. Gegeben ist die Parabel p, durch die Gleichung y = 0, 522 + 2z + 1000.

(a) Gib die Gleichung einer Parabel p; an, welche die gleichen Scheitelkoordinaten
wie die Parabel py besitzt, die abl%; nicht zur Parabel py kongruent ist.



(b) Gib die Gleichung einer Parabel ps an, die zur Parabel py kongruent ist und

deren Scheitel gleichzeitig auf der z-Achse liegt.

(c) Es gibt beliebig viele Parabeln, welche die Parabel py meiden und deren Scheitel

im II. Quadranten liegen. Gib die Gleichung einer dieser Parabeln an und fiihre
den Nachweis.

(d) Es gibt beliebig viele Parabeln, welche mit der Parabel py nur einen Punkt

Lésung: (a)

gemeinsam haben. Gib die Gleichung einer dieser Parabeln an und fiihre den
Nachweis.

y=0,522+22+1000 = ... = 0,5 (z +2)>+998 = So(—2|998)

Skizziere die Parabel py.

Z.B.p:y=—0,17296 - (x + 2)? + 998

ZB.py:y=-05(z— %)

Wihle unter den beliebig vielen Parabeln, die in Frage kommen, am besten eine
Parabel (nenne sie p3) aus, die zur Parabel py kongruent ist, die aber nach unten
geoffnet ist: Der Formfaktor hat dann den Wert —0, 5.

Wihle dann am besten deren Scheitel so aus, dass dieser genau unterhalb des Scheitels
So(—2 | 998) liegt, also z.B. S3(—2 | 997).

Diese Parabel p3 hat dann die Gleichung y = —0,5 - (z + 2)? + 997.

-+ nur einen Punkt gemeinsam hat“ ertffnet zweierlei Losungsmoglichkeiten:

() Die gesuchte Parabel schneidet die Parabel pg nur in einem Punkt

(B8) Die gesuchte Parabel beriihrt die Parabel pg

Die einfachste Moglichkeit der Auswahl besteht in der Moglichkeit («):

Die Parabel pg wird nach rechts oder nach links verschoben. Damit behélt der Form-
faktor den Wert 0,5 und die beiden Symmetrieachsen liegen parallel. Damit verlaufen
auch die Parabeléste so, dass sie sich nur einmal iiberkreuzen.

Also z.B.:py:y =0,5- (z +1)% + 998.

Rechnerisch wiirde sich dann mit der Parabel py die folgende Gleichung ergeben:
0,5 (x+2)2+998=0,5-(x+1)?+998... & 2z=-3z=-1,5.

FEgal, wie weit du die Parabel py nach rechts oder links verschiebst: Rechnerisch hebt
sich stets nach dem Gleichsetzen der Summand mit dem Faktor 22 weg.

In der Méglichkeit (/) miisstest du nach einer Parabel ps suchen, welche die Parabel
po beriihrt. Eine entsprechende Parabelgleichung ist nicht so schnell und auch nicht
so leicht zu finden, wie in der Moglichkeit («v).
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Auf der Kreislinie £ mit dem Mittelpunkt M (0 | 0) und dem Radius 4 cm liegen
Punkte T,,, die Berithrpunkte von Kreisen k,, mit dem Mittelpunkt M, (x | y) sind.
Alle diese Kreise k,, beriihren jeweils auch die z-Achse.

Liegen die Punkte T, iiber der xz-Achse, dann sollen die Beriihrkreise k,, innerhalb
des Kreises k liegen. Befinden sich die Punkte T;, unter der x-Achse, dann sollen die
Beriihrkreise k&, auflerhalb des Kreises k liegen.

In der obigen Darstellung sind zwei Beriihrkreise &y und ks mit den Beriihrpunkten
Ty und T, eingezeichnet. Am Beriihrpunkt 77 ist die zugehorige Kreistangente t;
und am Beriihrpunkt 75 ist die zugehorige Kreistangente ¢, eingezeichnet.

(a) e Begriinde: Der Mittelpunkt M; des Beriihrkreises k; muss auf der Halbie-
renden des Winkels 7757 M liegen.

o Weise durch die Konstruktion dieser Winkelhalbierenden w, nach, dass der
Punkt M richtig eingezeichnet ist.
(b) Konstruiere den Mittelpunkt M, der Kreislinie k.
(c) Fiir welche der Beriihrpunkte 7,, gibt es nur entartete Beriihrkreise?
(d) Alle Kreismittelpunkte M,, liegen auf einer Parabel p.
e Beschreibe ohne Rechnung die Lage und die Eigenschaften der Parabel p
moglichst genau.

e Leite die Parabelgleichung aufgrund der Lage besonderer Punkte auf ihr
her.

[ Ergebnis: p : y = —0,1252% + 2 |
e Bestitige diese Parabelgleichung durch Rechnung mit Hilfe des Dreiecks
M Fy M als Stellvertreter aller begleitenden rechtwinkligen Dreiecke M F,, M, .

15



Lisung:

(e) Wie viel Prozent des Flacheninhalts des Kreises k& wird von einem der Beriihr-

kreise bedeckt, dessen Mittelpunkt auf der Winkelhalbierendendes 1. Quadran-
ten liegt?

(a)

(d)

Mj

w2

ko

to

Der Mittelpunkt A7 muss sowohl zur Tangente ¢ als auch zur z-Achse den glei-
chen Abstand besitzen. Alle Punkte, die jeweils von diesen beiden Geraden mit dem
Schnittpunkt S7 den gleichen Abstand besitzen, liegen auf der Halbierenden w; des
Winkels 7151 F;. Diese Halbgerade verlauft dann durch den Punkt M;.

Die Tangente ty schneidet die x-Achse im Punkt S;. Dort bildet die Tangente ¢ mit
der x-Achse einen stumpfen Winkel im III. Quadranten. Die Halbgerade wy halbiert
diesen Winkel. Dann folgt: [MT> N we = {Ma}.

Fiir T5(4 | 0) und Ty(—4 | 0) entarten die Beriihrkreise zu Punkten.

Fiir T5(0 | —4) liegt die zugehorige Kreistangente waagrecht. Der zugehorige Beriihr-
kreis miisste sich am Punkt 75(0 | —4) nach unten kriimmen. Er kénnte dann die
x-Achse niemals beriihren.

Mann koénnte die Tangente noch als gigantischen ,,Beriihrkreis“ deuten, der die z-
Achse rechts und links ,,im Unendlichen* beriihrt.

e Wenn du den Beriihrkreis k1 an der y-Achse spiegelst, dann erhéltst du einen
Kreis &} mit dem Mittelpunkt M7, der die Kreislinie &k ebenfalls von innen beriihrt
(siche Zeichnung). Also liegt der Punkt M/ ebenfalls auf der Parabel p. Dasselbe
gilt nun fiir das Spiegelbild M) des Mittelpunktes M und damit fiir alle denk-
baren Kreismittelpunkte.

Daher ist die y-Achse die Symmetrieachse der Parabel p.

Je niher die Beriihrkreise im I. und II. Quadranten der y-Achse kommen, desto
grofler wird deren Durchmesser; d.h. desto hoher liegen die zugehorigen Kreis-
mittelpunkte. Der Kreis kg, dessen Durchmesser auf der y-Achse liegt, ist am

16



8.

Losung:

grofiten; d.h. dessen Mittelpunkt My(0 | 2) liegt am hochsten. Das muss dann der
Parabelscheitel sein.

Wegen der Lage der Punkte 75 und 7y muss die Funktionsgleichung der Parabel
die Nullstellen 4 und —4 besitzen.

e 1. Moglichkeit:
mit den beiden Nullstellen 4 und —4 sowie dem Scheitel S(0 | 2)
pry=a-(x—4)(x+4) AN S0O]2)€ep:
2=a-(0-4)(0+4) = a=-0,125.
Eingesetzt: p:y = —0,125 - (z — 4)(x + 4) = —0,125 - (2% — 16)
y = —0,1252% 4 2
2. Moglichkeit:
mit den Scheitelkoordinaten (0 | 2) und z.B. dem Punkt 73 (4 | 0)
pry=a-(x—072+2 A T34]|0)€p:
0=a-(4-02%+2 = -2=16a = a=—0,125usw.
(e) Dieser Kreis sei kg mit dem Mittelpunkt Ms.

Auf der Winkelhalbierenden des I. Quadranten gilt y = z. Mit dem Ergebnis in der

Aufgabe (d) folgt dann:

z=-0,12522+2 mitG=Rt < 0,125224+2—-2=0

—1++2
O T

Wegen G = R™ muss das Minuszeichen im Zihler entfallen.

V2 -1
SO: T 0,25 (\/_ )

2 —_1)2.
%:wzg_zﬂzn,w%
Ay A2

Gegeben ist eine Parabel durch die Gleichung:
y=—1022 — 192 + 2
Untersuche, ob die Parabel durch alle vier Quadranten verlauft.

Berechne zunéchst den Parabelscheitel: S(zg | yg) mit
a=-10,b=—-19 und c = 2.

-19 (—19)?
xrs < 0 und ys 1 (_10)

2 (—10) >0

Der Scheitel liegt also im II. Quadranten.

Wegen a < 0 ist die Parabel nach unten getffnet, also verlauft ihr linker Ast auch durch
den III. Quadranten.

Weil sich die Aste der Parabel nach unten beliebig weit voneinander entfernen, muss ihr
rechter Ast ,irgendwann® die y-Achse iiberqueren. Also verlauft der Graph auch durch
den IV. Quadranten.

Nun musst du noch untersuchen, ob es Punkte auf der Parabel gibt, die im I. Quadranten
liegen.

Ermittle dazu die Nullstellen der Funkticl)%sgleichung: 1022 — 192 4+ 2 = 0.



D* = (—19)2 —4-(—10) - 2 = 441 und v D* = 21

19 +£21
xm:TO = x1=-2und z9 =0,1.

xo = 0,1 liegt rechts vom Ursprung auf der x-Achse; also verlauft die Parabel auch durch
den I. Quadranten und damit durch alle vier Quadranten.

9. Gegeben ist die Parabelschar p(a) mit der Gleichung y = (x — 2a)? — a* + 3 auf
G =R xR mitacR.

(a) Begriinde: Alle Parabeln der Schar sind Normalparabeln.
(b) Zeichne fiir a € {—1; 0; 2} die zugehorigen Parabeln in ein Koordinatensystem.
Platzbedarf: —6 <2 <8und -3y <7

(c) Berechne die nach y aufgeloste Gleichung des Trégergraphen aller Scheitel-
punkte.

[ Ergebnis: y = 0, 2522 — 3 |

(d) Die Parabel py besitzt die Gleichung y = (z + 1)* + 2, 75.
Die Parabel ps besitzt die Gleichung y = 22 — 6x + 8, 75.
Die Parabel pg besitzt die Gleichung y = x? + 10z + 28, 75.
Untersuche, ob diese drei Parabeln der Schar angehoren oder nicht.

(e) Wie viele Parabeln enthélt die Schar p(a), welche die z-Achse beriihren? Be-
griinde.

Lésung: (a) Vor dem binomischen Klammerterm steht heimlich der Formfaktor 1, egal, womit a
belegt wird. Also handelt es sich ausschliefilich um nach oben gedffenete Normalpa-
rabeln.

(b)
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So
(¢c) Esist zg=2a = a= O%S (1) und weiter gilt: yg = a® — 3.
2
Mit (1) folgt:ys = ‘%5 —3=0,250% — 3.

(d) Aus der Schargleichung folgt: Die Parabeln besitzen die Scheitelkoordinaten (2a |

2
a® —3).
Die Parabel py besitzt den Scheitel Sy(—1 | 2,75).
Es muss einerseits 2a = -1 << a = —0,5 gelten.

Gleichzeitig muss a? — 3 = —2, 75 gelten. Das ist fiir a = —0,5 (oder a = 0, 5) erfiillt.
Also gehort die Parabel py der Schar an.

Die Parabel ps besitzt den Scheitel S5(3 | —0,75).

Es muss einerseits 2a =3 & a =1,5 gelten.

Gleichzeitig muss a? — 3 = —0, 75 gelten. Das ist fiir a = 1,5 (oder a = 0,5) erfiillt.
Also gehort die Parabel ps der Schar an.

Die Parabel pg besitzt den Scheitel Sg(—5 | 3,75).

Es muss einerseits 2a = =5 & a = —2,5 gelten.

Gleichzeitig muss a? —3 = 3, 75 gelten. Das ist fiir a = —2, 5 nicht erfiillt. Also gehort
die Parabel pg der Schar nicht an.

(e) Wenn eine dieser Parabeln die z-Achse beriihrt, dann liegt ihr Scheitel auf der z-
Achse. Das ist dort der Fall, wo der Trigergraph aller Scheitelpunkte die x-Achse
schneidet. Es gibt offensichtlich zwei solche Schnittpunkte.

10. Gegeben ist eine Parabelschar p(a) mit der Gleichung y = az?*+z—a mit a € R\{0}.

(a) Berechne die Scheitelkoordinaten in Abhéngigkeit von a.
19



{Ergebnis: S (—i

2a

)

(b) Begriinde: In der Schar gibt es keine Parabel, deren Scheitel auf der y-Achse
liegt.

(c) Begriinde: In der Schar gibt es keine Parabel, deren Scheitel im II. Quadranten
liegt.

(d) Tabellarisiere die Scheitelkoordinaten fiir a € {—1; —0,5; 0,5; 1}. Zeichne die
zugehorigen Parabeln in ein Koordinatensystem.
Platzbedarf: =5 S x <5und -4 <y <4

(e) Berechne die Gleichung des Tréagergraphen aller Scheitelpunkte S(zg | ys).

1
Ergebnis: yg = ﬂ + 2

(f) Begriinde: Zu jeder Parabel p der Schar mit dem Scheitel S(zgs | ys) gibt es in
der Schar eine kongruente Parabel p’ mit dem Scheitel S'(—z | —ys).

(g) Zeige: Jede Parabel der Schar schneidet die x-Achse zwei Punkten.

Lésung: (a) Mit Hilfe einer Formelsammlung kannst du das Ergebnis sofort errechnen.

1
(b) Es miisste zg = 5, = 0 gelten. Ein Bruch hat aber nur dann den Wert 0, wenn der

a
Zahler den Wert 0 besitzt. Das ist hier jedoch nicht der Fall. Also gibt es keine solche
Parabel.

(c) Lége einer der Scheitelpunkte im II. Quadranten, dann wire sein Abszissenwert < 0.

Wegen xg = 5, miisste a positiv sein.
a
1
Wegen yg = —a — 1 folgt ys < 0.
a
Dann liegt jedoch der Scheitel im III. und nicht im II. Quadranten.

a | -1 | 05| 05 | 1
S(zs|ys) || (0,5]1,25) | (1]1) | (=1]-1) [ (-0,5]—1,25)

(d)

yll
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(e) Es gilt:
rs = - (1) & a=-—

1 1 1 xg
1)'in (2): ys=—( — - =— 4+ =
W' in (2): v (2-355) ) 1 2ws | 2
2-xg
(f) Die Tabelle der Aufgabe (d) ldsst vermuten, dass ein Vorzeichenwechsel des Para-
meters a eine Punktspiegelung des betreffenden Parabelscheitels am Koordinatenur-
sprung zur Folge hat. Die Parabel bleibt dabei deckungsgleich zur urspriinglichen

Parabel, wechselt aber ihre Offnungsrichtung (siche graphische Darstellung).
1 1

1
Al N /:— d ) = —_—— = - = = —
So0: @ aund rg oa/ “ou %4 Ts
1 1 1
d /] = — /—— = —\— — = — —_ _—— = —
und ys a 1d (—a) 1 (—a) < a 4-a> UYs

(g) Schnittpunkte mit der x-Achse verlangen y = 0 : ax® + x —a = 0.
Fiir die Diskriminante D* ergibt sich: D* =12 —4-a - (—a) = 1 + 4a?.
4a? wird nie negativ. Daher bleibt 4a? 4 1 stets positiv. Also hat die quadratische
Gleichung az? +  — a = 0 stets zwei Losungen. Damit schneidet jede Scharparabel
die z-Achse zweimal.

11.

Familie Taerkot hat auf ihrem eingezéunten Grundstiick einen 140 m? grofien Gar-
ten angelegt. Er wurde zusétzlich mit einem 25,5 m langen Maschendrahtzaun ab-
gegrenzt.

(a) Berechne Lénge und Breite.

(b) Hétte Familie Taerkot mit 25,5m Maschendraht auf die in der Abbildung
dargestellte Weise eine noch grofiere Gartenflache abgrenzen koénnen?

Lésung: (a)

ym

Xm
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r+y = 255 (1) & y=255-z (1)
AN zey = 140 (2)

(1))in (2): - (25,5 —2) =140 & —22+2552—-140=0

= L={17,5; 8}. Wegen (1)’ folgt: y =8 vV y = 17,5.

Das Gartengrundstiick ist 17,5m lang und 8 m breit (oder umgekehrt).

Fiir den Flicheninhalt A gilt: A = z - ym?.

Mit (1) folgt A(z) = 2(25,5 —x)m? <&  A(z) = (—2% + 25,52) m?.

Der Extremwert muss wegen des negativen Vorzeichens von z? ein Maximum sein.
Die Berechnung erfolgt z.B. so, als ob du die Scheitelkoordinaten der zugehorigen
(nach unten gedfineten) Parabel ermittelst:

a=-1 b=25>5und c=0:

25.5 25, 52
— ’2 = 12,75 und ys = 0 — ’4

Es gilt:

T5 = = 162, 5625 (Maximum).

Mit dem 25,5m langen Maschendraht hitte Familie Taerkot auf diese Weise sogar
etwas mehr als 162 m? einzédunen kénnen.

Die Linge x = 12,75m liefert mit (1)’ die Breite y = (25,5 — 12,75)m = 12,75 m.
Das bedeutet, dass der flichengrofite Garten eine quadratische Form hétte.

12. Ursula und Hans wollen die folgenden quadratischen Gleichungen 16sen:

Lésung:

13.

¥ + 0,5x — 14 = 0 (1)
r 4+ 222 — 28 = 0 (2

(a) Hans bekommt fiir die Gleichung (1) die Losungsmenge {—4; 3,6} heraus.

Uberpriife das.

(b) Danach schaut sich Ursula die Gleichung (2) genauer an. Sie meint schliefllich:

(a)

(b)

,Da brauchen wir die Losungsformel gar nicht. Die beiden Gleichungen miissen
dieselben Losungen haben.* Wie hat Ursula das erkannt?

Du kannst das durch z.B. Einsetzen iiberpriifen:

—4in (1): (—4)2 40,5 (—4) — 14 = 0 ergibt eine wahre Aussage.

3,6 in (1): 3,62 +0,5-3,6 —14 = 0,76 # 0; d.h. 3,6 ist keine Losung.
2240,5-14=0]-2 <& 22?2+2—28 =0. Wenn du jetzt noch die Summanden
und 222 vertauschst, erhiltst du die Gleichung (2). Beide Gleichungen sind fiquivalent.
Also haben sie die gleiche Losungsmenge.
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Fiir die Gleichung einer Parabel p gilt a = 0,5. Die Punkte P(—4 | —4,5) und
Q(1 | 3) liegen auf dieser Parabel. Die Parabel p und die Gerade g mit der Gleichung
y = 0,5z + 2 sind in Ausschnitten dargestellt.

(a) Zeige durch Rechnung: Die Parabel p hat die Gleichung y = 0, 522 + 3z — 0, 5.
(b) Berechne die Scheitelkoordinaten der Parabel.

(c) Es werden nun rechtwinklige Dreiecke A,, B,,C,, mit den folgenden Eigenschaf-
ten erzeugt:
e Die Punkte A, liegen auf der Geraden g.
e Die Punkte C), liegen auf der Parabel p.
Die Punkte A,, sind die Scheitel der rechten Winkel aller Dreiecke A,,B,,C,,.
Die Punkte C, haben den gleichen Abszissenwert wie die Punkte A,,.

Der Abszissenwert der Punkte B,, ist stets um 3 kleiner als der Abszissen-
wert der Punkte C,,.

Zeichne oben fiir x = 2 das Dreieck A;B;C ein.
(d) Gib zwei z-Werte an, fiir die es kein Dreieck gibt. Begriinde deine Wahl.
(e) Begriinde: Unter allen Dreiecken A, B, C,, gibt es keines, das zu einem Punkt

entartet.

Lésung:
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(a)
P(—4]-4,5): -45 = 0,5-(—4,5)2+b-(-4,5)+c
Q(1]3): 3 = 0,5-12+4+b-1+c
3 = 0,5+b+c (2)
(2) - (1): 75 = —7,5+5b

= b=3und z.B. in (2): ¢ = -0,5.
Also gilt fiir p: y = 0,522 + 3z — 0, 5.

-3 32
(b) zg 505 3 und yg 0,5 105 5= S(-3]|-5H)
(c) Siehe Zeichnung oben.
(d) An den Schnittpunkten der Parabel mit der Geraden gilt: z = —6 bzw. x = 1.

Dort liegen die betreffenden Punkte A, und C,, aufeinander. Also gibt es jeweils kein
Dreieck.

(e) Weil die Punkte B,, niemals mit den Punkten A, zur Deckung kommen, kann das
betreffende Dreieck hochstens zur Strecke entarten.
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